Musterlésungen zur Serie 8: Mehrdimensionale
Integrale

1. Aufgabe Berechnen Sie [, f(x)dz mit:

(a) M={zeR*: 0< 2 <y <1}, f(x)zsme,
X2

(b) M = {IEER?) 0<x <1, O<l‘2<1—[[’1,0<l‘3<1—$1—$2}
fl) = (1 +z + 25+ 35) 77,
() M={zeR*: af+a; <2z}, f(z) =i +a3,

(d) M= {xeR3: 23+ 23 < a3 < {*/:c%m%}, f(x) = (] +a3)zs.

Losung fiir (a) Es gilt
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/ f(z)dx = / (smx2 / d:cl) dry = / sinze dryg =1 — cos 1.
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Losung fiir (b) Es gilt
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M:{(:c,y): (:c—l)2+y2§1}:{(1+rcos<p,rsin<p): 0<r<1, 0<¢p<2r},
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Losung fiir (c) Es gilt

also
27 1
/ f(x) da::/ / ((1+rcosp)® +r’sin® @) rdrdp =
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:/ / (1+2rcoscp+r2)rdrdcp:—7r.
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Losung fiir (d) Es gilt

M ={(rcosp,rsing,z): r>0,0<¢<2m r* <z<r},



also
21 1 N 1 5
/ f(:c)da::/ / / ngdzdrdS":?T/ ri(r —r)dr = —m.
M 0o Jo Jr? 0 40
2. Aufgabe Berechnen Sie die Volumina der folgenden Mengen:

(a) {(z,y,2) €R®: x,4,2>0, 22+ <1, z+y+ 2 <V2},

2
(b) {($7972)6R3: P4+ 2 <, 0§Z§x2+y2}'

Losung fiir (a) Das Volumen ist gleich
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/\/1—x2da::£, /x\/l—xzda:: , /(1—:1:2)d:c:§.
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Losung fiir (b) Es gilt
M ={(rcosp,2rsing,z): 0<r<1,0<p<2m 0< 2 <r’cos® o+ 4r7sin’ p}

also arbeiten wir mit “verallgemeinerten” Zylinderkoordinaten x = rcos p,y = 2rsin ¢, z.
Die entsprechende Funktionaldeterminante ist 2r. Also folgt

27 1 2 cos? 4412 sin? ¢
VolM:Q/ dgp/ dr/ dz =
0 0 0
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= 2/ dgp/ r(r? cos® o + 4r?sin® )dr = 1O7r/ 3 dr = o
0 0 0



