
1 Lineare Algebra individuellDer Spektralsatz f�ur normale OperatorenDie folgende Eigens
haft wird insbesondere von unit�aren und von selbstad-jungierten Endomorphismen erf�ullt.De�nition. (normaler Operator) 6/3/9Damit beginnt das Studium einergr�o�eren Klasse von Endomorphismen.Methode: Spektralzerlegung.Ein Endomorphismus ' des unit�aren Vektorraumes V hei�t normal, falls erdie Bedingung '? � ' = ' � '? erf�ullt.Wir beginnen die Untersu
hung mit dem Fall des Grundk�orpers der kom-plexen Zahlen.Lemma. (Cartan-Zerlegung) 6/3/10F�ur ' 2 End lC(V ) setzen wir'1 := 12('+ '?) ; '2 := 12i('� '?) . �Uberlegen Sie, weshalb '1; '2 dur
h' eindeutig bestimmt sind.(1) ' = '1 + i'2, und die Endomorphismen '1, '2 sind selbstadjungiert;sie werden als selbstadjungierte Komponenten von ' bezei
hnet.(2) ' ist genau dann normal, wenn '1 und '2 kommutieren, d.h. wenn'1 � '2 = '2 � '1 ist.Beweis. Einsetzen ergibt '1 + i'2 = '. Wegen Bea
hten Sie dabei die Eigens
haftenaus 6/3/2.'?1 = �12('+ '?)�? = 12�'? + ('?)?� = 12('? + ') = '1ist '1 selbstadjungiert; daraus und aus einer entspre
henden Re
hnung f�ur'2 folgt (1).(2) erhalten wir folgenderma�en: Es ist '? = '1 � i'2. Multiplikation mit' ergibt na
h (1)' � '? = ('1 + i'2) � ('1 � i'2) = '21 � i'1 �'2 + i'2 �'1 + '22 ,und ebenso folgt'? � ' = ('1 � i'2) � ('1 + i'2) = '21 + i'1 �'2 � i'2 �'1 + '22 .Die Bedingung ' � '? = '? � ' ist daher �aquivalent zu �i'1 �'2 + i'2 �'1 =i'1 �'2 � i'2 �'1; glei
hbedeutend zu '1 � '2 = '2 � '1.Wir bemerken, dass uns die Cartan-Zerlegung in einem Fall bereits zuvor be-kannt war: Endomorphismen eindimensionaler komplexer Vektorr�aume sinddur
h Multiplikation mit einer Konstanten � 2 lC gegeben. Die Zerlegungaus dem Lemma entsteht dann dur
h Zerlegung der Zahl � in Real- undImagin�arteil.Satz. (Spektralsatz f�ur normale Operatoren) 6/3/11Im Gegensatz zum selbstadjungiertenFall k�onnen hier Eigenwerte =2 IRauftreten.Ist ' ein normaler Endomorphismus des komplexen unit�aren VektorraumesV; so existiert eine Orthonormalbasis B von V; f�ur die MB(') eine Diago-nalmatrix ist.Beweis. Na
h dem Lemma gen�ugt es zu beweisen, dass die selbstadjungier- Das ist der Tri
k, mit dem wir uns aufden Spektralsatz f�ur selbstadjungierteOperatoren bes
hr�anken k�onnen.ten Komponenten '1; '2 von ' bez�ugli
h einer geeigneten Orthonormal-basis beide eine Diagonalmatrix besitzen.Da '1 � '2 = '2 � '1 ist, folgt dies ebenso wie im Satz 5/2/9 �uber simulta-ne Diagonalisierbarkeit, und zwar mit paarweise orthogonalen Summanden.



2 M. Ro
zen und H. Wolter 4. Juli 2005Korollar. Ein Endomorphismus ' des unit�aren IK-Vektorraumes V ist 6/3/12dann und nur dann normal, wenn ein Polynom f 2 IK[X ℄ existiert, f�ur das'? = f(') ist.Beweis. Die Implikation (() ergibt si
h na
h vertrautem Muster:Wegen '? = f(') liegt '? im kommutativen Unterring IK['℄ von EndIK(V ),insbesondere gilt also ' � '? = '? � '.Den Beweis von ()) beginnen wir mit dem Fall IK = lC.Na
h dem Satz besitzt V eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren f�ur '.A = diag(�1; : : : ; �n) bezei
hne die Matrix von ' bez�ugli
h dieser Basis.Gesu
ht wird ein Polynom f 2 lC[X ℄, f�ur das tA = f(A) ist. Die Determinante derKoeÆzientenmatrix dieses linearenGlei
hungssystems ist dievandermondes
he von �1; : : : �k,daher 6= 0.
Sind �1; : : : ; �k die paarweise vers
hiedenen Eigenwerte, so existiert genauein Polynom f 2 lC[X ℄ vom Grad � k�1, f�ur das f(�i) = �i ist, i = 1; : : : ; k(diese Bedingung entspri
ht einem eindeutig l�osbaren linearen Glei
hungssys-tem f�ur die KoeÆzienten von f ). Damit folgtf(A) = f�diag(�1; : : : ; �n)�= diag�f(�1); : : : ; f(�n)� = diag(�1; : : : ; �n) = tA .Im Fall IK = IR m�ussen die Nullstellen �i 2 lC des 
harakteristis
hen Poly-noms reell sein oder als Paare konjugiert komplexer Zahlen auftreten. Wiedersei k die Anzahl der paarweise vers
hiedenen �i und f 2 lC[X ℄ das Polynomvom Grad � k � 1, das beim Einsetzen jede Nullstelle in die entspre
hendekonjugiert komplexe Zahl �uberf�uhrt. Bezei
hnet f das aus f dur
h Konjuga-tion der KoeÆzienten gebildete Polynom, so besitzt f dieselbe Eigens
haft,da f�ur � = �i o�enbar � = f(�) = f(�) ist. Aus deg(f) = deg(f) undder Eindeutigkeit von f folgt daher f = f , d.h. f 2 IR[X ℄. F�ur den dur
hSkalarerweiterung entstandenen Homomorphismus ' lC : V lC ! V lC erhaltenwir nun f(' lC) = '?lC und damit au
h f(') = '?. Im reellen Fall gestaltet si
h dieUntersu
hung normaler Operatorens
hwieriger als �uber den komplexenZahlen.Aus dem zuvor bewiesenen Spektralsatz wird nun hergeleitet, dass f�ur einennormalen Operator ' eines euklidis
hen Vektorraumes eine Orthonormal-basis existiert, bez�ugli
h der ' eine Blo
kdiagonalmatrix mit Bl�o
ken desFormats � 2 besitzt. Anders als f�ur den Grundk�orper lC d�urfen wir Diago-nalisierbarkeit im Allgemeinen ni
ht erwarten.Satz. Ist ' ein normaler Endomorphismus des euklidis
hen Vektorraumes 6/3/13V , so existieren ai; bj ; 
j 2 IR mit 
j > 0 sowie eine Orthonormalbasis Bvon V , f�ur die

MB(') = 0BBBBBBBBBBB�
a1 . . . 0as b1 �
1
1 b1 . . .0 bt �
t
t bt

1CCCCCCCCCCCAist. Dabei sind die l�angs der Hauptdiagonale angeordneten Zahlen ai unddie Bl�o
ke � bj �
j
j bj � 2 M(2; IR) bis auf Reihenfolge eindeutig bestimmt;sie sind dur
h die reellen Nullstellen ai sowie die Real- und Imagin�arteile(bj ; 
j) der �ubrigen komplexen Nullstellen von �' gegeben.Beweis. Die Eindeutigkeit ist lei
ht zu sehen, indem das 
harakteristis
hePolynom der im Satz angegebenen Matrix bere
hnet wird:



3 Lineare Algebra individuell(X � a1) � : : : � (X � as) � (X2 � 2b1X + b21 + 
21) � : : : � (X2 � 2btX + b2t + 
2t )ist die Zerlegung von �' in irreduzible Faktoren aus IR[X ℄. Die auftreten-den quadratis
hen Polynome besitzen Paare bj � i
j konjugiert komplexerNullstellen, und wegen 
j > 0 k�onnen bj und 
j aus den KoeÆzienten vonX2 � 2bjX + (b2j + 
2j ) abgelesen werden.Zum Beweis der Existenz der Basis B g.z.z.:(�) V ist orthogonale Summe '-invarianter Unterr�aume Vi deren Dimen-sionen � 2 sind. Die Vi k�onnen so gew�ahlt werden, dass die Ein-s
hr�ankungen 'jVi auf die zweidimensionalen unter diesen Unterr�au-men keine Eigenwerte besitzen, und bez�ugli
h einer geeigneten Ortho-normalbasis Bi von Vi gilt f�ur letztereMBi('jVi) = � bi �
i
i bi � 2 M(2; IR) mit 
i > 0.O.B.d.A. kann vorausgesetzt werden, dass V = IRn der euklidis
he Stan-dardraum ist sowie M(') = A eine Matrix mit der Eigens
haft tA�A = A�tA. := ' lC bezei
hne die Skalarerweiterung auf den unit�aren StandardraumlCn. Dann ist  ein normaler Endomorphismus, dessen Eins
hr�ankung aufdie Teilmenge IRn die Abbildung ' induziert.a1; : : : ; as 2 IR und �1; : : : ; �t; �1; : : : ; �t 2 lC n IR bezei
hnen nun die mitihren algebrais
hen Multiplizit�aten aufgef�uhrten Eigenwerte von  . Wieder zuvor bewiesene Spektralsatz f�ur normale Operatoren zeigt, besitzt  bez�ugli
h einer geeigneten Orthonormalbasis des lCn die Matrixdiag(a1; : : : ; as; �1; �1; : : : �t; �t). Zum Beweis von (�) werden wir aus dieserBasis eine sol
he konstruieren, deren Vektoren in IRn liegen.Zun�a
hst w�ahlen wir einen der reellen Eigenwerte a = ai und bezei
hnen mitW ;a � lCn den zugeh�origen Eigenraum. Da si
h algebrais
he und geometri-s
he Multiplizit�at des Eigenwertes a von A bei K�orpererweiterung ni
ht�andern, ist W ;a dur
h eine reelle Orthonormalbasis des Eigenraumes V';aerzeugt.�Ahnli
h gehen wir f�ur die ni
ht reellen Eigenwerte von  vor: Es sei� = �j f�ur einen der Indizes j 2 f1; : : : ; tg. Wir su
hen eine Basis vonW ;�
? W ;� , deren Vektoren in IRn liegen.v 2 lCn sei ein Eigenvektor zu �. Dann ist der komplexe Unterraum W 0 :=lCv + lCv � lCn zweidimensional, denn er wird dur
h die Eigenvektoren v, vzu den vers
hiedenen Eigenwerten �, � von  erzeugt. Wir setzenx := 12(v + v) y := 12i(v � v)und erhalten eine lC-Basis (x;y) von W 0 aus W 0 \ IRn: O�ensi
htli
h ist Die Re
hnung funktioniert, dax;y 2 IRn.0 =<v;v>=<x+ iy;x� iy>=<x;x> � <y;y> �2i <x;y> ,daher <x;y>= 0 und kxk = kyk. Na
h Multiplikation des Ausgangsvek-tors v mit einer geeigneten reellen Konstanten gilt sogar kxk = kyk = 1.Ist � o.B.d.A. derjenige der beiden Eigenwerte �, � mit � = b�i
 ( b; 
 2 IR;
 > 0 ), so folgt aus v = x + iy; v = x � iy und  (v) = �v;  (v) = � vdur
h lei
hte Re
hnung Hier sollten Sie si
h an die De�nitionder zugeordneten Matrix erinnern: zubestimmen sind die Koordinaten von (x);  (y) bez�ugli
h (x;y).M(x;y)( jW 0) = � b �

 b �.Wenden wir dieses Verfahrens auf alle Vektoren einer Orthonormalbasis vonW ;� an, so ergibt si
h eine Zerlegung des Unterraumes W ;�
? W ;� ineine orthogonale Summe zweidimensionaler  -invarianter Unterr�aume.Dur
h Zusammenf�ugen der gefundenen Orthonormalbasen aus reellen Vek-toren entsteht eine Orthonormalbasis B von V mit der behaupteten Eigen-s
haft (�).



4 M. Ro
zen und H. Wolter 4. Juli 2005Beispiel. Die MatrixA = 19 0� 17 �8 44 14 �7�8 �1 14 1Ade�niert einen normalen Operator auf dem unit�aren Standardraum IK3, denntA � A = A � tA. F�ur das 
harakteristis
he Polynom ergibt si
h�A = X3 � 5X2 + 9X � 5 = (X � 1) � (X2 � 4X + 5) ,wobei der zweite Faktor die konjugiert komplexen Nullstellen 2 � i besitzt.Bez�ugli
h geeigneter Orthonormalbasen erhalten wir daher die Normalformen0� 1 0 00 2 + i 00 0 2� i1A �uber lC und 0� 1 0 00 2 �10 1 2 1A �uber IR :Ein orthogonaler Endomorphismus ist insbesondere normal. Seine Determi-nante kann na
h 6/3/8 nur eine der Zahlen �1 sein. Diese Eigens
haft bleibterhalten, wenn wir uns auf die invarianten Unterr�aume bes
hr�anken, die imvorigen Satz 6/3/13 auftreten. Die 2�2 -Bl�o
ke sind dann von der Gestalt� 
os(�) �sin(�)sin(�) 
os(�) � mit � 2 (0; �),und als reelle Eigenwerte kommen nur die Zahlen ai = �1 infrage. Darausergibt si
h der folgendeSatz. (Klassi�kation der orthogonalen Abbildungen)6/3/14Klassi�kation der 6/3/14orthogonalen AbbildungenIst ' ein orthogonaler Endomorphismus, so besitzt dieser bez�ugli
h einergeeigneten Orthonormalbasis die Blo
kdiagonalmatrix0BBBBBBBBBBB�
�1 . . . 0�1 
os(�1) �sin(�1)sin(�1) 
os(�1) . . .0 
os(�t) �sin(�t)sin(�t) 
os(�t)

1CCCCCCCCCCCAmit �j 2 (0; �). Die komplexen Nullstellen des 
harakteristis
hen Polynoms�' sind die Diagonaleintr�age �1 sowie (den 2�2 -Bl�o
ken entspre
hend) diekonjugiert komplexen Zahlen 
os(�j)�i sin(�j) mit ihren algebrais
hen Mul-tiplizit�aten.Bemerkung. Als Verfahren zur Bestimmung einer Matrix in der obigen 6/3/15Gestalt und einer zugeh�origen Orthonormalbasis bietet si
h prinzipiell derim Beweis ausgef�uhrte (Um-)Weg �uber die komplexen Zahlen an.In kleinen Dimensionen vereinfa
ht si
h die Situation betr�a
htli
h.(1) Besitzt der orthogonale Automorphismus ' : V ! V einer euklidis
henEbene keinen Eigenwert, so hat er bez�ugli
h jeder Orthonormalbasis Bdie MatrixMB(') = � 
os(�) �sin(�)sin(�) 
os(�) �mit einer geeigneten reellen Zahl � 2 (0; �) oder � 2 (�; 2�), wobei derzweite Fall dur
h Permutation der Basisvektoren ausges
hlossen werdenkann. Die so gefundene Zahl � 2 (0; �) ergibt si
h f�ur beliebige x 2



5 Lineare Algebra individuellV n f0g als Winkel zwis
hen den Vektoren x und '(x), und ' hei�teine Drehung um den so eindeutig bestimmten Drehwinkel �.Anderenfalls ist ' diagonalisierbar, und da als Eigenwerte nur die Zah-len �1 infrage kommen, ergibt si
h bez�ugli
h einer geeigneten Basis Baus EigenvektorenMB(') = E2 ; MB(') = �E2 oder MB(') = � 1 00 �1� .Im letzten Fall hei�t ' eine Spiegelung an dem eindimensionalen Un-terraum U , der dur
h den ersten Basisvektor erzeugt wird. U ist dabeials Eigenraum zum Eigenwert 1 eindeutig bestimmt.(2) Nun sei ' : V ! V ein orthogonaler Automorphismus eines dreidi-mensionalen euklidis
hen Raumes. Das 
harakteristis
he Polynom �' 2IR[X ℄ hat den Grad 3, besitzt also wenigstens eine reelle Nullstelle. Da-her muss ' bez�ugli
h einer geeigneten Orthonormalbasis B eine Matrixder Gestalt MB(') = diag(�1;�1;�1) oder der GestaltMB(') = 0��1 0 00 
os(�) �sin(�)0 sin(�) 
os(�) 1Amit � 2 (0; �) besitzen. Im zweiten Fall tritt genau ein Eigenwert �der algebrais
hen und geometris
hen Multiplizit�at 1 auf. F�ur � = 1hei�t dann ' eine Drehung, ist � = �1, so spre
hen wir von einerDrehspiegelung.Normalformen der Matrizen orthogonaler Abbildungen, Dimension 2komplexe Eigenwerte Matrix det Name1 1 E2 Identit�at�1 �1 �E2 Punktspiegelung
os(�)�i sin(�), �2(0; �) � 
os(�)�sin(�)sin(�) 
os(�) � 1 Drehung1 �1 � 1 00 �1� �1 GeradenspiegelungDie in der Tabelle aufgef�uhrte Punktspiegelung kann ebenso als Drehung mitdem Drehwinkel � bezei
hnet werden.Die ersten der drei obigen Typen orthogonaler Abbildungen besitzen eine po-sitive Determinante, sind also orientierungserhaltend. Die na
hfolgende Ta-belle f�ur dreidimensionale orthogonale Abbildungen zeigt eine entspre
hendeEinteilung.



6 M. Ro
zen und H. Wolter 4. Juli 2005Normalformen der Matrizen orthogonaler Abbildungen, Dimension 3komplexe Eigenwerte Matrix det Name1 1 1 E3 Identit�at1 
os(�)�i sin(�)�2(0; �) 0� 1 0 00 
os(�)�sin(�)0 sin(�) 
os(�) 1A Drehung1 �1 �1 0� 1 0 00 �1 00 0 �11A 1 Geradenspiegelung�1 
os(�)�i sin(�)�2(0; �) 0��1 0 00 
os(�)�sin(�)0 sin(�) 
os(�) 1A Drehspiegelung�1 �1 �1 0��1 0 00 �1 00 0 �11A �1 Punktspiegelung�1 1 1 0��1 0 00 1 00 0 11A Ebenenspiegelung�Ahnli
h wie s
hon zuvor im Fall der Dimension 2 hei�en Geradenspiege-lungen au
h Drehungen um den Winkel �, entspre
hend Punktspiegelungenau
h Drehspiegelungen um den Winkel �.


