HINWEIS:

Sie finden hier eine vorldufige Kurzfassung des Inhalts; es sind weder
Beweise ausgefiihrt noch ausfiihrliche Beispiele angegeben. Bitte informieren
Sie sich in der Vorlesung.

5.2 Diagonalisierbarkeit und Trigonalisierung

Die Untersuchung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms fiihrt
nachfolgend auf Bedingungen fiir die Existenz einer Diagonalmatrix unter
den zu einem Endomorphismus gehorigen Matrizen.
Bemerkung — Definition. (Diagonalisierbarkeit)

@ :V — V sei ein Endomorphismus des Vektorraumes V. Dann sind die

folgenden beiden Bedingungen dquivalent; ¢ wird in diesem Fall diagonali-

sierbar genannt.

(1) V besitzt eine Basis B = (vq,...,v,), die aus Eigenvektoren v; der
linearen Abbildung ¢ besteht.

(2) Es existiert eine Basis B = (vy,...,v,) von V|, fiir die
Mpg(p) = diag(A1, ..., A\n)
eine Diagonalmatrix ist.
Mit diesen Bezeichnungen gilt ¢(v;) = \v;, d.h. v; ist Eigenvektor zum
FEigenwert \;, und es ist leicht zu sehen, dass jeder Eigenwert von ¢ eine
der Zahlen \; ist.

A € M(n; K) heifit diagonalisierbare Matriz, falls der durch A definierte
Endomorphismus des Standardraumes K" diagonalisierbar ist. Die Bedin-
gung ist offenbar dazu dquivalent, dass A einer Diagonalmatrix #hnlich ist:
Es muss eine Matrix U € GL(n; K) existieren, fiir die U=+ A-U Diagonal-
gestalt besitzt.

Nachfolgend wird in mehreren Schritten ein Kriterium fiir die Diagonalisier-
barkeit eines Endomorphismus hergeleitet.

Lemma 1. Sind A, ..., A\, € K paarweise verschiedene Eigenwerte von
v sowie v; € Vi, \ {0} Figenvektoren zu A, i =1,...,m, dann ist die
Familie (v1,...,v,,) linear unabhingig.

In einem Spezialfall ldsst sich nun aus der Kenntnis der Eigenwerte bereits
Diagonalisierbarkeit folgern.

Satz. FEs sei n = dimg (V). Besitzt der Endomorphismus ¢ :V —V
n verschiedene Figenwerte, so ist er diagonalisierbar.

Definition. (algebraische und geometrische Multiplizitit)
X, bezeichne das charakteristische Polynom von ¢ € Endg (V) und A € K
eine Nullstelle.

(1) Die algebraische Multiplizitit des Eigenwertes A von ¢ ist die Multipli-
zitdt a,(A) der Nullstelle A des Polynoms x.,.

© M. Roczen und H. Wolter
Preview zur aktuellen Fassung:
Lineare Algebra individuell
Online Ver. 0.52, 12.5.2005

5/2/1

5/2/2

5/2/3

5/2/4


http://www.math.hu-berlin.de/~roczen/software/la.htm

2 Marko Roczen et al., Lineare Algebra individuell (Online-Ver. 0.52)

(2) Die geometrische Multiplizitit des Eigenwertes A von ¢ ist die Dimen-
sion 7,(A) == dimg(Vy) des Eigenraumes V) := ker(A-idy — ¢) zum
Eigenwert .

(3) Die (1) und (2) entsprechenden Bezeichnungen werden sinngemifl auch
fiir Matrizen aus M(n; K) verwendet.

Lemma 2. Flir einen beliebigen Eigenwert A von ¢ gilt
1 < 7(A) < ap(A) < dim(V).

Satz. (Diagonalisierbarkeit eines Endomorphismus)

p: V. =V sei ein Endomorphismus, dann sind die folgenden Bedingungen

dquivalent.

(1) Das charakteristische Polynom von ¢ ist Produkt linearer Polynome,
und fiir jede Nullstelle X von x, ist Yo(A) = ay(A).

(2) Bezeichnen A1, ...,\: die (paarweise verschiedenen) Figenwerte von
w, soist V direkte Summe der zugehdrigen Figenrdume,

V=V, ... V.

(3) Bezeichnen A1, ..., die (paarweise verschiedenen) Figenwerte von ,
so ist V. Summe der zugehdrigen Figenrdume,

V=V\+...+V,.
(4) ¢ ist diagonalisierbar.

Ein diagonalisierbarer Endomorphismus ¢ mit den Eigenwerten A, ..., A
lasst sich offensichtlich als Summe

t t
o= Z XNim; (m;  Projektion von V = @ Vi, auf Vy,)
i=1 j=1
beschreiben. Diese Summendarstellung wird auch als Spektralzerlegung von ¢
bezeichnet. Der Name deutet eine Beziehung zur Physik an. Tatséchlich ha-
ben diagonalisierbare Endomorphismen etwas mit der Losung linearer Diffe-

renzialgleichungssysteme zu tun; es handelt sich sozusagen um den bestmogli-
chen Fall. [ |

Die praktische Ausfithrung der Diagonalisierung einer Matrix A € M(n; K)
folgt genau den Uberlegungen, die zum Beweis des Satzes 5/2/6 gefiihrt
haben:

(1) Berechnung von x4 = det(X-E, — A) € K[X],

(2) Faktorzerlegung des Polynoms x4 (im Fall der Diagonalisierbarkeit tre-
ten nur Linearfaktoren auf),

(3) Bestimmung von Basen der Eigenrdume V) zu allen Nullstellen A von
x4 durch Losung der entsprechenden homogen linearen Gleichungssy-
steme.

Die Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn wir im letzten Schritt

insgesamt n Vektoren by, ...,b, erhalten. In diesem Fall ist (by,...,b,)
eine Basis aus Eigenvektoren.
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Halbeinfache Endomorphismen

Definition. Ein Endomorphismus ¢ : V. — V des K-Vektorraumes V
heiflt halbeinfach, falls der durch Skalarerweiterung mit einem Zerféallungs-
kérper K’ seines charakteristischen Polynoms entstehende Endomorphismus

SOK/ = K/ ®K @ M VK/ — VK/
des K’-Vektorraumes Vi = K' ® g V diagonalisierbar ist (vgl. 4/4/9).

Entsprechend heifit A € M(n; K) halbeinfache Matriz, wenn sie — betrachtet
als Matrix iiber einem Zerfiallungskorper ihres charakteristischen Polynoms
— diagonalisierbar ist.

Ein Endomorphismus ist genau dann halbeinfach, wenn seine Matrix beziiglich
einer (beliebigen) Basis halbeinfach ist (4/4/10 (2)).

Eine halbeinfache Matrix A € M(n; K) ist durch die Eigenschaft charak-
terisiert, dass U~'-A-U diagonal ist fiir eine geeignete regulire Matrix U
iiber einem Erweiterungskorper von K. Insbesondere sind diagonalisierbare
Matrizen halbeinfach.

Fiir eine reelle Matrix kommen als Zerfillungskorper des charakteristischen
Polynoms R oder C infrage (vgl. 2/4/19), daher ist Halbeinfachheit dqui-
valent zur Diagonalisierbarkeit iiber den komplexen Zahlen. Eine komplexe
Matrix ist dagegen genau dann halbeinfach, wenn sie diagonalisierbar ist.

Das Auffinden von Nullstellen eines Polynoms kann schwierig sein. In spe-
ziellen Situationen ist Halbeinfachheit jedoch ohne explizite Kenntnis der
Nullstellen des charakteristischen Polynoms ersichtlich.

Besitzen Endomorphismen beziiglich derselben Basis eine Diagonalmatrix,
so heiflen sie simultan diagonalisierbar. Diese Bedingung ldsst sich folgender-
maflen charakterisieren.

Satz. ¢1,...,0m seien diagonalisierbare Endomorphismen des Vektorrau-
mes V' sowie @;-p; = ;- -@i, 4,5 €{1l,...,m}. Dann sind diese simultan
diagonalisierbar, d.h. es existiert eine Basis B von V', fiir die alle Mp(p;)
(¢=1,...,m) Diagonalmatrizen sind.

Wir bemerken noch, dass simultane Diagonalisierbarkeit auch dafiir hinrei-
chend ist, dass Endomorphismen kommutieren (entsprechend der Multiplikation
von Diagonalmatrizen).

Korollar. ¢ und v seien Endomorphismen des Vektorraumes V mit der
Eigenschaft ¢ -9 =1 - .
(1) Sind ¢ und v diagonalisierbar, so ist auch ¢+ diagonalisierbar.

(2) Sind ¢ und v halbeinfach, so ist auch ¢ + 1 halbeinfach.

Invariante Unterrdume

Definition. ¢ :V — V sei ein Endomorphismus des Vektorraumes V. Ein
Unterraum U von V heifit ¢-invariant, falls o(U) C U.
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Durch die Eigenraumzerlegung eines diagonalisierbaren Endomorphismus ¢
ergibt sich V' als direkte Summe invarianter Unterrdume; die Einschrinkung
von ¢ auf den Eigenraum V) ist dabei die Abbildung A-idy,. Gilt tiberdies
dim(Vy) > 1, so ldsst sich die Zerlegung weiter verfeinern, denn durch Wahl
einer Basis finden wir eine direkte Summenzerlegung der Eigenrdume in ein-
dimensionale invariante Unterrdume. Dies ist allerdings eine sehr spezielle
Situation.

Bemerkung. V =U; @ ... @ U, secieine direkte Zerlegung des Vektorrau-
mes V in eine Summe @-invarianter Unterrdume U; und ¢; bezeichne die
Einschrinkung von ¢ auf U;. Dannist ¢ = o1 @ ... @ ¢ die durch lineare
Fortsetzung gegebene direkte Summe der Endomorphismen ¢; : V; — V;.

Werden Basen B, ... , By der Unterrdume Uy, ..., U; (in dieser Reihenfolge)
zu einer Basis B von V zusammengefiigt, so ergibt sich die Matrix von ¢
als Blockdiagonalmatrix

j»1131(991) ()

M,
Mg(p) = o (@2).

() jxikgt(got)
Umgekehrt ist es offensichtlich, dass zu einem Endomorphismus mit einer ent-
sprechenden Matrix eine Zerlegung von V in invariante Unterrdume gehort.

Die in diesem Kapitel behandelte Frage ist in gewisser Weise die nach den
,Bausteinen“ von Endomorphismen, d.h. nach Paaren (V,¢), fiir die keine
nichttriviale direkte Zerlegung in eine Summe invarianter Unterrdume exis-
tiert. Dariiber hinaus stellt sich die Frage nach der Eindeutigkeit einer solchen
Zerlegung.

Wie wir gesehen haben, ist die Forderung nach einer direkten Summenzer-
legung in eindimensionale invariante Unterrdume im Allgemeinen zu stark.
Anders verhilt es sich mit den anschlielend erlduterten invarianten ,,Filtrie-
rungen‘.

Trigonalisierung

Nachfolgend zeigt sich, dass fiir einen beliebigen Endomorphismus (wenigstens
nach Erweiterung des Grundkérpers) eine Basis existiert, beziiglich der er eine
obere Dreiecksmatrix besitzt. Dieser Satz wird in 5.3 wesentlich verschérft;
hier entsteht ein erster Eindruck von dem spéter behandelten Problem, ein
System von Normalformen der Ahnlichkeitsrelation zu finden.

Definition. (Fahnen eines Vektorraumes)
(1) Eine Folge (Uy,Ui,...,U:) von Unterrdumen des Vektorraumes V
heifit Fahne der Linge t (auch aufsteigende Filtrierung der Linge t), falls
U, CU;C...CU
ist mit U():O, Ut:V und Ui?’éUH—l fiir iZO,... ,t—l.
(2) Eine mazimale oder vollstindige Fahne ist eine Fahne der Lange dim(V)
im endlichdimensionalen Vektorraum V.
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(3) Ist ¢ : V — V ein Endomorphismus und (Up, Uy, ...,U;) eine Fahne
in V, so heifit diese p-invariant, falls p(U;) CU; fir i =1, ... t.

Bemerkung. (Uy, Uy, ...,U,) sei eine vollstindige Fahne in V.
(1) dim(U;) =4 fiir i=0,...,n, denn
0 =dim(Up) < dim(U7) < ... < dim(U,) = n,

daher kann die Differenz zweier aufeinander folgender Dimensionen nicht
grofer als 1 sein.

(2) Ist B = (by,...,b,) eine Basis von V| so ist durch Uy = 0, U; =
Kby + ... +Kb; (i=1,...,n) eine vollstindige Fahne definiert; sie
heifit die zur Basis B gehdrige Fahne.

Ist die zur Basis B = (by,...,b,) gehorige Fahne p-invariant, so kénnen
hochstens die ersten ¢ Koordinaten des Bildvektors ¢(b;) von 0 verschieden
sein.

Bemerkung — Definition. (Trigonalisierbarkeit)

p: V. =V sei ein Endomorphismus, dann sind die folgenden Bedingungen
dquivalent.
(1) FEs existiert eine vollstindige p-invariante Fahne in V.

(2) Es existiert eine Basis B von V, fir die Mg(p) eine obere Dreiecks-
matriz ist.

Der Endomorphismus ¢ heifit in diesem Fall trigonalisierbar.

Sind die obigen Bedingungen erfillt, so gilt insbesondere: Die Hauptdiagonale
der Matriz Mg(p) unter (2) besteht aus den Eigenwerten von ¢, die darin
mit den jeweiligen algebraischen Multiplizitdten auftreten.

Entsprechend heifit A € M(n; K) eine trigonalisierbare Matriz, wenn der
zugehorige Endomorphismus ¢ des Standardraumes K™ mit M(p) = A
trigonalisierbar ist.

Satz. Fin Endomorphismus ¢ : V — V des K-Vektorraumes V ist genau
dann trigonalisierbar, wenn sein charakteristisches Polynom x, € K[X] in
Linearfaktoren zerfdllt.

Korollar. Jeder Endomorphismus ¢ : V — V des K-Vektorraumes V st
tiber dem Zerfillungskorper seines charakteristischen Polynoms trigonalisier-
bar. Insbesondere ist im Fall K =C jeder Endomorphismus trigonalisierbar.

Als Trigonalisierung einer quadratischen Matriz A bezeichnen wir das Auf-
finden einer oberen Dreiecksmatrix B in ihrer Ahnlichkeitsklasse, ggf. zusam-
men mit einer reguliiren Matrix U, fiir die U~1-A- U = B ist. Rechnerisch
lasst sich das analog zum Beweis des Satzes 5/2/16 ausfiihren, wobei natiirlich
das charakteristische Polynom der Matrix Produkt von Linearfaktoren sein
muss.
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