Kapitel 5

Endomorphismen von Vektorridumen

V # 0 sei ein Vektorraum iiber dem Korper K und n = dimg (V) < co. Die
Endomorphismen ¢ : V' — V werden beziiglich einer Basis B von V durch
die zugeordnete Matrix A = Mp(p) beschrieben; variiert B, so entstehen
(im Allgemeinen) unterschiedliche Matrizen. Die Fragestellung nach einer
Normalform trat implizit schon im 18. Jahrhundert auf. Sie wurde in der
zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts durch C. JORDAN (zunichst iiber den
Kérpern IF,, dann {iber €) behandelt und spéter durch M. HAMBURGER in
geschlossener Form dargestellt. Ein wichtiges Motiv war die Untersuchung
linearer Differenzialgleichungen.

Dieses Kapitel gibt eine Einfithrung in die Klassifikation der Endomorphis-
men eines Vektorraumes. Die Aufgabenstellung ist dquivalent zum Auffinden
eines Systems von Normalformen der hier als Ahnlichkeit bezeichneten Aqui-
valenzrelation ~ auf der Menge M(n; K) quadratischer Matrizen iiber K.
Es ist nahe liegend, nach ,,moglichst einfachen* Reprisentanten der Klassen
zu suchen.

5.3 Nilpotente Endomorphismen

Die Klassifikation wird zunéchst fiir Endomorphismen ausgefiihrt, deren
hohere Potenzen verschwinden. Beispiele dafiir ergeben sich nach dem fol-
genden

Lemma. Fiir eine obere Dreiecksmatriz

0 a2 a3 ... ain
0 ag ... a9p
A= : € M(n; K)
0 0 an_1n
0

mit Nullen auf der Hauptdiagonale ist A™ = 0.
Entsprechend gilt B™ = 0 fir jede untere Dreiecksmatrix B € M(n; K),
deren Hauptdiagonale aus Nullen besteht.

Beweis. Mit ¢ wird der Endomorphismus des Standardraumes K™ be-
zeichnet, fiir den M(p) = A ist. (Up, Uy, ...,U,) sei die Fahne, die durch
die kanonische Basis definiert wird, U; = K-e;+ ...+ K-e; fir i=1,....,n
sowie U; := 0 fiir 4 < 0. Dann ist ¢p(e;) (aufgrund der speziellen Gestalt der
Matrix A ) Linearkombination der Vektoren ey, ... ,e;—1, d.h. o(U;) C U;_1.
Induktiv folgt leicht ?(U;) C U;—; (i < m, j > 1). Wir erhalten da-
her o"(V) = ¢"(U,) C Uy = 0, d.h. o™ ist die Nullabbildung, also
A" =M(e")=0. [

Definition. Ein Endomorphismus ¢ € Endg (V) heifit nilpotent, falls ei-
ne Zahl m € IN existiert, fiir die ¢™ die Nullabbildung ist. Die kleinste
natiirliche Zahl m mit dieser Eigenschaft heifit Nilpotenzindex des Endo-
morphismus.
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Entsprechend heifit eine Matrix A € M(n; K) nilpotent, falls eine natiirliche
Zahl m existiert, fiir die A™ = 0 ist; die kleinste Zahl m € IN, fiir die
A™ =0 ist, heifit Nilpotenzinder der Matrix.

Satz. Ist ¢:V — V ein Endomorphismus des n-dimensionalen Vektorrau-
mes V', so sind die folgenden Bedingungen dquivalent.

(1)
(2)
(3)

p ist nilpotent.

Xp = X"

Es existiert eine Basis B von V' mit folgender Eigenschaft: Mp(yp) ist
eine obere Dreiecksmatriz, deren Hauptdiagonale aus Nullen besteht.

(4) @™ ist die Nullabbildung.

Beweis. (1) = (2): Die Voraussetzung ist unabhéngig von Skalarerweite-
rungen (vgl. 4/4/10 (2)), daher kann 0.B.d.A. angenommen werden, dass x,
Produkt linearer Polynome ist. A sei ein Eigenwert von ¢, dann existiert
ein Vektor v # 0, fiir den ¢(v) = A-v ist. Induktiv folgt ¢f(v) = Mo fiir
t > 1. Ist nun ™ = 0, so ergibt sich 0 = \"v, woraus wegen v # 0 offen-
bar A = 0 folgt. Da die Eigenwerte von ¢ (im vorliegenden Fall) genau die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind, bedeutet dies x, = X™.
Die Implikation (2) = (3) folgt aus Satz 5/2/16, nach dem eine Basis B exi-
stiert, fiir die A = Mpg(yp) eine obere Dreiecksmatrix ist; ihre Hauptdiagonale
enthilt die Eigenwerte.

(3) = (4) ergibt sich nach dem vorhergehenden Lemma.

(4) = (1) ist trivial. d

In der Sprache der Matrizenrechnung ergibt sich das folgende

Korollar. (Charakterisierung nilpotenter Matrizen)

Fiir eine Matriz A € M(n; K) sind die folgenden Bedingungen dquivalent.
(1)
(2)
(3)

A st nilpotent.

XA = X",

A st einer oberen Dreiecksmatriz mit Nullen auf der Hauptdiagonale
ahnlich.

A™ st die Nullmatriz, d.h. der Nilpotenzindex von A ist < mn.

(4)

Vertauschbare nilpotente Endomorphismen weisen die folgende Gemeinsam-
keit mit den diagonalisierbaren bzw. halbeinfachen auf.

Bemerkung. Sind ¢, € Endg (V) nilpotent sowie -1 =1 - ¢, dann ist
@ + 1 nilpotent.

Ein Beweis ergibt sich, indem im Ring Endg (V) auf (p + )?" die bino-
mische Formel angewendet wird: Ist n = dim(V), so gilt nach dem Satz
" =1¢Y™ =0, d.h. jeder auftretende Summand enthélt den Faktor O. |

Satz. (Klassifikation nilpotenter Endomorphismen)

p: V. =V sei ein nilpotenter Endomorphismus. Dann ist V eine direkte

Summe V =U; @ ... ®U, von p-invarianten Unterrdumen Uy, ..., Uy,
wobei jeder der Unterrdume U, eine Basis
Bi = ('l)ﬂ, e 7'Uin1;) mat gD('l)lk) = V;k+1 fﬁ?” k< n; und (,0(’07”1) =0

besitzt. Werden die Unterrdume U; nach absteigender Dimension angeord-
net, d.h. ny > ... > n, > 1, so sind die Zahlen p, nq, .. dadurch
eindeutig bestimmdt.

-5, Np
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Das Studium der nilpotenten
Endomorphismen wird sich als
wesentlicher Schritt zur Klassifikation
im allgemeinen Fall erweisen.

. d.h. der Nilpotenzindex eines
nilpotenten Endomorphismus des
Vektorraumes V ist < dim(V).

. Funktorialitét der zugeordneten
Matrix.
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Hier wird der Satz nur noch einmal
mit anderen Worten aufgeschrieben.
Dies ist durch die funktorielle
Beziehung zwischen Matrizen und
linearen Abbildungen gerechtfertigt.
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Bei Anwendung der binomischen
Formel wird ¢ -9 = - ¢ verwendet.
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Dieser Satz ist das Hauptergebnis des
vorliegenden Abschnitts. Er ist
Spezialfall und gleichzeitig
entscheidender Schritt zum Beweis des
allgemeinen Resultats iiber die
jordansche Normalform (vgl. 5/4/10).
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Beweis. Essei V; = ker(¢?) fiir i € N. Aus = € V; folgt wegen ¢'(x) =0

offenbar auch '™ (x) = 0, daher = € V;,1; also ist
0=VoCWViC...CV;CViy C ...

eine aufsteigende Kette von Unterrdumen. Aus dim(V) < oo ergibt sich,

dass nur fiir endlich viele Indizes V; # V11 gelten kann. ¢ bezeichne die

kleinste Zahl, fiir die V, = V4 ist. Dann folgt

(1) Vg = Vggu fiir alle ¢ > 1.

Das lasst sich folgendermaflen sehen: Der Fall ¢ = 1 entspricht der Wahl von

g. Nun wird induktiv angenommen V, = V4, fiir eine gegebene natiirliche

Zahl i > 1. Es sei @ € Vyip1. Dann ist 0 = @t (z) = o9 (p(x)),

d.h. ¢(x) € Vpy; und daher (gemif Induktionsannahme) ¢(x) € V,, d.h.

eI (z) = pi(p(x)) =0, also = € Vi1 C Vyy. Damit ist Viiip1 C Vi,

womit (1) folgt.

Da ¢ nilpotent ist, muss ker(¢’) = V' sein fiir hinreichend groe Exponenten

i. Es ergibt sich

(2) o=VycWVic...cVo1CV,=V.

Wir beweisen die Existenz von Unterrdumen 0 = Wy, Wy, ..., W, mit

) {wzwq@wnwmwgmq fir i=1,....q,

©|lw, ist injektiv fir i=2,...,q.

Insbesondere folgt daraus

Vi=W1&d ... W, firi=1,...,q.
Die Rdume W; werden folgendermaflen absteigend induktiv gewonnen:
Fir V,_, wird ein Komplementérraum Wy in V =V, gewidhlt, V,_1 W, =
Vy. Da im Fall ¢ =1 nichts zu beweisen ist, beschréanken wir uns auf ¢ > 2
und zeigen zunichst

(a) (P(Wq) N Vq_g =0.

Dazu wird ein Vektor & € o(W,) N V,_o gewéhlt. Aus x € ¢(W,) folgt
x = ¢(y) mit einem geeigneten Vektor y € W,. Wegen & € V,_o ist
0 = 7 %(x) = 7 %(p(y)) = ¢7 ' (y) und folglich y € V,_y, also y €
Vg—1 NW, =0, daher = ¢(y) =0.

Aus € W, und p(x) =0 folgt =0, denn dann ist z € V C Vi1 Es
ergibt sich: Die Einschrankungsabbildung

(b) @l w, ist injektiv.

Nun ist offensichtlich (V) C V,—1. Nach (a), (b) kann durch Basis-
ergdnzung ein Komplementérraum W, zu V,_o in V,_; gefunden werden,
der ¢(W,) enthélt.

Das bisherige Vorgehen ist bereits repréisentativ fiir den allgemeinen Fall,
der nach Indextransformation folgt. Damit ist (3) bewiesen. Wir entnehmen
daraus die Existenz einer Basis dieser Gestalt:

’qu) . ’UEZ)
—1 —1
Lp(vgq)) e (vgg)) vgq b UEZ—l )
-1 -1 -2
P0?) . QPP @) ) bt

P 0f?) e ) @2 L et ) el L

1q 1g—1

Die erste Zeile der obigen Liste enthélt eine Basis fiir W, die zweite eine
Basis fiir W1 usw. bis zur letzten, in der eine Basis fiir W1 =V} = ker(yp)
steht. Dabei entstehen die Vektoren jeder Zeile durch Ergidnzung der Bilder
der Vektoren der vorhergehenden zu einer Basis des entsprechenden Unter-
raumes W;. Wegen W; = ker(y) werden die Vektoren der letzten Zeile
durch ¢ auf 0 abgebildet, und in der i-ten Spalte steht die Basis eines

. eine (im allgemeinen) nicht
vollsténdige Fahne.

zeViinWw,=0

Beweis fiir (V) C Vy—1: Ist ¢ €V,
so p9(xz) =0, also ¢ !(p(x)) =0.



4 Marko Roczen et al., Lineare Algebra individuell (Online-Ver. 0.52)

@-invarianten Unterraumes von V', der nun mit U; bezeichnet wird. Bei An-
ordnung der Vektoren nach den Spalten der Tabelle ergibt sich so eine Basis
B von V' mit der behaupteten Eigenschaft. Die zugehorigen Dimensionen n;
der Unterrdume U; sind gegeben durch
(mi,...,np)=10(q,...,¢,¢—1,...,g—1,9—-2,...,g—2,...,1,...,1),
—— ——

iq Tg—1 ig—2 i1

wobei einzelne der Zahlen ¢; null sein kénnen (d.h. j tritt dann in der Folge
nicht auf).

Es bleibt zu zeigen, dass ¢ und n; mit ny > ny > ... > n, durch ¢
eindeutig bestimmt sind. Dazu wahlen wir eine entsprechend gebildete Ba-
sis aus Vektoren (cpj (v?c(l)))j . und ordnen diese nach dem obigem Schema
an, d.h. die Spalten sind Bilder eines Vektors beziiglich der (aufsteigenden)
Potenzen ¢’, und ¢ bildet den jeweils letzten Vektor einer Spalte auf O
ab. Wir driicken nun die Bedingung ¢’(z) = 0 in Koordinaten beziiglich
(goj('ugc(l)))j ., aus und erhalten fiir ker(y?) eine Basis, die genau aus den
letzten j Zeilen der neuen Tabelle gebildet wird. Daher stehen in der j-ten
Zeile von unten dim(V;) —dim(V;_1) = dim(W;) der gegebenen Basisvekto-
ren, und diese Zahlen sind durch ¢ eindeutig bestimmt. |

Die invarianten Unterrdume U; aus dem Satz zeichnen sich durch die folgende
Eigenschaft aus.

Bemerkung — Definition. (zyklischer Unterraum)
Ist ¢ € Endg(V), so ist fiir v € V die Menge

Klg]-v = {(f(p)(v) | f € K[X]}
ein -invarianter Unterraum; solche Unterrdume heiflen ¢-zyklisch.

Ist v # 0, so existiert wegen dimg (V) < oo eine grofite Zahl m, fir die
B = (v,0(v),¢*(v),...,¢" (v)) linear unabhéngig ist. Induktiv ist zu
sehen, dass {p*(v)|k € N} in der linearen Hiille dieser Vektoren liegt. B
bildet daher eine Basis des Unterraumes U = Klp]- v, die auch zyklische
Basis genannt wird.

Alle Vektoren w des zyklischen Unterraumes U mit U = K[g] -w hei-
Ben zyklische Erzeugende des Paares (U, ¢|y). Die Zahl m = dim(U) wird
gelegentlich auch Ldnge des zyklischen Vektors w genannt.

Wir weisen darauf hin, dass zyklische Erzeugende (aufier fiir dim(U) = 1) keine
Erzeugenden des Untervektorraumes U sind; diese scheinbar unzweckméflige
Bezeichnung hat ihren Ursprung in einem Begriff der Algebra, der den des
Vektorraumes verallgemeinert.

Im Satz 5/3/6 bilden (mit den dort verwendeten Notationen) die Vektoren
v;1 € U; zyklische Erzeugende der Paare (U;, ¢|y,). ]

Bezeichnet ¢,,, : K™ — K™ denjenigen Endomorphismus des Standardrau-
mes, der fiir j < n; den Basisvektor e; auf e;y; sowie e,, auf 0 abbildet,
dann erhalten wir fiir beliebig gegebene positive ganze Zahlen ng,...,n,
durch die &uflere direkte Summe einen Homomorphismus

Pny D -0 D Pn,ys
der bei entsprechender Einbettung der Summanden in K™ einen nilpotenten
Endomorphismus

p: K" —= K" n:=n+...+n,

induziert. Daher kann im Klassifikationssatz 5/3/6 jedes p-Tupel (ni,...,n,)

mit n; >0, ny + ... +n, =n und ny > ... > n, tatséchlich auftreten.

Bei Anwendung von ¢’ ,riicken die
Zeilen der Tabelle j Schritte nach
unten.*

5/3/7

Das Einsetzen von ¢ in Polynome ist
durch den Homomorphismus

K[X] — Endk(V), X — ¢ von
K-Algebren beschrieben.

Der Begriff zyklische Erzeugende wird
durch den der sog. Moduln tiber dem
Ring K[X] gerechtfertigt; dies wird
jedoch hier nicht verwendet.
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Definition. (Partition)

Ist » > 0 eine natiirliche Zahl, so heifit das p-Tupel (nq,...,n,) € IN? eine
Partition von n, falls ny > ... >n, >1 und n; + ... +n, =n ist.

Eine Partition ldsst sich durch ein sog. Young-Diagramm veranschaulichen,
das (ni,...,n,) durch eine , Treppe“ aus jeweils n; ,Késtchen“ an der i-ten
Position beschreibt. So entspricht z.B. der Partition (5,3,3,2,1,1,1,1) der
Zahl 17 das Diagramm

[ [ 1]

53 3 21111

mit insgesamt 5+3+3+2+1+4+1+1+1=17 Késtchen.

Satz. Die Ahnlichkeitsklassen nilpotenter Matrizen in M(n; K) entsprechen
umkehrbar eindeutig den Partitionen der Zahl n. Zu jeder nilpotenten Matrix
A e M(n; K) ezistiert genau eine dhnliche Blockdiagonalmatriz

Iny 0
J(nh Mp) .
0 In,
mit Blocken
0
1 0 0
I, =10 1 € M(n;; K)
oL 0
0O ... 0 1 0
lings der Hauptdiagonale, wobei (ni,...,np) eine Partition von n ist (im

Fall n; =1 bezeichnet Ji; € M(1; K) die Nullmatriz).
Insbesondere existieren nur endlich viele Ahnlichkeitsklassen nilpotenter Ma-
trizen in M(n; K).

Der hier gefundene, eindeutig bestimmte Représentant J,, .. n,) der Ahn-
lichkeitsklasse heifit auch jordansche Normalform der nilpotenten Matriz A.

Beweis des Satzes. Offenbar geniigt es, fiir den durch A definierten Endo-
morphismus ¢ des Standardraumes K™ eine Basis B von K™ geméif 5/3/6
zu wihlen. Dann ist Mp(p) = Jn,, ... n,) fiir die entsprechende Partition
(n1,...,np) von n = dim(V) und folglich A &hnlich zu J,,, .. »,). Die
Eindeutigkeit ist ebenfalls evident. d

Bemerkung. Zur Bestimmung der zu einem nilpotenten Endomorphismus
¢ gehorigen Partition geniigt es, die Folge rang(y),rang(p?), rang(¢?), ...
zu kennen (in der natiirlich fast iiberall Nullen stehen). Ist nimlich V; = ker(?),
so folgt nach dem Rangsatz (3/3/21)

n = dim(V) = dim(V;) + rang(y’), und
dim(V;) — dim(V;—1) = n — rang(¢") — (n — rang(¢"""))
= rang(¢' ") — rang(¢")

5/3/9
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ist die Zahl der Késtchen in der (von unten gezihlt) i-ten Schicht des zu-
gehorigen Young-Diagramms.

Beispiel. Es gibt genau 5 Partitionen der Zahl 4:

] L]

4 3 1 2 2 211 1111

Die moglichen Fille konnen mit einer Ausnahme bereits durch den Nilpotenz-
index unterschieden werden. Da dieser, ebenso wie der Rang einer Matrix,
auf einer Ahnlichkeitsklasse konstant ist, ergibt sich aus der Gestalt der ent-
sprechenden Normalformen die folgende Tabelle.

Klassifikation nilpotenter Endomorphismen ¢ : K4 — K*

Partition (4) (3,1) 2,2) | (2,1,1) | (1,1,1,1)

p1=0 | ¢*=0| ¢*=0 | ¢*=0 | »=0
Bedingungen | @3 #0 | ¢>#0 | rang(p) | rang(y)

Wir untersuchen beispielsweise die Matrix

2.4 4 0
4 —2-4-1

A= 06 1 | eM&R).
4 4 0 -2

Offensichtlich ist
A#0, A?2=0, rang(A)=2,

d.h. A ist nilpotent und muss die Normalform .J(3 5y haben, die der Partition
(2,2) von 4 entspricht.

Nun soll eine reguléire Matrix U bestimmt werden, fiir die U1 A4.U = J(2,2)
ist. Zur Bestimmung der zyklischen Vektoren berechnen wir zunéchst den
Kern der zugehorigen linearen Abbildung ¢, der durch die Losungsmenge
des homogenen linearen Gleichungssystems mit der Koeffizientenmatrix A
gegeben ist. Eine Basis von ker(y) ist ((27 1,0,6), (2, —2,370)). Diese wird
durch die Vektoren wi; = (1,0,0,0), w2z = (0,1,0,0) der kanonischen
Basis zu einer Basis von V' ergéinzt.

Zusammen mit ws; = p(wi) = (—2,4,-5,4) und way = p(wiz) =
(4,—2,4,4) entsteht eine Basis B = (w11, wa1, w12, wa2) von V| beziiglich
der Mp(p) die gesuchte Normalform B besitzt. Werden die Vektoren aus B
als Spalten einer Matrix

1-20 4

04 1-2

U= 0-50 4

0404
angeordnet, so erhalten wir durch
0000
1. 4. 77 | 1000
B=U""-A-U= 0000

0010

Wir diirfen natiirlich nicht erwarten,
dass es so einfach aussieht, wenn wir
nilpotente Endomorphismen

K™ — K™ mit n > 4 untersuchen.
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die Normalform von A. 4

Allgemein ergibt sich das folgende
Rechenverfahren. (Normalform einer nilpotenten Matriz)

A € M(n; K) sei nilpotent. V; C K™ “bezeichne den Losungsraum des homo-
genen linearen Gleichungssystems A* - x = 0,

o=VycVic...cVe1CV,=V:=K"
1. Schritt:
Bestimmung der Potenzen A’ (i=1,2,...) und damit der Zahl

q :=min{i € N| A" = 0}.
Durch sukzessive Ergéinzung wird eine Basis (by, ...,b,) von V bestimmt,
fir die (by,...,bq;) Basis von V; ist, d; = dim(V}), j =1,...,q. Diese
Basen stehen nun in jedem der folgenden Schritte zur Verfiigung.
2. Schritt:

Ergénzung einer Basis von V,_; durch Vektoren

w11, W12, ... 7'11)11'(1
zu einer Basis des Vektorraumes V, = V (wir wihlen die bereits unter 1.
gefundenen Vektoren bg, ,y1,...,bq, ).
3. Schritt:
Wahl einer Basis von V;_, und Ergénzung durch Vektoren
wa1, Wz, ..., W24, , zu einer Basis von V,_;, wobei die linear unabhéngi-

gen Vektoren
t(A . twn), t(A . twlg), ... € ‘/q—l

W21 W22

als erste angeordnet werden (wir wenden das Austauschverfahren auf die
genannten Vektoren und by, ,11,...,bq, , an).

i-ter Schritt (i < gq):

Wahl einer Basis von V;_;;1 und Ergénzung durch Vektoren

Wi 11, W12, .-+ ,W;i_14,_;,, 2u einer Basis von V,_;;2, wobei die linear
unabhéngigen Vektoren

t(A ;g 1)7t(A Sw;y 2), - € Vog—iga

Wi_11 Wi-12
als erste angeordnet werden (wir wenden das Austauschverfahren auf die
genannten Vektoren und bgq, ., 41, ...,bq,_ ,,, an).
(¢ + 1) -ter Schritt:
Wahl einer Basis aus Vektoren wgi, wq2, ..., wq;, von Vi, in der die Vek-
toren
t(A . twq,1 1),t(A . twq,1 2), ...en

wa ’11)42
als erste vorkommen (wir wenden das Austauschverfahren auf die genannten
Vektoren und by, ...,by, an).

Die Vektoren w;; bilden eine Basis von V'; wir veranschaulichen das Resultat
durch das zugehorige Young-Diagramm.

5/3/12
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w11 | W12 Wi,
w21 | W22 Wi, |W2j41 wai,
w31 | W32 W3, |W3i,41 w3,
Wq1 | Wq2 Wi, (Wit Wqiy Wqiy
Es ergibt sich mit
U := (twn,t’wghtwgl, c. ,twa, twlg, Ce ,twqil) S GL(’I?,, K)

die Normalform U~'-A-U der nilpotenten Matrix A.

Schwerpunkte zum gewihlten Stoff

Charakterisierung nilpotenter Endomorphismen und (entsprechend) nil-
potenter Matrizen

Klassifikation der nilpotenten Endomorphismen

Zyklische Unterrdume und zyklische Vektoren

Partitionen und Ahnlichkeitsklassen nilpotenter Matrizen

Rechnerische Bestimmung der Normalform einer nilpotenten Matrix

[5/3/1 - 5/3/5]

5/3/6]
5/3/7]
5/3/8 - 5/3/11]
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