
1 Lineare Algebra individuellMetrishe Hauptahsengleihungen f�ur Quadriken 6/3/18Apollonius von Perge (2. Jahrhundertv.u.Z) befasste sih in einemumfangreihen Werk mit Quadriken.Wir betrahten die Quadrik im euklidishen aÆnen Standardraum IRn, diedurh die Gleihung f(x1; : : : ; xn) = 0 gegeben ist, wobeif = Xi;j;i�j �ijXiXj + 2Xi aiXi + a0 2 IR[X1; : : : ; Xn℄mit �ij ; ai 2 IR ein Polynom vom vollst�andigen Grad 2 ist. Gesuht wirdein orthonormales Koordinatensystem, in dem die Gleihung eine �ahnliheinfahe Gestalt annimmt wie in der aÆnen Geometrie (vgl. 6/1/30 ). Da dieGruppe der zul�assigen Koordinatentransformationen kleiner ist, kann dassel-be Ergebnis niht erwartet werden; so l�asst sih z.B. ein Kreis durh einel�angentreue Abbildung siher niht in eine beliebige Ellipse �uberf�uhren.Idee. Auf dem euklidishen Standardvektorraum V = IRn l�asst sih die zuf geh�orige Abbildung V ! IR ; x 7! f(x) als Wir wollen zun�ahst erreihen, dassa ? im(').f(x) =<x; '(x)> +2<a;x> + a0beshreiben, wobei ' ein selbstadjungierter Endomorphismus, a ein Vektorsowie a0 eine Zahl ist. Die Spektralzerlegung zeigt V = im(')? ker(').Bezeihnet � : V ! V die orthogonale Projektion auf ker(') und a0 :=�(a), so folgt a� a0 2 im('). Wir w�ahlen b 2 V mit '(b) = a� a0, d.h.a = '(b) + a0. Da ' selbstadjungiert ist, gilt . . . leiht nahzurehnen, wobei dieSelbstadjungiertheit von ' zubeahten ist.f(x) =<x+ b; '(x+ b)> +2<a0;x+ b> + a00 ,mit a00 = a0� <a + a0; b>. W�ahlen wir eine geeignete Orthonormalbasis,so wird f�ur y := x+ b der erste Teil eine Vielfahensumme von QuadratenaÆner Koordinaten yi. Ist a0 6= 0, so l�asst sih die Orthonormalbasis sogarso w�ahlen, dass a0 Vielfahes eines der Basisvektoren ist. Dadurh ergibt sih{ bis auf KoeÆzienten der Quadrate, die sih im Allgemeinen niht beseitigenlassen { ein Resultat, das dem aÆnen Fall entspriht.Satz. (metrishe Hauptahsengleihungen f�ur Quadriken) 6/3/19Jede nihtleere Quadrik im euklidishen aÆnen Standardraum IRn ist nahgeeigneter orthonormaler Koordinatentransformation L�osungsmenge einerder folgenden Gleihungen(a) x2121 + : : : + x2p2p � x2p+12p+1 � : : : � x2r2r = 0 ; r � 2p ; 1 � r � n ,(b) x2121 + : : : + x2p2p � x2p+12p+1 � : : : � x2r2r = 1 ; p � 1 ; 1 � r � n ,() x2121 + : : : + x2p2p � x2p+12p+1 � : : : � x2r2r = 2xr+1 ; r � 2p ; 1 � r � n� 1 ,wobei i 2 IR n f0g und p; r 2 IN geeignete Zahlen bezeihnen.Wer sein Leben damit verbringt, Hauptahsengleihungen f�ur Quadriken zubestimmen, �ndet siher angenehmere Methoden als die anshlie�end be-shriebene, beispielsweise unter Verwendung eines Computeralgebrasystems.Das nahfolgend angegebene Verfahren beweist gleihzeitig den Satz.Rehenverfahren. (Bestimmung einer Hauptahsengleihung) 6/3/20Beispiele mit ausf�uhrlihen L�osungennah diesem Verfahren �nden sih inder Aufgabensammlung.Gegeben ist das quadratishe Polynom f 2 IR[X1; : : : ; Xn℄ , gesuht ein or-thonormales Koordinatensystem im aÆnen euklidishen Standardraum IRn,f�ur das die Nullstellenmenge V(f) � IRn durh eine der angegebenen Haupt-ahsengleihungen beshrieben wird.



2 M. Rozen und H. Wolter 29. Juni 20050. Shritt: Bestimmung der zugeh�origen symmetrishen MatrixF�ur (x1; : : : ; xn) 2 IRn shreiben wir f(x1; : : : ; xn) in der Form(x1 : : : xn )�A�0� x1...xn1A+ 2<a; (x1; : : : ; xn)>+ a0 ,A = (aij) 2 M(n; IR), a = (a1; : : : ; an) 2 IRn; a0 2 IR, so dass 2aij = 2aji =�ij f�ur i < j und aii = �ii mit den Bezeihnungen aus 6/3/18.1. Shritt: SpektralzerlegungWir bestimmen die (hier mit ihren Multiplizit�aten aufgef�uhrten) Eigenwerte�1; : : : ; �n der Matrix A und ordnen sie so, dass �i 6= 0 ist f�ur i � r sowie�r+1 = : : : = �n = 0. Nun �nden wir normierte, paarweise orthogonaleVektoren b1; : : : ; br; f�ur die bi ein Eigenvektor zu �i ist. Falls 0 niht alsEigenwert auftritt, muss r = n sein und es folgt der n�ahste Shritt 2.Anderenfalls bezeihnen wir mit � die orthogonale Projektion von IRn aufden Eigenraum V0 zum Eigenwert 0 und erhalten Dabei erinnern wir uns an dieparsevalshe Gleihung.�(a) = a� <a; b1> b1 � : : : � <a; br> br .Fall (i) �(a) = 0 :
V0, ist Kern der zu A geh�origenlinearen Abbildung.Es wird eine beliebige Orthonormalbasis br+1; : : : ; bn von V0 bestimmt;dann ist B = (b1; : : : ; bn) eine Orthonormalbasis des Standardraumes IRn,die aus Eigenvektoren zu A besteht.Fall (ii) �(a) 6= 0 :a0 := �(a) 2 V0 n f0g ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 0. Wir w�ahlenbr+1 := ka0k�1 � a0, erg�anzen diesen Vektor durh br+2; : : : ; bn zu einerOrthonormalbasis von V0 und setzen B = (b1; : : : ; bn); dies ist wieder eineOrthonormalbasis aus Eigenvektoren zu A.2. Shritt: KoordinatentransformationMit U = (tb1; : : : ; tbn) wird die �Ubergangsmatrix von B zur kanonishenBasis bezeihnet, mit (y1; : : : ; yn) das Koordinatentupel von (x1; : : : ; xn)bez�uglih B. Die Koordinatentransformation ist dann durh . . . orthonormaler Basiswehsel.0� x1...xn1A = U �0B� y1...yn1CA , Der lineare Term kann hier noh yimit i � r enthalten.gegeben, und es giltf(x1; : : : ; xn) = rXi=1 �i y2i + 2<(a1; : : : ; an)�U; (y1; : : : ; yn)>| {z }<a ;x> + a0 .3. Shritt: Quadratishe Erg�anzungDurh zi := yi+ di wird (mit geeigneten Zahlen di 2 IR ) der nihtkonstanteTeil von f(x1; : : : ; xn) in eine Vielfahensumme der Quadrate y2i ( i � r )sowie der yj mit j > r �uberf�uhrt. Im Fall 1. (i) tritt kein linearer Termauf, anderenfalls folgt: Die KoeÆzienten von yj im linearen Teil sind (bis . . . wieder nah der parsevalshenGleihung. Dabei ist <a; br+1> nurvon der Projektion aufV0 = IRbr+1 + : : : + IRbn abh�angig.auf den Faktor 2 ) die Zahlen < a; bj >= 0 f�ur j = r + 2; : : : ; n sowie<a; br+1>=<a0; br+1>= ka0k. Wir erhaltenf(x1; : : : ; xn) = rXi=1 �iz2i + [2a0r+1yr+1℄ + a00 ,wobei der mit [ ℄ hervorgehobene Term f�ur r = n zu streihen ist.4. Shritt: Transformation des linearen Terms



3 Lineare Algebra individuellIst r = n oder a0r+1 = 0, so setzen wir zj := yj f�ur n � j > r und erhaltenf(x1; : : : ; xn) = rXi=1 �iz2i + a00als Vielfahensumme der z2i sowie einer Konstanten.Im verbleibenden Fall mit a0r+1 6= 0 w�ahlen wir zj := yj f�ur j = r+2; : : : ; nund zr+1 := yr+1 + a002a0r+1 ; es ergibt sihf(x1; : : : ; xn) = rXi=1 �i zi2 + a0r+1zr+1 .Wird f(x1; : : : ; xn) in den neuen Koordinaten (z1; : : : ; zn) aufgeshrieben,so k�onnen wir nah Multiplikation mit einer Konstanten 6= 0 eine dem Satzentsprehende Hauptahsengleihung ablesen.Im Allgemeinen hei�en Quadriken des im Satz mit (a) bezeihneten Typsquadratishe Kegel, w�ahrend solhe der Typen (b), () als ehte Mittelpunkts-quadriken bzw. als Paraboloide bezeihnet werden.Nahfolgend sind bis auf Isometrie Gleihungen f�ur die nihttrivialen Qua-driken in der euklidishen aÆnen Ebene angegeben.metrishe Hauptahsengleihungen zweidimensionaler Quadriken(au�er f�ur Teilmengen einer Geraden)Gleihung Typ Namex2121 � x2222 = 0 (a) zwei Geraden mit einem Shnittpunktx2121 = 1 Paar paralleler Geradenx2121 + x2222 = 1 (b) Ellipse (Kreis im Fall 1 = 2 )x2121 � x2222 = 1 Hyperbelx2121 � 2x2 = 0 () ParabelDie n�ahste Tabelle listet die F�alle der Dimension 3 auf.Dabei sind einige der Bezeihnungen in speziellen Situationen zu modi�zieren;ist z.B. 1 = 2 = 3; so verwenden wir f�ur ein Ellipsoid vorzugsweise dieBezeihnung Kugel usw.Der Tradition folgend, sollten in einem Text zur linearen Algebra nun Bilderder dreidimensionalen Quadriken folgen.Hier dagegen wird der Leser eingeladen, sih selbst ein Bild zu mahen. Einesehr gute Vorstellung l�asst sih gewinnen, indem die Shnitte der Normalfor-men mit geeigneten Ebenen bestimmt werden. Sind diese z.B. senkreht zueiner der Koordinatenahsen gew�ahlt oder so, dass sie eine Koordinatenahseenthalten, dann wird klar, wie passende Namen zustande kommen.Beispiel. (Computergra�k einer Sattel�ahe) Auf Ihrem Rehner sollte dazu dasProgramm Surf von StephanEndra� et. al. installiert sein.



4 M. Rozen und H. Wolter 29. Juni 2005Wer eine noh mehr auf sinnlihe Wahrnehmung ausgerihete Darstellungw�unsht, ist eingeladen, die Fl�ahen mit dem Computeralgebrasystem seinerWahl zu zeihnen. Hier folgt ein Vorshlag f�ur einen Aufruf von Surf1 unterSingular (Linux-Version).ring r=0,(x,y,z),dp;poly f=x2-y2-z; // veranshaulihung der sattelflaeheLIB \surf.lib\;plot(f);Ansihten von vershiedenen Seiten und Variation der KoeÆzienten vermit-teln dabei einen noh besseren Eindruk. MuPAD bietet eine Vielzahl vonVarianten, auf die hier nihteingegangen werden kann.Nahfolgend wird eine M�oglihkeit angegeben, wie diese Aufgabe mit Mu-PAD gel�ost werden kann.g:=plot::Funtion3d(x^2-y^2, x=-1..1, y=-1..1);plot(g);Dabei wird die "Parametrisierung\ z = x2 � y2 der vorliegenden Fl�aheverwendet. F�ur die Darstellung eines Abbildungsgraphen (wie zuvor) stehenunter MuPAD andere Mittel zur Verf�ugung.1 Endra�, S., H�ulf, H., �Ortel, R., Shneider, K., Shmitt, R., Beigel, J., Surf -visualization of algebrai urves and surfaes. http://surf.soureforge.net 1997-2000



5 Lineare Algebra individuellmetrishe Hauptahsengleihungen dreidimensionaler Quadriken(au�er f�ur Teilmengen einer Ebene)Gleihung Typ Namex2121 + x2222 � x2323 = 0 Kegelx2121 � x2222 = 0 (a) zwei sih shneidende Ebenenx2121 + x2222 + x2323 = 1 Ellipsoidx2121 + x2222 � x2323 = 1 einshaliges Hyperboloidx2121 � x2222 � x2323 = 1 zweishaliges Hyperboloidx2121 + x2222 = 1 (b) elliptisher Zylinderx2121 � x2222 = 1 hyperbolisher Zylinderx2121 = 1 Paar paralleler Ebenenx2121 + x2222 � 2x3 = 0 elliptishes Paraboloidx2121 � x2222 � 2x3 = 0 () hyperbolishes Paraboloid (Sattel�ahe)x2121 � 2x2 = 0 parabolisher Zylinder


