Kapitel 1

Erste algebraische Strukturen

Hier werden die grundlegenden Begriffe eingefiihrt; sie abstrahieren vom his-
torisch entstandenen Zahlbegriff und erlauben uns, mit nicht allzu groflem
technischem Aufwand eine Reihe von Resultaten gleichzeitig zu gewinnen,
die wir sonst Fall fiir Fall beweisen miissten. Andererseits ergibt sich ein
Ansatz fiir nicht triviale Erweiterungen vertrauter Sétze iiber das Rechnen
mit Zahlen.

1.2 Ringe und Koérper

Wir beginnen mit einem Begriff, der alle uns vertrauten Zahlbereiche umfasst.
Die folgende Bezeichnung wurde von D. HILBERT eingefiihrt und beinhaltet
Rechenregeln, die z.B. fiir ganze, rationale, reelle Zahlen, aber auch fiir Po-
lynome mit Koeflizienten aus solchen Zahlen gelten.

Definition. (Ring)

Ein Ring ist ein Tripel (R,+,-), bestehend aus einer Menge R und zwei
Operationen + (Addition) und - (Multiplikation) auf R, fiir die folgende
Eigenschaften erfiillt sind:

(1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.

(2) (R,-) ist ein Monoid.
(3) Fiir alle a,b€ R gilt a-(b+¢)=ab+a-c, (a+b)-c=ac+b-c.

Die letztgenannte Eigenschaft (Distributivgesetz) macht deutlich, dass die
Kommutativitdt der Multiplikation im Allgemeinen nicht gefordert wird. In
der Literatur wird der Begriff ,,Ring* gelegentlich noch allgemeiner verwendet
(d.h. es werden schwichere Forderungen gestellt).

Vereinbarungen.

e Das neutrale Element der Addition wird mit 0 bezeichnet (Nullelement
des Ringes). (R,+) heiit additive Gruppe des Ringes (R,+,-).

e Das neutrale Element der Multiplikation wird (meist) mit 1 bezeichnet
(FEinselement des Ringes).

o a-b+c-d:=(a-b)+(c-d); wir sagen Punktrechnung geht vor Strichrech-
nung (diese Konvention erspart uns das Setzen gewisser Klammern). Genau
genommen erhilt die Eigenschaft (3) in der Definition dadurch erst einen
Sinn.

e Der Ring (R, +,-) heifit kommutativ, falls das Monoid (R, -) kommutativ
ist, d.h. fiir a,b € R gilt a-b = b-a.

e Anstelle von (R,+,-) schreiben wir meist R, wenn kein Zweifel tiber
die Operationen besteht, mit denen die Menge R versehen werden soll.
Ist es ausnahmsweise erforderlich darauf hinzuweisen, so schreiben wir
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Hier stehen nur Dinge, die uns vom
Rechnen mit ganzen Zahlen langst
vertraut sind. Was fehlt: Eine
Division, wie wir sie von den reellen
oder rationalen Zahlen kennen.

m.a.W.: Die Multiplikation bindet
stirker als die Addition.
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auch Op fiir das Nullelement und 1r fiir das Einselement sowie +pg
und -p fiir die Operationen; R heiffit dann die zugrundeliegende Menge
des Ringes.

Satz. Ist R ein Ring, a,b € R, so gilt:

(1) 0ca=0=a-0.

(2) (-1)-a=—-a=a-(—1).

(3) (=a)-(=b) = a-b.

(4) Fir endliche Indexmengen I, J und Familien (a;):er, (bj)jes von Ele-
menten aus R ist

(ZaZ) . (ij) = Z a;-b; (allgemeines Distributivgesetz).
j€J

icl (i,9)eIxJ

(5) Fir a,be R mit a-b=b-a ist (a+b)" = Z (Z)a”b"*”,
v=0

wobei (Z) (der sog. Binomialkoeffizient) die Anzahl der Mdglichkei-

ten bezeichnet, aus einer n-elementigen Menge eine v-elementige aus-
zuwdhlen (binomischer Satz).

Beweis. Wir zeigen z.B. (1). 0+ 0 =0, also gilt (04 0)-a = 0-a, d.h.
nach dem Distributivgesetz ist 0-a+0-a = 0-a, und addieren wir auf beiden
Seiten der Gleichung dasjenige Ringelement, das in der Gruppe (R,+) zu
0 - a invers ist, so erhalten wir 0-a = 0.

Die iibrigen Eigenschaften werden zur Ubung empfohlen. M|

Beispiele.

1. (Z,+,-), der Ring der ganzen Zahlen mit der iiblichen Addition und
Multiplikation.

2. (R,+,-), die reellen Zahlen mit den aus der Analysis vertrauten Opera-
tionen.

3. M sei eine Menge, R ein Ring. Dann bildet die Menge Abb(M, R) der

Abbildungen von M nach R einen Ring mit den folgenden Operationen:
Fir f,g € Abb(M,R) sind f+ g und fg die durch

(f+9)(x) = f(x) +9(x), (f9)(x):= [f(x)-g(x)
fir ¥ € M definierten Elemente aus Abb(M, R). ( fg darf nicht mit

der ebenfalls als Produkt bezeichneten Komposition von Abbildungen
verwechselt werden).

Der fiir Gruppen eingefiihrte Begriff des Homomorphismus ldsst sich analog
auf den vorliegenden Fall iibertragen. Eine Abbildung von Ringen wird ho-
momorph genannt, wenn sie die relevanten Operationen und Elemente erhélt.

Definition. (Unterring, Ringhomomorphismus)

(R, +R, r) sel ein Ring.

(1) Eine Teilmenge R’ C R heifit Unterring von R, wenn lr € R’ ist,
die Operationen +r und ‘g von R Einschrinkungen auf R’ besitzen

sowie R’ mit diesen einen Ring bildet; gleich bedeutend nennen wir R
einen Erweiterungsring von R’.

1/2/2

AN n!
Bs gilt (u) G
diese Formel kann durch vollstdndige
Induktion bewiesen werden.

Wir empfehlen, die Ringeigenschaften
nachzurechnen.

1/2/3

Was inhaltlich hinter diesen Begriffen
der Algebra steht, haben Sie in
Wirklichkeit schon lange verwendet.
Wir benutzen sie insbesondere zur
leichteren Formulierung von
Rechenregeln.
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(2) Ist (S,4s,-s) ein Ring, so heifit eine Abbildung f: R — S Ringhomo-
morphismus, wenn f(1g) = 1g ist und fiir alle z,y € R

fl@+ry) = f@)+s fly), fl@-ry) = fl2)sf(y)

(3) Ein Ringhomomorphismus f : R — S heiflt (Ring-)Isomorphismus,
wenn ein zweiseitig inverser Ringhomomorphismus g : S — R zu f
existiert, d.h. fiir g gilt f-g =idg und g¢-f = idr. Letztere Eigenschaft
ist offenbar dquivalent dazu, dass der Homomorphismus f bijektiv ist.

(4) Das Symbol = verwenden wir in diesem Zusammenhang um auszu-
driicken, dass ein (Ring-)Isomorphismus zwischen zwei Ringen existiert.

Die ganzen Zahlen bilden beispielsweise einen Unterring der reellen Zahlen,
und die Inklusionsabbildung Z — IR ist ein Ringhomomorphismus. Interes-
sante Beispiele erfordern weitere Konstruktionen, denen wir uns nachfolgend
zuwenden.

Bemerkungen.

1. Ein Ringhomomorphismus f : R — S induziert einen Homomorphis-
mus (R,+r) — (5,+s) der zugehsrigen abelschen Gruppen. Daher ist
f(Or) = 0g sowie f(—xz) = —f(x) fir © € R. Als Kern von f be-
zeichnen wir den Kern des zu f gehorigen Gruppenhomomorphismus,
ker(f) = {o € R| f(x) = 0s}.

Es gilt genau dann ker(f) = {Or}, wenn f injektiv ist.

2. Das Bild im(f) eines Ringhomomorphismus R — S ist ein Unterring
von S. Der Kern ist dagegen nur dann ein Unterring von R, wenn S
einelementig (d.h. der ,Nullring®) ist, denn 1p wird durch f auf 1g
abgebildet, kann also nur dann im Kern liegen, wenn 1g = Og ist.

3. Die identische Abbildung idgr eines Ringes R in sich ist ein Ringhomo-
morphismus. Sind f: R — S und ¢g: S — T Ringhomomorphismen, so
ist die Komposition g-f : R — T ebenfalls ein Ringhomomorphismus.

Vor der allgemeinen Beschreibung durch einen Homomorphiesatz werden
zundchst wichtige Beispiele von Ringen und Homomorphismen bereitgestellt.

Integrititsbereiche und Koérper

Definition. Ein Ring R heif8t Integrititsbereich (auch nullteilerfrei), falls
fir a,b € R mit a-b=0 stets a =0 oder b =0 gilt.

Bemerkung.

1. Z und R sind Integritétsbereiche. Dagegen ist der Ring Abb({1,2}, R)
kein Integritéitsbereich, denn die Abbildungen f,g : {1,2} — R mit
f(1) =0, f(2) =1 und g(1) = 1, ¢(2) = 0 haben als Produkt
die Nullabbildung, sind aber beide von dieser verschieden (vgl. 1/2/2,
Beispiel 3).

2. Integritdtsbereiche erfiillen die Kirzungsregel

ab=ac und a #0 = b=rc,
denn aus der Voraussetzung folgt a(b—c¢) =0 und deshalb a = 0 oder
b—c=0.

Der nachfolgend erklérte Begriff des Kérpers geht auf R. DEDEKIND zuriick.
Er beinhaltet unsere Vorstellung von den ,,vier Grundrechenarten®.

Definition. (Kdrper, Unterkérper)

Die Verifikation der Eigenschaften 2
und 3 erfordert nur ein formales
Ausrechnen.

1/2/4

1/2/5

Dass sich beispielsweise die
Multiplikation K x K — K auf

K’ C K einschrinken lisst, bedeutet
a,be K=a-be K.
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(1) Ein kommutativer Ring (K, +,) heiit Kérper, falls die Multiplikati-
on eine Einschrinkung auf K* := K \ {0} besitzt und K* mit dieser
Operation eine Gruppe bildet.

K’ C K heifit Unterkorper von (K,+,-), falls die Operationen des
Korpers K Einschrinkungen auf K’ besitzen und K’ mit diesen einen
Korper bildet. Gleichbedeutend wird dann K auch Erweiterungskorper
von K’ genannt.

(2)

Bemerkung. Ein Koérper K ist stets nullteilerfrei, denn sind a,b € K und
0 = ab, so folgt aus a # 0 offensichtlich 0 = a='-0 = a~lab=1-b=1b. In
Korpern gilt daher die Kiirzungsregel.

Beispiele.
e (@Q,+,-), der uns schon vertraute Kdrper der rationalen Zahlen (Briiche),
der anschlieflend exakt definiert wird.

e (R,+,:), der Kérper der reellen Zahlen; die rationalen Zahlen bilden
einen Unterkorper dieses Korpers.

o (IF3,+,-), der zweielementige Korper, dessen Elemente mit 0, 1 be-
zeichnet werden; seine Operationen sind durch die nachfolgenden Tafeln
bestimmt, die sich eindeutig daraus ergeben, dass 0 als neutrales Ele-
ment der Addition gew&hlt wird.

=l oI+
=11 K=l
Sl ==
=l ©

ol oIl 2l
=1 E

Es gibt wichtige Griinde, im spéteren Kapitel iiber Vektorrechnung beliebige
,,Grundkorper* zuzulassen, auch wenn der geometrische Sinn der Uberlegun-
gen nicht immer so evident ist wie fiir den Korper der reellen Zahlen.

Rationale Zahlen, Quotientenkdrper

Wir betrachten die Menge M := Z x (Z \ {0}) und die Relation ~ auf M,
die durch die Bedingung

(a,b) ~ (¢,d) <= ad="bc
definiert ist. ~ ist eine Aquivalenzrelation auf M. Mit Q := M /~ bezeichnen
wir die Menge der Aquivalenzklassen von M beziiglich ~. Die Klasse eines
Elements (a,b) wird a/b oder mit % bezeichnet, sie heiit Bruch.

Nachfolgend sind n, a, b, a’, b’ ganze Zahlen sowie b, b’ # 0.
i b/ /b

(1) Auf Q existiert eine Operation +¢q, fiir die %—FQ% = % gilt,
und Q bildet mit dieser Operation eine abelsche Gruppe (Q,+gq). IThr
neutrales Element ist der Bruch %

a a/ !

20— = — gilt.

b

@, +q, @) ist ein kommutativer Ring mit dem Einselement T

Auf Q existiert eine Operation -q, fiir die

Die Abbildung Z —Q, n — ? ist ein injektiver Ringhomomorphismus.

Wir identifizieren die Elemente von Z mit ihren Bildern, schreiben also
n
n=—

T

Endliche Korper spielen in den
Anwendungen eine wichtige Rolle,
beispielsweise in der Kryptographie
und der Codierungstheorie.

1/2/6

Bruchrechnung ist Thnen natiirlich
langst bekannt — vielleicht wufiten Sie
nur noch nicht so genau, was ein
Bruch eigentlich ist. Das soll hier
prézisiert werden.

Natiirlich sind die Formeln unter (1),
(2) als Definitionen fiir die
Operationen +q und -q geeignet. Zu
priifen ist allerdings, dass sie nicht von
der Wahl der Reprisentanten
abhéngen.
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(4) Der Ring @Q,+q, q) ist ein Korper. Er heifit Kdrper der rationalen
Zahlen.

Die Verifikation von (1) — (4) wird zur Ubung empfohlen. Wir ersparen uns
kiinftig die schwerfilligen Bezeichnungen fiir die Operationen in @ und ver-
wenden die iiblichen Symbole (4 bzw. -).

Bemerkung. (Quotientenkirper)

Die eben ausgefithrte Konstruktion ldsst sich wortlich auf einen beliebigen
Integritétsbereich R iibertragen. Wir erhalten den Quotientenkdrper Q(R),

der aus allen Briichen % mit b # 0 besteht. Dabei wird der injektive Ring-

homomorphismus
R—Q(R), a— 7

wieder als Inklusion verstanden.

Komplexe Zahlen

Wir betrachten einen (zunéchst beliebigen) Koérper K. Auf der Menge
C(K) := K x K wird durch

(a1,az) + (b1, b2) := (a1 + by, a2 + ba)

eine Operation erklért, die (C(K),+) zur abelschen Gruppe macht; neutrales
Element ist (0,0) (vgl. 1/1/4 (2)).

Satz.

(1) Durch (a1,b1) - (az,b2) := (ajag — biba, a1bs + asby) erhilt C(K) die
Struktur eines kommutativen Ringes (C(K),+,-), sein Einselement ist
das Paar (1,0).

(2) Der Ring C(K) ist genau dann ein Kérper, wenn —1 kein Quadrat in
K ist.

Beweis. Die Verifikation der Ringeigenschaften bereitet keinerlei Schwierig-
keiten, auch wenn die Definition der Multiplikation zun#chst iiberraschend
aussieht.
Zum Beweis fiir (2) nehmen wir an, —1 sei nicht das Quadrat eines Elements
aus K. Dann besitzt (a,b) € C(K) mit (a,b) # (0,0) ein multiplikatives
Inverses: Zunichst gilt a? + b? # 0 (anderenfalls wire a? = —b? und somit
—1=2a?"2 oder —1="b%a"2, 'A/). Nun ist

((a®+0*) " 'a,—(a® +b°)7'b) - (a,b) =1,
womit ein inverses Element gefunden ist.
Umgekehrt sei —1 = ¢? mit ¢ € K. Dann ist (¢, 1) - (¢, —1) = (0,0), daher
C(K) kein Integritédtsbereich und erst recht kein Korper (vgl. 1/2/5). d

Bemerkung. Mit den obigen Bezeichnungen ist die Abbildung K — C(K),
die a auf (a,0) abbildet, ein injektiver Ringhomomorphismus. Wir identi-
fizieren die Elemente von K mit ihren Bildern in C(K) und interpretieren
diese Abbildung als Inklusion von Mengen, dhnlich wie wir das zuvor unter
1/2/6 (3) fur die Abbildung Z — Q getan haben. Insbesondere werden so
0 € K und (0,0) € C(K) bzw. 1 € K und (1,0) € C(K) identifiziert.
Fir ¢ = (a,b) € C(K) ergibt sich dann z = a + b+ (0,1) mit eindeutig
bestimmten Zahlen a,b € K.

Dies ist ein allgemeines Verfahren, aus
Integritatsbereichen Koérper zu
konstruieren. Beispiele bilden die sog.
Funktionenkorper.

1/2/7

In unseren Anwendungen geniigt die
Implikation ,, < .
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Wir beschrianken uns von nun an auf den Spezialfall, dass K = IR der Kérper
der reellen Zahlen ist.

Definition. (komplexe Zahlen)

Es sei K = IR. Dann ist der oben konstruierte Ring C(IR) ein Kérper; er
heifit Korper der komplexen Zahlen und wird von nun an mit C bezeichnet.
Fiir (0,1) € € verwenden wir das Symbol i.

Im Koérper € gilt die (zunéichst abenteuerlich anmutende) Beziehung 2 = —1,
was natiirlich nur deshalb denkbar sein kann, weil wir R als Teilmenge von
C auffassen, aber i € C\ R ist.

Bemerkung — Bezeichnung. (kompleze Konjugation, Betrag)

1. Jede komplexe Zahl « ist Summe « = a+bi mit eindeutig bestimmten
reellen Zahlen a und b. Re(a) := a heifit Realteil und Im(a) :=b Ima-
gindrteil von «. Dadurch und durch die Bedingung i? = —1 lisst sich
der Korper € ,,im Wesentlichen“ eindeutig charakterisieren; wir hitten
uns also die mithsame elementweise Konstruktion ersparen kénnen, wére
nur von vornherein klar gewesen, dass iiberhaupt ein Koérper mit den
eben angegebenen Eigenschaften existiert.

2. Die durch «+— @ gegebene Abbildung € — C, die « auf die komplexe
Zahl @ := Re(a) —Im(a)-i abbildet, heifit komplexe Konjugation. Sie ist
ein Ringhomomorphismus von C in sich, dessen Quadrat die Identitét
ergibt. Fiir eine beliebige komplexe Zahl « gilt

a+a=2-Re(a),

und die Bedingung o = @ ist dquivalent zu « € R.

a—a=2iIm(a),

3. Die reelle Zahl |a| := vVa-a = /Re(a)? + Im(a)? > 0 heiit Betrag von
a. Die Bedingung |a| = 0 ist dquivalent zu o = 0, und nach 2. gilt
allgemein |a-g| = |af-|F] fur o, €C.

Satz. (Fundamentalsatz der Algebra)

Sind «g, ... ,a, € C komplexe Zahlen, n >0 und «, # 0, so existiert eine
Zahl © €C mit ag +a1x+ ... +a,z™ = 0.

Dieser erstaunliche Satz wird (trotz seines Namens) hier nur zitiert; seine Be-
weise benutzen nichttriviale Eigenschaften der reellen Zahlen und sind auch
in der Analysis gut aufgehoben.

Fiir den Koérper der reellen Zahlen gilt die entsprechende Aussage nicht, da
in R z.B. keine Zahl z mit 1+ 22 = 0 existiert.

Wir entnehmen aus dem Satz 1/2/7, dass sich der Kérper € nicht durch eine
analoge Konstruktion zu einem neuen Korper erweitern lisst (denn —1 ist ein
Quadrat in C).

Polynome

Wir fixieren einen kommutativen Ring R, der hier gelegentlich Grundring
genannt wird.

Polynome wurden urspriinglich bedenkenlos als Vielfachensummen der Po-
tenzen X" einer (nicht weiter erklidrten) Unbestimmten X angesehen. Der
folgende Satz ist die Existenzaussage fiir den anschliefend definierten Begriff;

Sie sollten das Rechnen mit komplexen
Zahlen anhand von Beispielen iiben;
die Aufgabensammlung gibt hierzu
Gelegenheit.

Den Beweis dieser trivialen
Eigenschaften schreiben wir nicht auf.

1/2/8

In der Algebra werden dennoch
interessante Erweiterungen des
Korpers € untersucht, die z.B. nicht
mehr kommutativ sind.

Wenn Sie sich das Rechnen mit

, Unbestimmten“ zutrauen und diesen
Standpunkt {ibernehmen wollen, dann
geniigt es, sich lediglich die
nachfolgenden Bezeichnungen
anzueignen.
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wer die Existenz eines ,,unbestimmten Elements“ fiir selbstverstdndlich hélt,
kann ihn auch {iberspringen.

Satz. Die Menge R := {(a;)ien|a;i € R, fast alle a; = 0} der Folgen im
Ring R, deren Glieder a; bis auf endlich viele verschwinden, bildet mit den
Operationen

(ai)ien + (bi)ien = (a; + bi)ien

(ai)ien - (bi)ien == (¢i)ien mit ¢; = Z;‘:o ajb;_;
einen kommutativen Ring. Die auch mit 0 bezeichnete Nullfolge (0,0, ...)
ist das neutrale Element der Addition, die auch mit 1 bezeichnete Folge
(1,0,0,...) das neutrale Element der Multiplikation in R[.
Weiter gilt: Es gibt einen injektiven Ringhomomorphismus

t:R— RN (a) :=(a,0,0,...).

Mittels « wird R kiinftig als Unterring von R angesehen, insbesondere
also a mit (a) identifiziert.

Beweis. Wir iiberpriifen beispielsweise das Assoziativgesetz der Multiplika-
tion: Sind (a;)ien, (bi)ien und (c;)ienw aus R so folgt definitionsgemif
(ai)ien - (bi)ien = (di)ien mit d; = 23:0 ajb;_; sowie
(di)ien - (ci)ien = (€i)ien mit
ex =i g dich—i = Yo (Xigaibi—j)ce—i
= Zf:o D im0 @ibimjCh—i = Do g ren, prgir—t WPgCr-
Entsprechend ist
(bi)ien - (ci)ien = (fi)ien mit f; = Zé‘:o bjci—; sowie
(ai)ien - (fi)ien = (gi)ien mit
gk = Zfzo aifr—i = Zf:o a; Z;:é bjcr—i—;
= Zf:o Z;:S aibjcr—i—j = Zp,q,rElN,p+q+T:k apbqCr
und daher
((ai)ielN : (bi)ielN) “(ci)ien = (€i)ien = (gi)ien
= (ai)ien - ((bi)ien - (¢i)ien). [

Korollar — Definition. (Polynomring)

Der im Satz 1/2/9 konstruierte Erweiterungsring R von R heifit Poly-

nomring, seine Elemente Polynome. RN enthilt ein Element X, so dass

fiir alle f € RN gilt:

(1) Es existieren n € N und a; € R, 0<1i<mn, fir die
f=a0+a1X+a2X2—|— .+ a, X" st

(2) Setzen wir unter (1) noch a; = 0 fir ¢ > n, so ist die Folge
(a;)ien durch f eindeutig bestimmt, sie heifit Koeffizientenfolge von f
beziiglich X.

Ein Ringelement X, das fiir alle Polynome f € R die Eigenschaften (1),
(2) erfiillt, heifit eine Unbestimmte; wir verwenden dann auch die Bezeichnung
R =: R[X] (gelesen als R adjungiert X ) und nennen R[X] (genauer: das
Paar (R, X)) den Polynomring iiber R in der Unbestimmten X.

Beweis. Fir r € R und (¢)ien € RO st (gemiB der Identifikation
der Elemente von R und entsprechender Folgen aus R mittels ¢) offenbar
r-(¢i)ien = (r¢;)ien. Bezeichnet X die Folge mit dem Eintrag 1 an der
Position 1 und 0 an allen anderen, d.h. X =(0,1,0,0, ...), so gilt

1/2/9

So langweilige Beweise sollen die
Ausnahme bleiben. Echte Ideen sind
auch fiir die Verifikation der
verbleibenden Eigenschaften nicht
erforderlich.

1/2/10

Diese Eigenschaften sind es, die wir
beim Rechnen mit Polynomen
tatséchlich verwenden.
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Wir withlen f = (a;)ien € RO beliebig und erhalten

F=Y200,...,0,a:,0,...) = > a; X",
ieN Y ieN
wobei die angegebenen unendlichen Summen nur endlich viele von 0 ver-

schiedene Summanden enthalten und daher korrekt definiert sind. [ |

Werden Polynome f € R[X] von nun an gelegentlich als (formal unendliche)
Summen f =3, na;X ! mit a; € R geschrieben, so ist dabei stets ange-
nommen a; = 0 fiir fast alle ¢ (die Summe haben wir ohnehin nur fiir diesen
Fall erklirt, vgl. 1/1/1).

Bemerkung. (Prinzip des Koeffizientenvergleichs)

Sind a;, b € R und f =3, naiX?, g=>,cnbiX" Polynome aus R[X],
so gilt genau dann f = g, wenn a; = b; fiir alle 7 € IN.

Bezeichnungen.

(1) Ein Polynom f =a;X’ € R[X] mit j €N, a; € R\ {0} heifit Term;
ist insbesondere a; = 1, so sprechen wir auch von einem Monom.

(2) Fiir ein Polynom f = ag+ a1 X + a2 X%+ ... +a, X" aus R[X] mit
an # 0 nennen wir n =: degx(f) (nachldssig auch deg(f)) den Grad
des Polynoms f; dem Nullpolynom wird ein (von nun an festgelegtes)
Symbol degy(0) := —oo ¢ IN zugeordnet.

Beziiglich der nahe liegend definierten Ordnungsrelation auf {—oo}UIN
ist deg(0) < deg(f) fiir alle Polynome f # 0.

Die Bedingung deg(f) < 0 ist dquivalent zu f € R; in diesem Fall heif}t
das Polynom f konstant.

Lemma. Sind f, g € R[X] Polynome, dann gilt:

(1) degx(f +g) < max{degx(f),degx(9)}-
Ist deg (f) # degx(g), so besteht Gleichheit.

(2) Sind f, g #0, so ist degx(f-g) < degx (f) + degx(g)-
Fiir einen Integrititsbereich R besteht Gleichheit.

Beweis. (1) ergibt sich daraus, dass im Fall degy (f) > degx(g) der héchste
Koeffizient von f 4+ g mit dem von f iibereinstimmt. Zum Beweis von (2)
bemerken wir, dass der hochste moglicherweise von 0 verschiedene Koeffizi-
ent des Produkts f-g beider Polynome f =a¢p+ a1 X + ... +a,X" und
g=bo+b X+ ... +b,X™ der Koeffizient a,b,, von X"*™ ist. Fiir einen
Integritatsbereich R folgt weiter aus a,b,, = 0, dass eines der Ringelemente
ap, oder b,, selbst 0 sein muss, daher a,b,, # 0, falls n = deg(f) und
m=deg(g). O

Satz. Ist R ein Integrititsbereich, dann ist der Polynomring R[X] dber R
in der Unbestimmten X ebenfalls ein Integrititsbereich.

Beweis. Wir wihlen f, g € R[X] mit 0 = f-g. Es folgt degy(f-g) =
—o00. Ist keines der Polynome f, g das Nullpolynom, so ergibt sich nach
dem Lemma degy (f-g) = degx (f) +degx(g) € N, 'A/ A

Vorsicht! Die Bezeichnungen Term
und Monom werden in der Literatur
nicht einheitlich verwendet.

Gemeint ist hier natiirlich die
Ordnung auf {—oco} UIN, die durch
—oo < a fiir a € IN die vertraute
Anordnung der natiirlichen Zahlen
erweitert.

Auf diesem Lemma basieren
zahlreiche Beweise fiir Eigenschaften
von Polynomen.

1/2/11
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Algebren

Wir zeigen nun, wie die Vorstellung von dem Begriff der Unbestimmten durch
die Forderung prézisiert werden kann, dass sich in eine polynomiale Identitét
ein beliebiges Element ,einsetzen® l&sst.

Definition. (R-Algebra)
@ sei ein Ring, ¢ : R — @ ein Homomorphismus, fiir den die Bildelemente
mit denen von ) kommutieren, d.h.

o(r)-g=q-¢(r) firalle r € R und alle ¢ € Q.
Dann heifit das Paar (Q,¢) eine Algebra iiber R, kurz R-Algebra.
Besteht kein Zweifel iiber den infrage kommenden Homomorphismus ¢, so
lassen wir ihn in den Notationen einfach weg und sprechen von der R-Algebra
Q. Fiir o(r) schreiben wir kurz r, obwohl wir uns bewusst sind, dass hier

im Allgemeinen ein Element eines anderen Ringes vorliegt. ¢ heifit auch
Struktur(homo)morphismus der R-Algebra Q.

Beispiele.

1. Jeder Ring ist auf eindeutige Weise eine Z-Algebra. Dennist ¢ : Z — Q
ein Ringhomomorphismus, so muss notwendigerweise (1) = 1o das
Einselement von () sein. Dann ist

=p(l+...+1)=p(1)+ ... 1)=:n-1
pn) =p(l+ ... +1)=p()+ ... +9(1) =n-1q
n n
und (—n)-1g := —(n-1g) das Bild von —n fir n € IN\ {0}. Weiter
muss Og =: 0-1¢g das Bild der ganzen Zahl 0 sein. Existiert {iberhaupt
ein Homomorphismus Z — @, dann ist er durch

Z—Q, m—m-lg fir meZ
eindeutig beschrieben. Umgekehrt ist leicht zu sehen, dass die Abbildung
m — m-1g stets ein Homomorphismus ist. Insbesondere sind die Kérper
Q, R und € auf eindeutige Weise Z-Algebren.
IR ist eine Q@ Algebra mittels der Inklusionsabbildung Q@ — RR.

Zusammen mit dem Homomorphismus, der das Ringelement r € R auf
das ebenso bezeichnete konstante Polynom r abbildet, ist R[X] ist eine
R-Algebra. Sie wird von nun an immer mit diesem Strukturmorphismus
versehen und heifit Polynomalgebra iber R in der Unbestimmten X.

Definition. (Homomorphismus von Algebren)

Wir betrachten R-Algebren (Q,¢) und (Q’,¢’). Ein R-Algebrahomomor-
phismus (auch R-Homomorphismus) (Q,¢) — (Q',¢") ist ein Ringhomo-
morphismus @ : Q — Q' mit ®-p = ¢’. Das bedeutet, @ bildet mit den
Strukturmorphismen ein kommutatives Diagramm:

Q —2—~ @

L\R4,

Fiir jede R-Algebra @ ist die Identitdt idg ein R-Homomorphismus, und
das Produkt von R-Homomorphismen ist wieder ein R-Homomorphismus.
& heilit Isomorphismus von R-Algebren (auch R-Isomorphismus), wenn ein
zweiseitig inverser R-Homomorphismus existiert, d.h. ein R-Homomorphis-
mus (Q,¢") — (Q,¢), gegeben durch ¥ : Q' — @, fiir den ¥ - & = idg

1/2/12

Was hier steht, ist wenig spektakular.
Sie haben z.B. die Z-Algebrastruktur
der reellen Zahlen schon immer
verwendet, wenn Sie reelle Zahlen mit
ganzen multiplizierten.

1/2/13

Ein Algebrahomomorphismus ist also
ein Ringhomomorphismus, der mit
den gegebenen Strukturmorphismen
vertréglich ist.
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und @ - ¥ = idgs ist. Dies ist offenbar gleich bedeutend damit, dass der
R-Homomorphismus @ bijektiv ist.

Beliebige Ringhomomorphismen S — T sind stets auch Z-Homomorphismen
mit den eindeutig bestimmten Strukturen der Ringe S und T als Algebren
iiber Z.

Satz. (Universaleigenschaft der Polynomalgebra)

Q sei eine R-Algebra, © € Q und R[X] die Polynomalgebra iber R in der
Unbestimmten X. Dann existiert ein eindeutig bestimmter Homomorphis-

mus @ : R[X]| — Q wvon R-Algebren mit ¢(X) = x.

Beweis. Die Eindeutigkeit des Homomorphismus @ folgt aus

Plag + a1 X +as X%+ ... +a,X")
= ap®(1) + a1 ®(X) + ae®(X?) + ... + a, P(X™)
=ag+ a1 P(X) + ad(X)* + ... 4+ a,d(X)"
=ag+ a1z +axx®+ ... +apz™

Zum Nachweis der Existenz ordnen wir dem Polynom Y,y a; X" € R[X]

die Koeffizientenfolge (a;)ien und dieser das Ringelement ;. aiz" € Q

zu. Leicht ist nachzurechnen, dass dadurch ein R-Homomorphismus definiert
wird, der X auf x abbildet. |

Der im Satz angegebene Homomorphismus heifit Einsetzungshomomorphis-
mus (auch Ersetzungshomomorphismus), da er das Polynom f = ag+a1 X +
X’ + ... +a, X" € RIX] mit a; € R auf f(z):=ap+az+ax®+...+
a,x™ € (Q abbildet.

Warnung. (Polynome sind keine Funktionen)

Als Beispiel betrachten wir die Abbildung @y : IF; — [Fy, die durch ein
Polynom f € IFo[X] gegeben wird: &y(a) := f(a), wobei f(a) das Bild von
f beim Einsetzungshomomorphismus IFo[X] — IF2 mit X — a bezeichnet.
Ist zB. f=1+ X + X? € F3[X], dann ist die Abbildung

Dp:Fy —IFy, x> 1+a+2?

offensichtlich konstant (sie bildet jedes Element auf 1 ab). Fiir das konstan-
te Polynom ¢ =1 € F;[X] gilt nun &; = $,. Ein Polynom ist also im
Allgemeinen nicht durch die Funktion bestimmt, die wir durch Einsetzen von
Elementen des Grundringes daraus bilden kénnen. Wie sich spéter heraus-
stellt, tritt dieser Effekt iiber einem unendlichen Grundkoérper nicht mehr
auf, so dass die manchmal fiir reelle Zahlen verwendete Interpretation von
Polynomen als Funktionen eine gewisse Rechtfertigung erfahrt. |

Satz. (FEindeutigkeit der Polynomalgebra)

P, P’ seien Algebren iber dem Grundring R sowie X € P und X' € P’.
Wir setzen voraus, dass fiir beide Paare (P,X) und (P’',X') die folgende
Universaleigenschaft erfillt ist:

Fiir alle R-Algebren @Q und alle Elemente x € @Q existiert genau ein
R-Homomorphismus ¥ : P — @Q mit U(X) = = bzw. genau ein R-
Homomorphismus ¥' : P' — Q mit V'(X') ==x.

Dann ist der eindeutig bestimmte R-Homomorphismus P — P mit X — X'
ein Isomorphismus von R-Algebren.

1/2/14

Dieser Satz gab Anlass, den Begriff
der Algebra hier einzufiihren.

. ein beliebtes Missverstandnis.

1/2/15

Universaleigenschaften
charakterisieren Objekte bis auf einen
eindeutig bestimmten Isomorphismus;
diese (scheinbar) etwas vage
Formulierung wird im vorliegenden
Fall durch den angegebenen Satz
prézisiert.
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Beweis. Sind & : P — P’ und @' : P’ — P die eindeutig bestimmten
Homomorphismen mit X +— X’ bzw. X' +— X, soist I':=&" - ¢: P — P
ein R-Homomorphismus mit I'(X) = X und durch diese Eigenschaft eben-
falls eindeutig bestimmt:

Da auch die Identitit idp : P — P das Element X € P auf X abbildet,
muss idp = I' sein. Entsprechend ergibt sich idp, = @-@’, folglich ist & ein
Isomorphismus. d

Polynome in mehreren Unbestimmten

Analog zu 1/2/9 werden nun auf nahe liegende Weise Polynomringe in meh-
reren Unbestimmten definiert. Wieder ist die explizite Konstruktion fiir das
Rechnen unwesentlich; die entscheidenden Eigenschaften sind in den nachfol-
genden Bemerkungen zusammengefasst.
n > 1 bezeichnet eine natiirliche Zahl. Wir setzen
R .= {(av)venn | a, € R, fast alle a, = 0}.

Dann ist R[™ mit den folgenden Operationen ein kommutativer Ring:

(av)venr + (bu)venn = (ay +by)venn ,

(av)ven - (by)venn = (cu)venr, ¢ = ZA,;LGIN”, Ap=v axby.

Durch den Ringhomomorphismus ¢ : R — R[, der r € R auf (av)venn
mit a@, o) =7 und a, = 0 fir v # (0,...,0) abbildet, erhilt R
die Struktur einer R-Algebra. Sie heifit Polynomalgebra in n Unbestimmten
iiber dem Ring R, ihre Elemente werden wieder Polynome genannt.
Nun sei 1 <i <n. Wihlen wir X; als das Ringelement (a,),en» mit
1 fir v»=(0,...,0,1,0,...,0)
_ ———
a, = y
0 sonst,
dann sind die folgenden Eigenschaften erfiillt.

Bezeichnungen — Bemerkungen.

(1) Die Elemente von R[™ sind Vielfachensummen von Potenzprodukten

Xt - XEr (Monomen) mit Koeffizienten aus R.
Wir setzen X := (X1,...,X,) und X" := X"+ - X fir v=
(v1,...,v,) € IN". Dann ist jedes Polynom f € RI™ von der Gestalt

f=>enn X" (a, =0 fiir fast alle » € IN" ), und die Koeffizienten
a, € R sind durch f eindeutig bestimmt (Koeffizientenfamilie von f
beziiglich X ).

Ein n-Tupel X = (X1,...,X,) von Polynomen aus RI", das diese
Eigenschaft besitzt, heiffit Tupel von Unbestimmten. Wir schreiben dann
auch RM™ =: R[Xy,...,X,] = R[X] und nennen das Paar (RI"), X)
Polynomalgebra iiber R in den Unbestimmten X.

1/2/16

Wir erinnern daran, dass die
Indexmenge IN" mit der
komponentenweisen Addition ein
Monoid bildet; neutrales Element ist
0,...,0).

Natiirlich erhalten wir fiir n =1 den
schon bekannten Fall einer einzigen
Unbestimmten, vgl. 1/2/9 ff.
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(2) Ein Polynom a, X" mit a, € R\ {0} heifit Term; jedes Polynom f # 0
ist Summe von Termen.
(3) Firr fe R[Xy,...,X,]\{0} setzen wir
degx (f) = deg(Xh X )(f) = max {|v| | a, # 0},
wobei |v| := v + ... + v, ist. degx (f) heifit vollstindiger Grad
von f beziiglich X = (X3, ...,X,). Dem Nullpolynom ordnen wir als
vollstandigen Grad das Symbol deg x (0) := —oo zu.

Ist degx (f) <0, so heifit f wieder konstant (vgl. 1/2/10). Im Fall
degx (f) =1 wird f linear genannt.

n

Durch die angegebene Konstruktion entstehen aus dem kommutativen Ring
R stets wieder kommutative Ringe RI[™, so dass wir bei der Formulierung
einer entsprechenden Universaleigenschaft in dieser Hinsicht vorsichtig sein
miissen. Die folgende Eigenschaft reicht aus, die Polynomalgebra bis auf Iso-
morphie zu charakterisieren.

Satz. (Universaleigenschaft von R[X1,...,Xn])

R[X1,...,X,] sei der Polynomring in den Unbestimmten (Xi,...,X,)
und @ eine R-Algebra sowie xi,...,x, € Q mit x;x; = xjm; fir
i,j5 € {1, ... ,n}. Dann existiert genau ein R-Homomorphismus &
R[X1, ..., Xn])—Q mit &(X;)==a; firi=1,...,n.

Die Abbildung ¢ wird wieder Finsetzungshomomorphismus, auch Ersetzungs-
homomorphismus genannt.

Beweis. Es kann analog zum Satz 1/2/14 geschlossen werden. [

Bemerkung. (Adjunktion von Elementen)

Der Einsetzungshomomorphismus gibt uns eine weitere Moglichkeit zur Kon-
struktion von Ringen. Dazu betrachten wir eine kommutative R-Algebra @
und z1,...2, € Q. Ist f: R[Xy,...,X,] — @ der durch X; — z;
bestimmte Einsetzungshomomorphismus, so bezeichnen wir den Unterring
im(f) von @ mit Rz, ...,z,] und sagen, er sei durch Adjunktion von
Z1,...,T, zum Ring R entstanden; zusammen mit dem durch R — @
induzierten Strukturmorphismus heit R|z1,...,x,] die durch z1,...,z,
erzeugte R-Algebra. Beispielsweise gilt:
1. In der Z-Algebra C ist Z[i] = {a +bi | a,b € Z} (Ring der ganzen
gaufischen Zahlen).
2. In der Q-Algebra IR ist
Q[V2, V3] =Q[v2 - V3] = {a+bvV2+cv/3+dV6 | a,b,c,d €Q}.
Im ersten Fall ist Gleichheit leicht zu sehen, denn indem die Potenzen von
i nach geraden und ungeraden Exponenten sortiert werden. Der andere Fall
ist etwas interessanter und verbleibt als Ubungsaufgabe.

Grundbegriffe der Teilbarkeitslehre

Wer sich mit Teilbarkeitseigenschaften ganzer Zahlen gut auskennt, wird die-
sen Abschnitt als recht trivial empfinden. Die Verallgemeinerung der Teilbar-
keitslehre fiir Z auf eine grofere Klasse von Ringen erweist sich spéter bei
der Untersuchung von Polynomen als niitzlich.

Wir fixieren einen zunéchst beliebigen, kommutativen Integritdtsbereich R.

Definition. (Teilbarkeit, Assoziiertheit und Einheiten)

1/2/17

Alternativ bietet sich ein
Induktionsschluss an.

1/2/18

Hier als besonders einfaches Beispiel

QV2] ={a+bv/2|a,beQ}.

1/2/19

Teilbarkeit wird hier so definiert, wie
das anschaulich auch schon in der
Schule geschah. Der Begriff der
Einheit abstrahiert davon, dass in Z
die Multiplikation mit +1 nichts an
Teilbarkeitseigenschaften dndert.
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(1) Sind f,g € R und existiert ein ¢ € R mit f = ¢-g, so sagen wir, ¢
ist ein Teiler von f (kurz auch g teilt f) und schreiben dafiiv g|f. Ist
diese Bedingung nicht erfiillt, so wird dafiir das Symbol gff verwendet.
Falls g|f und f /g, so heifit g echter Teiler von f.

(2) f,g9 € R heiflen assoziiert, wenn sie sich gegenseitig teilen, d.h. wenn
flg und g|f. Wir schreiben dafiir f ~ g.

(3) Ist e € R ein Teiler von 1, so heifit e eine Finheit. Da 1 jedes Element
teilt, ist diese Bedingung dquivalent zu e ~ 1.

Teilbarkeit im zuvor angegebenen Sinn erlaubt es, in bestimmten Féllen einen
Quotienten einzufiihren. Fiir f =g¢q-g, g # 0 ist ¢ im Integritétsbereich R

durch f und g eindeutig bestimmt und wird gelegentlich mit i oder f/g

bezeichnet. Offensichtlich sind die Eigenschaften dieses Symbols mit denen
des (definitionsgemifl ganz verschiedenen) vertriiglich, das in 1/2/6 ein Bruch
genannt wurde.

Beispiele.

1. In Z ist 5 ein echter Teiler von —10, jedoch ist —10 ~ 10 und damit
10 ein Teiler, aber kein echter Teiler von —10.

2. Im Ring R[X] der Polynome in einer Unbestimmten X (vgl. 1/2/10)
gilt (X +1)[(X2—-1), und X + 1 ist ein echter Teiler von X2 — 1.
Das Polynom 2X?2 —2 ist dagegen zu X2 —1 assoziiert und damit kein
echter Teiler.

Satz.

(1) Assoziiertheit ist eine Aquivalenzrelation auf R.

(2) Die Einheiten in R bilden mit der Ringmultiplikation eine Gruppe R*.

(3) f ~ g ist gleichbedeutend zur Existenz einer Einheit e € R*, fir die
f=eg gilt.

(4) f sei Teiler von g, so ist f genau dann ein echter Teiler von g, wenn
f und g nicht assoziiert sind.

Beweis. (1) ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Assoziiertheit.
Zum Beweis von (2) zeigen wir zunichst, dass die Multiplikation des Ringes
R eine Einschrinkung auf R* besitzt: Sind e, e’ € R*, so existieren defi-
nitionsgemiB ¢, ¢ € R mit 1 = ge und 1 = ¢’¢’. Multiplizieren wir diese
Gleichungen miteinander, so folgt 1 =(ge)-(¢'e’) = (¢q’)-(e€’), also ist ee’
ein Teiler von 1 und daher ee’ € R*. 1 € R* ist neutrales Element, die
Assoziativitat der Operation folgt aus dem Assoziativgesetz fiir R, und die
Existenz von inversen Elementen ist Bestandteil der Definition.

(3), (4) verbleiben als Ubungsaufgaben. d

Beispiele.

1. Im Polynomring R = K[X] iiber dem Kérper K ist R* = K \ {0} die
Menge der Polynome vom Grad 0, denn aus 1 = g-¢ folgt ¢ #0, e #0
und degy (q) + degx(e) = 0.
Fiir K[X3,...,X,] besteht die Gruppe der Einheiten entsprechend aus
den Polynomen vom vollstéindigen Grad 0, ist also ebenfalls K \ {0}.

2. ZF ={1,-1}.

3. Fiir einen Korper K ist K* = K \ {0}.

Diese Anmerkung ist wohl etwas
pedantisch; Sie hétten die
Bezeichnung vermutlich ohnehin
verwendet ...

1/2/20

Im Gegensatz zum Ring Z, fiir den
echte Teiler als Teiler mit kleinerem
Absolutbetrag definiert werden
koénnen, miissen wir uns im
vorliegenden allgemeinen Fall auf eine
Definition mittels Eigenschaften der
Teilbarkeit beschrénken.
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4. Z[i] = {a + bi|a,b € Z} bezeichne den Ring der ganzen gaufischen
Zahlen (vgl. 1/2/18). Dann ist Z[i]* = {1, -1, ¢, —i}.

Definition. (irreduzible Elemente)

p € R\ {0} heifit irreduzibel (auch unzerlegbar), wenn p selbst keine Einheit
ist und alle echten Teiler von p Einheiten sind.

Beispiele.

1. In Z sind die irreduziblen Elemente genau die zu Primzahlen assoziier-
ten (vgl. 1/2/28).

2. Im Polynomring K[X] iiber einem Integrititsbereich K ist das Poly-
nom X irreduzibel.

3. In einem Korper gibt es keine irreduziblen Elemente, denn alle von 0
verschiedenen Elemente sind Einheiten.

4. In R[X] ist das Polynom 1+ X? irreduzibel, als Element von C[X] ist
es dagegen reduzibel: 1+ X2 = (X +1i)-(X —i).

5. In ZJ[i] ist 1+ irreduzibel, nicht jedoch 2 = (1 +1)-(1 — 7).

Lemma. Ist p € R\ {0} keine Finheit, dann sind die folgenden Figen-
schaften dquivalent:

(1) p ist irreduzibel.
(2) Ist p=f-g, so gilt f € R* oder g€ R*.
(3) Ist p=f-g, sogilt p~ [ oder p~g.

Beweis. (1) = (2): Essei p = f-g und f ¢ R*. Dann ist vorausset-
zungsgemifl der Teiler f kein echter Teiler von p, also p ~ f. Mit der
Kiirzungsregel folgt aus 1/2/20 (3) leicht g |1.

(2) = (3) ergibt sich ebenfalls aus 1/2/20 (3).

(3) = (1): Ist f ein echter Teiler von p, soist p = fg fiir ein Element g
von R und p nicht assoziiert zu f. Voraussetzungsgemif muss daher p ~ g
sein, also existiert ein e € R* mit g =e-p, und aus p = f-e-p sowie p #0
folgt nach der Kiirzungsregel 1 = f-e, daher f € R*. |

Mittels Universaleigenschaften definieren wir zwei Begriffe, die uns durch das
Rechnen mit ganzen Zahlen vertraut sind.

Definition. (grifiter gemeinsamer Teiler)

Sind f, g € R, dann heifit d € R grifiter gemeinsamer Teiler von
f und g, falls

(1) d|f und dlg;
(2) fir d € R mit d'|f und d'|g gilt stets d’'|d.

Ist insbesondere 1 grofiter gemeinsamer Teiler von f und g, so heiflen f
und g teilerfremd.

Satz. (Eindeutigkeit des grofsten gemeinsamen Teilers)
Sind dy und do gréfite gemeinsame Teiler von f,g € R, so ist dy ~ ds.

Ein grofiter gemeinsamer Teiler ist daher eindeutig bestimmt bis auf Multi-
plikation mit einer Finheit.

Der Nachweis unter 4. erfordert eine
kleine Rechnung.

1/2/21

Hier ist etwas Vorsicht geboten. Unter
so allgemeinen Voraussetzungen
diirfen wir den Begriff des irreduziblen
Elements nicht mit dem des
Primelements verwechseln.

Die irreduziblen Polynome in R[X]
und C[X] werden spéter angegeben.

1/2/22

Die Definition verwendet nur die
Teilbarkeitsrelation. Allerdings wird
nicht behauptet, dass stets ein grofiter
gemeinsamer Teiler existiert.

1/2/23
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Beweis. di, ds seien grofite gemeinsame Teiler von f und g, dann folgt
nach der Eigenschaft (2) in 1/2/22 insbesondere ds|d; und di|ds, daher
dy ~ da. J

Ganz dhnlich wird ein weiterer Begriff der Teilbarkeitslehre eingefiihrt.

Definition. (kleinstes gemeinsames Vielfaches)

Sind f, g € R, dann heifit c € R kleinstes gemeinsames Vielfaches von
f und g, falls

(1) fle und gc;
(2) fir ¢ € R mit f|¢' und g|¢' gilt stets c|c.

Leicht ergibt sich der folgende

Satz. (Eindeutigkeit des kleinsten gemeinsamen Vielfachen)

Sind ¢ und ¢ kleinste gemeinsame Vielfache von f, g € R, so ist ¢~ ¢ .

Teilbarkeitslehre im Ring der ganzen Zahlen

Die zuvor eingefiihrten Begriffe der Teilbarkeitslehre werden nun auf den Ring
Z der ganzen Zahlen angewendet. Insbesondere ergibt sich in diesem Fall die
Existenz des grofiten gemeinsamen Teilers und des kleinsten gemeinsamen
Vielfachen aus den nachfolgenden Uberlegungen.

Wir beginnen mit einem klassischen Verfahren zur Bestimmung des grofiten
gemeinsamen Teilers, es beruht auf der Division mit Rest:

Sind f,g € Z und g > 0, so existieren ganze Zahlen q,7 € Z mit 0 <r < g,
fir die f = g-q+ r ist. Dafiir schreiben wir gelegentlich auch

f:g=qRestr

und bezeichnen r als Rest von f bei Division durch g.

Satz. (euklidischer Algorithmus)
Essei (f,g) € Z? ein Paar ganzer Zahlen mit f > g > 0. Wir ordnen ihm
eine endliche Folge

(f,9) = (fo.90) = (fr.q1) = ... = (fis9i) = (fiv1,9i+1) — ... = (fr.90)
von Zahlenpaaren (fi,g;) € Z* zu mit f; > g; > 0 fir i > 0, wobei
fix1 = g; und g;+1 der Rest von f; bei Division durch g; ist,

[i =49+ giv1, @i 941 €Z, 0<giy1 < gi.
Wegen g > g1 > ... > g; > ... (>0) bricht das Verfahren (Kettendivision)

nach endlich vielen Schritten ab; d = g; sei der letzte von 0 verschiedene
Rest. Dann gilt:

(1) Es gibt Zahlen p, q € Z mit d=pf+ qg.

(2) d ist gréfter gemeinsamer Teiler von f und g.

Beweis. Die Eigenschaft (1) folgt durch schrittweises Einsetzen aus den
angegebenen Gleichungen

f=a99+aq1, 9=fi=qg+g2 ...,
Ji=4aigi + giv1, -,
ficir=q-19-1+t g =q-19-1 +d.
Wir haben dafiir lediglich induktiv zu priifen, dass fiir ¢ <1 gilt:

1/2/24

1/2/25

Beweis als Ubungsaufgabe . ..

1/2/26

Diese Eigenschaft ganzer Zahlen lisst
sich beweisen, indem fiir r das
Minimum aller nicht negativen Zahlen
gewéhlt wird, fir die f —s durch ¢
teilbar ist.

Obwohl die aus der Schule bekannte
Methode zur Bestimmung des gréfiten
gemeinsamen Teilers mittels
Primfaktorzerlegung recht anschaulich
ist, gibt sie uns weniger Informationen
als das hier angegebene Verfahren;
iiberdies ist die Primfaktorzerlegung
fiir grofle Zahlen schwer ausfiithrbar.
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Sind f;, ¢; Vielfachensummen von f und g, so auch f;41 und g;y1.

Zu (2) bemerken wir zunéchst, dass g1 = f; = qgi ist (q € Z geeignet
gewihlt). Einsetzen in die obige Kette von Gleichungen zeigt, dass d = g
dann sowohl f als auch g teilt.

Umgekehrt wissen wir nach (1), dass die Zahl d Vielfachensumme von f
und g ist, also muss jeder Teiler von f und g auch d teilen. Folglich ist d
grofiter gemeinsamer Teiler von f und g. |

Korollar — Bezeichnung. f, g € Z seien ganze Zahlen.

(1) Es emistiert ein grofiter gemeinsamer Teiler d fir f und g. Bis auf
Assoziiertheit kann d > 0 gewdhlt werden und ist dadurch eindeutig
bestimmt. Wir bezeichnen diese Zahl mit ggT(f,g) := d.

(2) Es existieren a,b € Z mit ggT(f,g) =a-f+b-g.

Beweis. Fiir ¢ = 0 oder f ~ g ist f grofiter gemeinsamer Teiler von f
und g; die Aussagen (1), (2) sind in diesem Fall evident. Anderenfalls kann
0.B.d.A. f > g > 0 gewihlt werden, womit die Behauptung aus dem Satz

folgt. |

Beispiele.

(1) Wir bestimmen ggT(30,22). Mit der Notation aus dem Satz gilt Hier ist nur nach dem groBten
(307 22) i (22, 8) s (8,6) s (6, 2) wegen gemeinsamen Teiler gefragt.

30=1-22+438, 22=28+6, 8=1-6+2.
Daher folgt ggT(30,22) = 2.
(2) Wir bestimmen den grofiten gemeinsamen Teiler von f = 29, g = 17

und stellen ihn als Vielfachensumme dieser Zahlen dar.
Wird mit r; der Rest bei der i-ten Division bezeichnet, so ergibt sich:

29:17=1Rest 12 | 29=171+12 | f —g =mn Dieses Beispiel soll eine Anregung

17:12=1Rest 5 | 17=121+ 5| g —r =70 | 10o=—f+2g sein, beim ,,Rechnen mit der Hand“
die Zwischenschritte systematisch
12: 5=2Rest 2| 12= 524 2 | ry —2ro=7r3 | r3=3f—>5yg aufzuschreiben.

5: 2=2Rest 1 5= 224 1 |rg—2r3=1r4 | 74=—-7Tf+12¢

Die letzte Spalte der Tabelle entstand dabei durch Einsetzen aus der
vorhergehenden. Mit r4 = 1 erhalten wir den grofiten gemeinsamen
Teiler als 1= —-7-f +12-g. |

Das zentrale Resultat iiber die Faktorzerlegung ganzer Zahlen beruht auf dem
folgenden

Satz. (Lemma von Fuklid) 1/2/27
Ist p € Z irreduzibel, so gilt fiir beliebige Zahlen f, g € Z :

pl(f-9) = »lf V plg.

Beweis. O.B.d.A.sind f, g #0. Ist pff, dannist 1 groBter gemeinsamer
Teiler von p und f, denn +1 sind die einzigen echten Teiler von p. Nach
dem vorigen Satz folgt 1 = a-p+b- f mit geeigneten Zahlen a,b € Z.
Multiplikation dieser Gleichung mit ¢ ergibt ¢ = a-p-g + b-f-g, und die
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rechte Seite ist entsprechend der Voraussetzung durch p teilbar, also gilt p|g.
d

Definition — Korollar. Essei pe Z, p> 1.
(1) Die Zahl p heiBBt Primzahl, falls sie nur dann Teiler eines Produkts ist,
wenn sie einen der Faktoren teilt: p|fg = p|f V p|g.

(2) p ist genau dann Primzahl, wenn p irreduzibel ist, d.h. wenn in Z nur
die Teiler £1, +p existieren.

Beweis. Nach dem Satz bleibt noch zu zeigen, dass eine Primzahl p irredu-
zibel ist. Wir iiberpriifen die Eigenschaft (3) im Lemma aus 1/2/21: Es sei
p = f-g. Dann ist p insbesondere ein Teiler von f-g, daher 0.B.d.A. p|f.
Wegen f|p folgt p ~ f. |

Satz. (Hauptsatz der Arithmetik)

Jede ganze Zahl > 1 ist Produkt von Primzahlen. Diese sind bis auf Reihen-
folge eindeutig bestimmit.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenz einer Faktorzerlegung: Bezeichnet
n > 1 die kleinste Zahl, die kein Produkt von Primzahlen ist, so kann n
selbst keine Primzahl sein, es gilt also n = f - g mit geeigneten Zahlen
1< f<n, 1<g<n. Nunsind f und g Produkte von Primzahlen, daher
auch n, 'A/ )

Sind nun py ... pm = q1 - ... - g, zwei Zerlegungen derselben Zahl in
positive irreduzible Faktoren p; bzw. ¢;, so muss nach dem Lemma von
Euklid p; eine der Zahlen g; teilen. Da p; keine Einheit ist, folgt p; = g;.
So ergibt sich induktiv m = n und nach Permutation der ¢; auch p; = ¢;
fir i=1,...m. |

Mit der hier dargestellten Methode ist es nicht schwer, einen entsprechen-
den Satz fiir den Polynomring K[X] iiber einem Kérper K zu beweisen. Im
zweiten Kapitel wird das im Zusammenhang mit dem Studium der Nullstel-
lenmengen von Polynomen ausgefiihrt.

Die (auch im Rahmen der Ubungsaufgaben behandelte) Existenz eines klein-
sten gemeinsamen Vielfachen fiir Zahlen f,g € Z ergibt sich leicht aus dem
Satz. Die dazu assoziierte nichtnegative Zahl wird mit kgV(f, g) bezeichnet.

Das Homomorphieprinzip fiir Ringe

Wir beginnen mit einem Beispiel. R = Z/mZ sei die Faktorgruppe von
Z nach der Untergruppe mZ, m € IN. Fir m = 0 ist der kanonische
Homomorphismus Z — Z/mZ bijektiv, d.h. die Faktorgruppe R besitzt
bereits eine Ringstruktur. Nun sei m beliebig. Wir definieren auf R eine
Multiplikation durch

(%) @-b:=ab fir a,bcZ,
wobel T :=x +mZ die Klasse des Elements x bezeichnet.

Die Vereinbarung (*) ist nicht a priori sinnvoll, denn wir haben zur Definition
des Produkts Reprédsentanten der Klassen @, b verwendet.

1/2/28

Das Resultat aus dem Satz wird hier
zur Definition des Begriffs Primzahl
verwendet.

Dieser Satz ist uns natiirlich vertraut.
Danach kann beispielsweise der ggT
als Produkt der maximalen
Primzahlpotenzen bestimmt werden,
die in zwei Zahlen auftreten.

1/2/29

Dieses Beispiel dient der spéteren
Konstruktion einiger endlicher Kérper.
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Es sei also @ = a; und b = b;. Dann ist a=a; + ¢-m, b="b; + r-m mit
geeigneten Zahlen ¢, r € Z. Multiplizieren wir beide Gleichungen miteinan-
der, so erhalten wir ab = a;1b; + ¢ mit ¢ = (a1r + biq + grm)m € mZ; die
Klassen von ab und a;b; stimmen daher iiberein.

R =7Z/mZ erfillt mit der Multiplikation (x) alle Eigenschaften eines kom-
mutativen Ringes und heifit Ring der Restklassen modulo m. Die Gleichheit
T =7 zweier Klassen wird auch durch die Notation a =b mod (m) ausge-
driickt.

Wir bemerken, dass sich diese Konstruktion verallgemeinern ldsst; in Ana-
logie zur Faktorgruppe haben wir hier in einem Spezialfall den Faktorring
konstruiert. Die Abbildung Z — Z/mZ, die n € Z auf die Klasse 7 ab-
bildet, ist konstruktionsgeméf ein Ringhomomorphismus.

Allgemein kénnen wir so vorgehen: Der bereits unter 1/2/3 definierte Kern
eines Ringhomomorphismus f : R — S ist der Kern des zugehérigen Ho-
momorphismus der additiven Gruppen, d.h. ker(f) = f~1(0). Er ist bis auf
Ausnahmen kein Unterring, erfiillt jedoch stets die folgende

Definition. (Ideal)

Eine Untergruppe a der additiven Gruppe des Ringes R heifit (zweiseitiges)
Ideal, falls fiir beliebige r € R und z € a gilt r-z €a und z-r € a.

Bemerkung. (Rechnen mit Idealen)
1. In einem Ring R gibt es wenigstens die trivialen Ideale
0:= {0} (Nullideal) und R (Finsideal).
2. Ein Korper besitzt nur die trivialen Ideale.

3. Der Durchschnitt einer Menge von Idealen im Ring R ist stets wieder
ein Ideal.

4. Ist F C R Teilmenge des Ringes R, so ist der Durchschnitt aller Ideale
a aus R mit F Ca einIdeal (F), es heifit das von F' erzeugte Ideal.
(F) ist das kleinste Ideal, das F' enthélt.

Insbesondere ergibt sich 0 = (0) = ().
Fiir einen kommutativen Ring R gilt
(F) = ZfR:: { Zaff|af € R, fast alle af 20}.
fer feF

Im Fall einer endlichen Menge F = {fi, ...
tion (F)=:(f1,...,[fs) verwendet.

, fs} wird meist die Nota-

5. Ist @ = (f) fiir ein geeignetes Element f € R, so wird a ein Haupt-
ideal genannt. Das Nullideal und das Einsideal (1) = R sind spezielle
Hauptideale.

Nach Satz 1/1/10 ist jedes Ideal im Ring Z ein Hauptideal, genauer:
eines der Ideale (m)=mZ, m € IN.
Mit der unter 4. eingefiihrten Bezeichnung gilt z.B. (6,4) = (2).

6. Die Summe der Ideale a und b des Ringes R ist
a+b:=(aUb)={a+blaca,becbd};
diese Operation ist kommutativ und assoziativ.
Unter Verwendung der Bezeichnung aus 4. gilt beispielsweise

(f177f8):(f1)+ +(f8)

Satz — Definition. (Fuktorring)

Die in der Zahlentheorie iibliche
Notation a =b mod (m) wird hier
selten verwendet.

ker(f) ist zwar stets eine Untergruppe
von (R, +), enthélt aber nur dann
1r, wenn R = ker(f). Es folgt
f(lg) =15 =0, d.h. S ist der
Nullring.

1/2/30

Die angegebenen Eigenschaften sind
mehr oder weniger offensichtlich.

3. folgt z.B. aus 1/1/8 und daraus,
dass die Multiplikation mit
Ringelementen nicht aus einem Ideal
herausfiihrt.

Warnung: Im Polynomring
K[X1,X2] ist dagegen (X1,X2) =
{ll1X1 + a2 X2 I a; € K[Xl,Xg}}
kein Hauptideal, d.h. es existiert kein
Polynom f mit der Eigenschaft

(X1, X2) = (f).

1/2/31

Dieser Satz und der nachfolgende
Homomorphiesatz fiir Ringe sind
nahezu identisch mit den
entsprechenden Aussagen fiir
Gruppen.
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Ist a ein Ideal in dem Ring R, so besitzt die Faktorgruppe R/a eine ein-
deutig bestimmte Multiplikation, fiir die der kanonische Gruppenhomomor-
phismus p: R — R/a, r — T ein Ringhomomorphismus ist.

R/a heifit Faktorring von R nach a und p der kanonische (Ring-)Homo-
morphismus von R auf R/a.

Beweis. Der Gruppenhomomorphismus p ist nur dann ein Ringhomomor-
phismus,; wenn fiir a,b € R stets p(a-b) = p(a)-p(b) gilt. Folglich ist

(%) @-b:=a-b fir a,b€R

(in diesem Fall) die einzig mogliche Definition einer Multiplikation auf R/a.
Wie im zuvor ausgefiihrten Beispiel 1/2/29 kann verifiziert werden, dass die
Vorschrift (%) nicht von der Wahl der Reprisentanten in den Klassen @, b
abhéingt und daher auch sinnvoll ist. Die Ringeigenschaften sind unter Ver-
wendung von () leicht nachzurechnen. |

Wie im anfangs erlduterten Spezialfall heiffit R/a auch Restklassenring von
R modulo a. Fiir a,b € R mit @ = b wird gelegentlich die Schreibweise
a = b mod a verwendet.

Satz. (Homomorphiesatz fiir Ringe)

f : R — R’ sei ein Ringhomomorphismus, so existiert ein eindeutig be-
stimmter injektiver Ringhomomorphismus j: R/ker(f) — R’ mit f = j-p,
wobei p den kanonischen Homomorphismus p: R — R/ ker(f) bezeichnet.

R ! - R

o~ g

R/ ker(f)

FEs gilt insbesondere im(f) = R/ ker(f).

Beweis. Nach dem Homomorphiesatz fiir Gruppen (vgl. 1/2/26) existiert
ein eindeutig bestimmter Gruppenhomomorphismus j, fiir den das angege-
bene Diagramm kommutiert. Aus 1/2/31 folgt unmittelbar, dass j mit der
Multiplikation vertréglich ist. d

Die Faktorisierung eines beliebigen Homomorphismus iiber den kanonischen
Homomorphismus lésst sich ebenso fiir Algebren ausfithren, d.h. wenn die
Ringe R und R’ mit Strukturmorphismen versehen sind, die mit f kom-
mutieren. Das bereitet keinerlei Schwierigkeiten, hétte allerdings die Bezeich-
nungen unnoétig kompliziert. Der Begriff des Faktorringes ist dann durch den
der Faktoralgebra zu ersetzen, deren Strukturmorphismus durch Kompositi-
on des Strukturmorphismus von R mit dem kanonischen Homomorphismus
entsteht.

Primkorper und Charakteristik

Wir wenden uns erneut den Faktorringen der ganzen Zahlen zu und betrach-
ten als Beispiel R = Z/6Z. Hier gilt 2-3 = 6 = 0, und beide Faktoren sind
von der Nullklasse verschieden. R ist daher kein Integritétsbereich.

Nun soll untersucht werden, welche der Ringe Z/mZ nullteilerfrei sind.
Die Félle m = 0, m = 1 sind recht einfach: m = 0 ergibt einen zu Z

1/2/32

Hier steht wieder das vertraute
kommutative Diagramm, das wir im
Zusammenhang mit dem
Homomorphieprinzip fiir Gruppen
kennen gelernt haben.

1/2/33

1/2/34

Betrachten wir R als Z-Algebra, so
erhélt 2-3 = 0 mit der Konvention
aus 1/2/12 die Gestalt 2-3 =0.
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isomorphen Ring, der damit nullteilerfrei ist, und fiir m = 1 erhalten wir
den Nullring. Nun nehmen wir an, m > 1 sei keine Primzahl. Dann ist
m von der Form m = a-b mit geeigneten Zahlen a, b, 1 < a < m und
1 < b < m. Daherist 0 das Produkt der Klassen @ # 0 und b # 0, also
Z/mZ kein Integrititsbereich.

Es verbleibt der Fall einer Primzahl m. Ist 0= a-b, so muss m Teiler von
a-b sein, teilt also eine der Zahlen a, b. Diese liegt dann in der Klasse 0
aus Z/mZ. Damit ist Z/mZ im letzteren Fall ein Integritédtsbereich. Da
dieser Ring endlich ist, erhalten wir sogar noch mehr:

Satz. Fiir jede Primzahl p ist Z/pZ ein Korper. Er wird von nun an mit
dem Symbol IF, bezeichnet.

Beweis. Wie soeben gesehen, besitzt die Multiplikation des Ringes R =
Z/pZ eine Einschrinkung auf die Menge M der von 0 verschiedenen Ele-
mente. Es bleibt zu beweisen, dass fiir « € M beziiglich der Multiplikation
stets ein Inverses existiert. Dazu betrachten wir die Abbildung f: M — M
mit f(a) := a-x. Sind a1, a3 € M mit f(a;) = f(az), so gilt in R die
Gleichung ajx = asxz. Wegen z # 0 ergibt die Kiirzungsregel a; = as.
Damit haben wir eine injektive Abbildung f der endlichen Menge M in
sich gefunden. Folglich ist f ist bijektiv, und das Urbild von 1 beziiglich f
ist multiplikativ invers zu . E]

Satz — Definition. (Charakteristik eines Kirpers)

Jeder Korper K besitzt einen kleinsten Unterring. Er ist entweder isomorph
zu Z oder zu genau einem der endlichen Korper IF,, wobei p eine Primzahl
bezeichnet. Im ersten Fall setzen wir char(K) := 0, sonst char(K) := p.
Diese Zahl heif3t Charakteristik von K.

Beweis. Wir betrachten den Strukturmorphismus f : Z — K der Z-
Algebra K, gegeben durch f(n) = n-1. Sein Bild liegt offenkundig in
jedem Unterring von K.

ker(f) ist eines der Ideale mZ, m € IN (vgl. 5. in 1/2/30 oder 1/1/10). Da
ein Korper mindestens zwei verschiedene Elemente besitzt (0 und 1), kommt
m =1 nicht infrage. Falls m # 0 ist, muss im(f) = Z/mZ endlich sein (vgl.
1/2/32). Die Uberlegungen unter 1/2/34 ergeben, dass m eine Primzahl ist
(sonst hitte K Nullteiler). Das Bild im(f) ist daher zu einem der Korper
IF, isomorph.

Es verbleibt nur noch der Fall m = 0. Dann ist ker(f) = {0}, also f
injektiv und daher Z = im(f). d

Das Rechnen in den Kérpern IF, mag ungewohnt sein, ist aber (insbesondere
fiir kleine Primzahlen p) wenig aufregend.

Fir a € Z darf die Klasse @ € IF, ebenfalls mit a bezeichnet werden,
denn IF, ist eine Z-Algebra. Mit dieser Konvention ergeben sich merkwiirdig
anmutende Identititen wie z.B. 1+ 1 =0 oder 1 =3 in IF,.

Das multiplikative Inverse eine Elements @ € IF, \ {0} ldsst sich mittels
einer Multiplikationstafel bestimmen. Es gibt jedoch die folgende Alternative:
Wegen ggT(a,p) =1 finden wir mit dem euklidischen Algorithmus b, ¢ € Z,
fiir die a-b+ c-p =1 ist. Bilden wir die Klassen modulo p, so erhalten wir
a-b=1in IFp.

Die Korper F, werden neben IR und
C die wichtigsten Grundkorper in
spateren Rechenbeispielen bilden.

Die Existenz dieser Einschrankung ist
nur eine andere Formulierung dafiir,
dass R Integritétsbereich ist.

1/2/35

Diese Einteilung liefert eine erste,
grobe Klassifikation der Korper.
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Beispiel. Wir suchen das multiplikative Inverse fiir 17 € IFog. Unter 1/2/26,
Beispiel (2) haben wir mit dem euklidischen Algorithmus bereits ausgerech-
net, dass in Z der gréfite gemeinsame Teiler der Zahlen 17 und 29 durch
1 =1217—17-29 gegeben ist. Ubergang zu den Restklassen modulo 29 ergibt
1=12-17 in Fyy, d.h. 1771 =12, a

Aus dem Beweis des Satzes ist zu entnehmen, dass die Charakteristik eines

Korpers K auch so beschrieben werden kann:

Wir betrachten alle Vielfachen n-1g des Finselements von K mit n € N,

so gibt es genau zwei maogliche Fille:

(1) n-1g #£0 fir alle n >0, dann ist char(K) = 0.

(2) Es existiert ein m >0 mit n-1x = 0; die kleinste dieser Zahlen n ist
char(K).

Fiir einen Korper K der Charakteristik 0 haben wir einen injektiven Ho-
momorphismus ¢ : Z — K gefunden. Dieser liasst sich fortsetzen zu einem
injektiven Homomorphismus

a t(a)
Q — K, 57 ) (acZ,beZ\{0}),

d.h. es gibt ein kommutatives Diagramm
/A K
Q

injektiver Ringhomomorphismen.

Definition — Satz. (Primkirper)

Der kleinste Unterkorper eines Korpers heifit sein Primkorper. Er ist zu ge-
nau einem der Korper Q bzw. IF, isomorph, die auch als Primkorper der
betreffenden Charakteristik 0 bzw. p bezeichnet werden.

Wir verfiigen nun iiber Methoden, aus gegebenen Ringen neue zu konstruie-
ren. Dazu gehoren insbesondere die Erweiterung durch Polynome, die Fak-
torbildung und die Quotientenbildung. Im Zusammenhang mit dem Studium
von Gleichungen lernen wir spiter noch algebraische Erweiterungen kennen.
Die Elemente eines fixierten Grundkorpers, iiber dem wir alle unsere Rech-
nungen ausfithren, werden wir kiinftig ganz unbefangen ,,Zahlen* nennen.

Nebenstehende Uberlegungen erkliren
den folgenden Satz 1/2/36. Der
injektive Homomorphismus Q — K
wird kiinftig als Inklusion betrachtet.

1/2/36

Q und IF, spielen damit eine
Sonderrolle unter allen Kérpern.
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von Quotientenkorpern beliebiger Integritétsbereiche)

Komplexe Zahlen (Realteil, Imaginirteil, Konjugation)
Rechnen mit komplexen Zahlen

Fundamentalsatz der Algebra (ohne Beweis)

Der Polynomring in einer Unbestimmten (Definition)
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