Kapitel 2

Algebraische Gleichungen

Das Wort ,,Algebra“ wird auf eine Aufgabensammlung aus dem 9. Jahr-
hundert zuriickgefithrt; es entstand aus ihrem Titel , Hisab al-jabr w’al-
mugabalah® (,, Wissenschaft der Reduktion und des gegenseitigen Aufhe-
bens*). Verfasst wurde dieses Buch von Muhammad ibn Musa al Hwarizmi,
aus dessen Namen im Laufe der Zeit auch das Wort ,, Algorithmus“ entstan-
den sein soll.

Algebra in ihrem urspriinglichen Sinn ist so als die Lehre der Auflésung von
Gleichungen zu verstehen. Damit beschéftigten sich bereits Mathematiker
frither Kulturen, etwa im Zusammenhang mit Problemen geometrischer Art,
wie sie in der Landvermessung auftraten. Es gibt Keilschrifttafeln aus dem
2. Jahrtausend v.u.Z., auf denen lineare Gleichungssysteme mit mehreren
Unbekannten und sogar Systeme hoheren Grades gelost werden.

Wir haben bereits im 1. Kapitel gesehen, dass die Frage nach der Auflésung
von Gleichungen immer wieder Anlass zur Erweiterung des Zahlbegriffs gab.
Die ganzen Zahlen erhalten wir als Losung des Problems, wie zu gegebenen
natiirlichen Zahlen a und b eine Zahl x gefunden werden kann, fiir die
a+ x = b ist. Das ist allgemein moglich, wenn anstelle der natiirlichen die
ganzen Zahlen betrachtet werden.

Eine dhnliche Situation ergibt sich fiir die Multiplikation.

Die Gleichung a-z =b mit a,b € Z und a # 0 besitzt erst nach Ubergang
zum Korper Q der rationalen Zahlen stets eine Losung x € Q.

Wie schon friither erwihnt, entsteht durch die Konstruktion des Korpers €
der komplexen Zahlen ein Zahlbereich, in dem jedes nichtkonstante Polynom
mindestens eine Nullstelle besitzt. Wir wollen allerdings nicht iibersehen,
dass es vom Wissen iiber die Existenz einer Nullstelle bis zu ihrem Auffinden
ein weiter Weg sein kann. Es gibt sogar Gleichungen, fiir die es prinzipiell
unmoglich ist, eine Losung im Sinne einer Formel anzugeben, in der aufler
den Grundrechenarten nur Wurzelausdriicke vorkommen, so wie wir dies z.B.
von quadratischen Gleichungen kennen.

FEin Gegenbeispiel (wir geben hier keinen Beweis an) ist die recht einfach an-
mutende Gleichung z° — 10x — 2 = 0, die nach dem Zwischenwertsatz der
Analysis sogar eine reelle Losung besitzt. Dieses Phdnomen werden wir erst
recht zu beachten haben, wenn wir Systeme von Gleichungen htheren Grades
mit mehreren Variablen 16sen.

Der Verzicht auf Exaktheit beim Rechnen mit Niherungen wirft dagegen
neue Probleme auf.

Die Naturwissenschaften und die Technik stellen gerade in der Gegenwart al-
lerhochste Anforderungen an die Mathematik hinsichtlich der Auflésung von
Gleichungssystemen. Dies ist keine einseitige Entwicklung. Die Nutzung von
Computern hatte zweifellos einen entscheidenden Einflufl auf die Entwick-
lung der letzten Jahrzehnte des 20. Jahrhunderts, wovon auch die ,reine“
Mathematik nicht unberiihrt blieb: Die Auflésung polynomialer Gleichungen
konnte in gewisser Weise automatisiert werden. Das symbolische Rechnen
(auch Computeralgebra genannt) wurde nicht nur zu einer Schliisseltechno-
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logie der heutigen Informationsgesellschaft, es eréffnet der mathematischen
Forschung den Zugang zur Nutzung von Algorithmen, die vergangenen Gene-
rationen von Mathematikern zwar in Ansétzen bekannt waren, wegen ihrer
Komplexitidt aber ohne die aktuellen technischen Hilfsmittel nicht genutzt
werden konnten.

Wir sollten jedoch nicht erwarten, dass eines Tages Maschinen unsere Ar-
beit erledigen, sondern miissen uns im Gegenteil bewusst sein, dass wir vor
Herausforderungen stehen, wie es sie in der Geschichte der Mathematik noch
nicht gegeben hat. Bruno Buchberger, der fiir die Computeralgebra funda-
mentale Arbeit geleistet hat, bemerkte dazu, wer heute Mathematik studie-
re, befinde sich ,,...im ;Auge des Hurricans’ der modernen Entwicklung und
nicht irgendwo in einem Hinterzimmer® ... ,Je algorithmischer und dann je
effizienter man mathematische Probleme 16sen will, umso mehr mathemati-
sche Theorie und umso schwierigere Beweise sind n6tig und nicht umgekehrt“
(vgl. [DMV]Y).

Das vorliegende Kapitel kann nicht mehr sein als ein Einstieg in die Frage
nach den Losungen polynomialer Gleichungssysteme. Am Schluss wird klar,
dass die Struktur der Losungsmengen sehr viel subtiler ist, als es auf den
ersten Blick vermutet werden mag. Die mathematische Disziplin, die sich
insbesondere den qualitativen Aspekten des Studiums der Losungsmengen
widmet, ist die algebraische Geometrie. Die numerische Mathematik befasst
sich dagegen mit dem Auffinden von N&herungslosungen; auch dazu kénnen
wir hier nur Andeutungen machen.

2.4 Teilbarkeitslehre im Polynomring K[X]

K bezeichnet einen festen Grundkorper. Wir untersuchen Teilbarkeitseigen-
schaften der Polynome im Ring K[X]. In einem wohl verstandenen Sinn ist
dies das Studium der Losungsmengen von Gleichungen in einer Unbekannten.
Es wird insbesondere gezeigt, dass eine im Wesentlichen eindeutige Zerlegung
in irreduzible Faktoren existiert; eine analoge Aussage kennen wir schon fiir
ganze Zahlen, und auch ihr Beweis stimmt weitgehend mit dem bereits ver-
trauten Fall {iberein.

Bezeichnungen.
Die lexikographische Ordnung der Monome in K[X] ist durch

> XIS X S s XS X1
gegeben, und fiir f = a;X* +as 1 X'+ ... + a1 X +ap € K[X] mit
a; € K, as # 0 setzen wir
LC(f) := as (Leitkoeffizient oder Anfangskoeffizient),
LM(f) := X* (Leitmonom oder Anfangsmonom),
LT(f) := asX® = LC(f)-LM(f) (Leitterm oder Anfangsterm).

LC(f) =1 bedeutet, dass f ein normiertes Polynom ist. Im Unterschied zur
Untersuchung linearer Polynome ist im vorliegenden Fall LM(f) > LM(g)
gleich bedeutend mit der Bedingung deg(f) > deg(g).

Sind f,g € K[X]\ {0} und s=deg(f) > deg(g) =t, so setzen wir
LI(s) LOU) oot

T
S(f,9) =f— m'!}:f— LC(g)

! Mitteilungen der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 2,/2000

2/4/1

vgl. auch 1/2/28

vgl. auch 2/2/1 fiir die analogen
Notationen im Fall linearer Polynome
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Da sich die Terme hochsten Grades autheben, ist deg(f) > deg(S(f,g)).

Lemma. (Division mit Rest)

Sind f,g € K[X] Polynome und g # 0, so existieren q,r € K[X] mit
f=gq+r und deg(r) < deg(g). Wir sagen auch, f ist mit Rest r durch
g teilbar und schreiben dafiir gelegentlich

f:9=q Rest r.

Beweis. Der Fall deg(f) < deg(g) ist trivial (¢ =0 und r = f). Nun sei
deg(f) > deg(g). Wir fixieren g und nehmen induktiv an, die Behauptung
gelte fiir Polynome kleineren Grades als deg(f), konnen also voraussetzen,
dass insbesondere S(f,g) = ¢19+r mit deg(r) < deg(g) ist. Durch Einset-

zen folgt
£ =S50+ L0 = (o+ Tped o+

und damit die Induktionsbehauptung. |

So wie fiir lineare Polynome gibt es auch im vorliegenden Fall ein grundle-
gendes Verfahren zum Auffinden einer Normalform.

Euklidischer Algorithmus

Esseien f,g € K[X]\ {0} und deg(f) > deg(g). Ist S(f,g) # 0, so ordnen
wir (f,g) das Paar (f1,91) € (K[X]\ {0})? zu,
(fi:91) == (S(f, 9),9) fir deg(S(f,9)) = deg(g)
(fi,91) == (9,5(f,9)) fir deg(S(f,9)) < deg(g)-

Konstruktionsgemé8 ist deg(f) > deg(f1) oder deg(g) > deg(g1). Fahren
wir entsprechend fort, so muss deshalb nach endlich vielen Schritten
(f9) = (froq) = .= (fisgi) = (fir1, 9i41) = . = (froa0)

das Verfahren abbrechen, also S(f;, ;) das Nullpolynom sein. d := g; heift
dann letzter Teiler im euklidischen Algorithmus.

bzw.

Zusammenfassen von Teilschritten ergibt eine Folge von Divisionen mit Rest
und damit eine weitere Interpretation fiir d.

Bemerkung. (Kettendivision)

Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

(1) d ist der letzte von 0 verschiedene Rest einer Kettendivision, d.h. das
letzte Polynom in einer Folge

(f,g) — (hl,h2> = .. = (hi,hiJrl) = ... = (hn,d),

die so entsteht: Beginnend mit (f, g) ordnen wir einem Paar (h;, h;y1) €
(K[X]\ {0})? mit deg(h;) > deg(h;y1) das Paar (hsy1,7) zu, wobei
r der Rest von h; bei Division durch h;; ist. Das ist die ,klassische
Form“ des euklidischen Algorithmus.

Es existieren Polynome p,q € K[X] mit d = pf+qg. Diese Eigenschaft
folgt durch schrittweises Einsetzen aus dem angegebenen Verfahren zur
Bestimmung von d.

Beispiel.
Fir f=X*+3X3+X2-3X -2 und g = X*+2X3-4X2 -2X +3
ergibt der euklidische Algorithmus

(frg)— (X*+2X3 —4X? —2X +3,X? +5X% - X —5)

2/4/2

Diese Bezeichnung ist uns bereits vom
Rechnen mit ganzen Zahlen vertraut.

Der Induktionsanfang mit f = 0 ist
durch den Fall deg(f) < deg(g)
bereits erledigt.

2/4/3

Dies ist — solange der erste Fall
eintritt — die Aufeinanderfolge der
Teilschritte einer Division mit Rest.

2/4/4

. eine Wiederholung von 1/2/26

In der Aufgabensammlung finden Sie
Hinweise zur systematischen
Bestimmung von d als
Vielfachensumme von f und g.
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— (X3 +5X% - X —512X2 — 12),
und d = 12X?% — 12 ist der letzte von 0 verschiedene Teiler. Aus
f=1-g+(X3+5X2-X-5) und g= (X -3) - (X3+5X?2 - X -5)+d
folgt durch Einsetzen d = (3 —X) - f+ (X —2)-g.

Mit dem euklidischen Algorithmus lassen sich (zumindest prinzipiell) Glei-
chungssysteme in K[X] losen: Wir zeigen zunéchst, dass zwei Polynome
stets durch ein einziges ersetzt werden konnen, das dieselbe Nullstellenmen-
ge besitzt. Dieser Fall ist représentativ fiir eine beliebige endliche Menge von
Polynomen.

Bemerkung. Es secien f,g € K[X]\ {0}, deg(f) > deg(g) und d der
letzte Teiler im euklidischen Algorithmus fir das Paar (f,g). Dann gilt fir
die Nullstellenmengen dieser Polynome V(f,g) =V (d).

Beweis. Mit den Bezeichnungen aus 2/4/3 sei f; = S(fi,9:) +h-gi, h €
K[X]. Nun gilt fiir beliebige = € K:

file) =gi(z) =0 <= (S(fi,9:))(x) = gi(x) =0,
und induktiv folgt
flx) =g(2) =0 <= (S(fi, ) () = gu(x) = 0.
Fiir g; = d ist aber S(f;,g;) das Nullpolynom, daher ist die letztere Bedin-

gung #quivalent zu d(z) = 0. Wir erhalten d(z) = 0 <= x € V(f,g).
J

Im obigen Beispiel ist V(f,g) =V (d)=V(12(X +1)(X — 1)) ={1,-1}.
Es wird sich herausstellen, dass der gefundene Teiler d sogar grofiter gemein-
samer Teiler von f und ¢ ist, wodurch 2/4/5 verfeinert wird.

Die Bemerkung und ihr Beweis erinnern an den gaufischen Algorithmus. Al-
lerdings haben wir verschiedene Probleme bei der Interpretation des Resul-
tats.

e Die Bestimmung der Nullstellen eines Polynoms kann schwierig, in einem
gewissen (hier nicht prézisierten) Sinn sogar unmoglich sein.

o Es ist zweckmifig, den Nullstellen ,, Vielfachheiten“ zuzuordnen, denn ob-
wohl etwa die Polynome f(X) = (X —1)° und ¢(X) = X — 1 nur
eine einzige Nullstelle besitzen (ndmlich = = 1), besteht ein qualitativer
Unterschied zwischen beiden Fillen.

e Anders als lineare Polynome miissen Polynome vom Grad > 1 keine Null-
stellen in einem gegebenen Grundkorper haben. Ein schon frither erwdhntes
Beispiel dafiir ist das Polynom X2+ 1 € R[X].

Kennen wir wenigstens eine der Nullstellen kennen, so hilft ein Trick.

Bemerkung. (Ausklammern von Linearfaktoren)

(1) =z € K sei eine Nullstelle von f € K[X]\ {0}, d.h. f(x) = 0. Dann
existiert ein Polynom ¢ € K[X] mit f=¢ (X — x).

(2) hornersches Schema: Ist f = ap X" + ... + a1 X + ap € K[X] mit

ag, - -- >0, € K ein Polynom vom Grad n > 1, so ergibt sich die Zahl
f(z) fiir beliebige z € K durch folgende Vorschrift. Wir setzen
bo = Qp, bl = bi_liﬂ + Qp—; fir 1= 1, Lo, n

und erhalten f(z) = b,. Gilt iiberdies f(z) =0, so ist
f = q(X — Jj) mit q := boXn71+b1Xn72—|— B Y. € =/

2/4/5

2/4/6

2/4/7

Dieses Vorgehen erlaubt die
Bestimmung von f(z) mit einer
geringen Anzahl aufwéndiger
Rechenoperationen (Multiplikationen).
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(3) Unter der Voraussetzung (1) existiert eine grofite natiirliche Zahl m, fiir
die (X —2)™ ein Teiler von f ist. In diesem Fall ist f = h- (X —x)™ mit
h(z) # 0. Die Zahl m wird Vielfachheit (Multiplizitat) der Nullstelle
x von f genannt.

(4) Fiir ein Polynom f=(X —aq1)-...-
lenmenge als V(f) ={a1,...,an}.

(X —a,) ergibt sich die Nullstel-

Beweis. (1) folgt aus (2). Wir bemerken unabhingig davon, dass dies noch
einfacher durch Division mit Rest erhalten werden kann, denn ist
f=q (X —2z)+r mit deg(r) < deg(X —z) =1, somuss r ein konstantes
Polynom sein; Einsetzen von = in r= f —¢q- (X —z) ergibt r =0.
Zum Beweis von (2) wird zunéchst induktiv gepriift (Ubungsaufgabe), dass
by = ant’ + an_ 12" 4+ L Fan_;, (i=0,...,n)

ist, damit folgt insbesondere b,, = f(x). Weiter gilt

(X —2) = (boX" P+ X" 2+ . A b2 X +bpy) (X —2)

=bo X"+ X" P+ by X

7b0$Xn71 — ... — bn_QIX — bn_lx
=boX™ + (by —box) X"+ ... 4 (b1 — bpo2)X —bp_12,
N——— —
An—1 ai
woraus sich im Fall 0 = f(z) wegen b, = 0 sofort a9 = b, —bp—12 = —bp_12

als konstanter Term der rechten Seite ergibt, daher ¢-(X — z) = f.
(3) erhalten wir durch wiederholte Anwendung von (1).

(4) folgt, da im Grundkérper K ein Produkt (x —aq)-...-(r —a,) genau
dann gleich 0 ist, wenn wenigstens einer der Faktoren verschwindet, also
x —a; =0 gilt fiir einen Index 1. |

Satz.

(1) Ist f € KI[X] nicht das Nullpolynom, so ist seine Nullstellenmenge
V(f) endlich, denn dann ist f ein Produkt f = (X—a1)-...-(X—as)-h
mit V(h) = 0.

(2) Sind f,g € K[X] Polynome und f(z) = g(x) fir unendliche viele
x € K, soist f=g (Identititssatz fiir Polynome).

Beweis. Der erste Teil der Behauptung folgt durch wiederholtes Ausklam-
mern linearer Faktoren nach der vorhergehenden Bemerkung 2/4/7 (1). Zum
Beweis von (2) wird (1) auf f — g angewendet: Ist V(f — ¢g) unendlich, so
muss f — g das Nullpolynom sein. |

Im Fall eines endlichen Grundkoérpers lassen sich die Nullstellen von Poly-
nomen beispielsweise durch systematisches Probieren ermitteln. Uber den
fiir uns besonders wichtigen Kérpern der komplexen und der reellen Zahlen
konnen wir die Typen irreduzibler Polynome angeben.

Satz. f € K[X] sei ein normiertes Polynom vom Grad n > 0.
(1) Ist K =C, so ezistieren (nicht notwendig verschiedene) Zahlen

a1, ..o €C mit f=(X—0a1) ... (X —ay).

(2) Ist K = R, dann ezistieren r,s € N mit r + 2s = n sowie Zahlen
A1y .. ,0p, by, ... bs, 1, ..., €R mit
f=X—-a1) ...-(X—a,) (X2+20: X +c1) ... - (X2 420X +¢),

wobei die Polynome X2+ 2b; X +c¢; keine (reellen) Nullstellen besitzen
(dh. b? < ¢, 1 <i<s).

(1) kann leicht auch direkt erhalten
werden: Ist f=¢q- (X —z)+r mit
deg(r) < deg(X —z) =1, so folgt
r € K. Einsetzen von z in
r=f—q-(X—xz) ergibt r=0.

2/4/8

Der Begriff des irreduziblen
Ringelements wird hier im Spezialfall
des Polynomrings untersucht.

2/4/9

D.h. in C[X] sind genau die linearen
Polynome irreduzibel.

D.h. in IR[X] sind genau die linearen
Polynome sowie die quadratischen
Polynome ohne reelle Nullstellen
irreduzibel.
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Beweis. Der Fall (1) ergibt sich unter Benutzung der vorigen Bemerkung
aus dem Fundamentalsatz der Algebra (vgl. 1/2/8).

Unter (2) betrachten wir das Polynom f zunichst als Element von C[X].
Die Zahlen «; € C, die sich dann gemé8 (1) finden lassen, werden so ange-
ordnet: aq,...,as € Rund apq1,...,a, ¢ R. Ist weiter « eine der zuletzt
genannten nicht reellen Nullstellen von f, dann muss wegen f(a) =0 auch
f(@) = 0 sein (die komplexe Konjugation ist mit Addition und Multipli-
kation vertauschbar, insbesondere also 0 = f(a) = >, a;0f = >, @ - @ =
>, a;@ = f(@), wenn a; € R die Koeffizienten von f sind). Daher kommen
die nicht reellen Nullstellen « des Polynoms f stets in Paaren (a, @) mit
a # @ vor. Folglich ist (X —ap41) - ... - (X —ay) (nach evtl. Umsortieren
und Ausmultiplizieren) ein Produkt von Faktoren

(X-a)-(X-a)=(X? - (a+a)X +aa),
wobei a+@ =2Re(a) € R und a@ = |af* € R. a

Mit den im Kap. 1 (1/2/19 - 1/2/25) eingefiihrten Begriffen der Teilbar-
keitslehre werden nun ganz allgemein Faktorzerlegungen von Polynomen un-
tersucht. Wir erinnern daran, dass die Einheiten in K[X] genau die von 0
verschiedenen konstanten Polynome sind. Assoziiertheit bedeutet daher, dass
sich Polynome nur um einen konstanten Faktor # 0 unterscheiden.

Irreduzibilitdt ist nicht immer leicht zu priifen, wir erwédhnen hier die ein-
fachsten Falle.

Lemma. f € K[X] sei ein nichtkonstantes Polynom.
(1) deg(f)=1 = f st irreduzibel.
(2) Es sei deg(f) € {2,3}, so gilt:
f st irreduzibel <= f besitzt keine Nullstelle in K.

Beweis. Aus f = g-h folgt deg(f) = deg(g) + deg(h) mit deg(g) > 0
und deg(h) > 0. Im Fall (1) zeigt dies g € K* oder h € K*. Ist im Fall
(2) weder g noch h konstant, so muss eines der Polynome g, h linear sein,
also f eine Nullstelle besitzen. |

Beispiele.

1. f=X3+X?+1€F;[X] ist irreduzibel, denn deg(f) =3 und f hat
keine Nullstelle in IF5. Um Letzteres einzusehen, bestimmen wir alle
Werte f(z) mit x € Fo: Esist f(0) = f(1) = 1.

2. f=X3-2¢eQ[X] ist irreduzibel, denn eine Nullstelle in @ wire auch
Nullstelle des Polynoms f, betrachtet als Element von IR[X]. In diesem
Ring gilt aber f = (X — V/2)(X?+ V2X + V/4), und der zweite Faktor
besitzt keine reelle Nullstelle, d.h. 2 ¢ Q ist einzige reelle Nullstelle
von f.

Nicht immer ldsst sich Irreduzibilitéit so leicht feststellen:

3*. f=X°-10X — 2 € Q[X] ist irreduzibel. Zum Nachweis wird zuniichst
gezeigt, dass eine Faktorzerlegung f = gh in zwei echte Teiler g und
h zur Folge hat, dass auch zwei normierte echte Teiler von f in Z[X]
existieren, deren Produkt f ist.
Danach hilft ein Trick: Von den beiden Teilern besitzt genau einer einen
konstanten Term, der durch 2 teilbar ist, und mittels Teilbarkeitseigen-
schaften ganzer Zahlen folgt daraus, dass auch alle {ibrigen Koeffizienten
dieses Faktors gerade sind. Das ist wegen der Normiertheit unmoglich.

2/4/10
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Die nachfolgenden Uberlegungen zur Teilbarkeitslehre von Polynomen ver-
laufen sehr &hnlich zum bereits behandelten Fall der ganzen Zahlen.

Satz. (Ezxistenz des grifiten gemeinsamen Teilers)

Sind f,g € K[X]\{0} und 0.B.d.A. deg(f) > deg(g), so ist der letzte
von 0 werschiedene Teiler im euklidischen Algorithmus 2/4/3 ein grofiter
gemeinsamer Teiler von [ und g.

Beweis. d sei der letzte von 0 verschiedene Rest in der Kettendivision. Wie
durch Einsetzen zu sehen ist, teilt d dann sowohl f als auch g¢.

Da d nach 2/4/4 (2) Vielfachensumme von f und g ist, muss jeder Teiler
beider Polynome auch d teilen. [ |

Natiirlich existiert ein grofiter gemeinsamer Teiler d der Polynome f und g
auch ohne die obige Einschrankung f,g # 0. Sind f und g nicht beide null,
so wird das eindeutig bestimmte normierte Polynom, das zu d assoziiert ist,
mit dem Symbol ggT(f,g) bezeichnet. Der Vollstindigkeit halber ist noch
geT(0,0) := 0 zu setzen.

geT(f,g) heifit von nun an der grofite gemeinsame Teiler von f und g.

Bemerkung — Bezeichnung. (ggT als Vielfachensumme)

Vollkommen analog zum bisher verwendeten Begriff lésst sich der grofite ge-
meinsame Teiler fiir mehr als zwei Polynome definieren, und es ergibt sich,

dass zu beliebigen fi, ..., f, € K[X] Polynome gq1, ... ,q, € K[X] exis-
tieren, die der Gleichung

geT(fi, ..., fa)=afi+ ... tanfn
geniigen.

Der Beweis des Hauptresultats in diesem Abschnitt beruht auf dem folgenden
Satz, der ebenso bewiesen wird wie die analoge Aussage in 1/2/27.

Satz. (Lemma von Fuklid)
Ist p € K[X] irreduzibel, so gilt fiir beliebige Polynome f,g € K[X]:
pl(f-g9) = plf V plg.

Jedes nicht konstante Polynom ist ein Produkt irreduzibler Polynome, denn
falls ein echter Teiler existiert, hat dieser einen kleineren Grad, woraus sich
induktiv die Existenz einer solchen Faktorzerlegung ergibt.

Nun folgt ein vertrauter Schluss: Sind p;- ... pm =¢q1 ... - q¢n zwei Zerle-
gungen desselben Polynoms in irreduzible Faktoren p; bzw. g;, so muss nach
dem Lemma von Euklid p; eines der Polynome g; teilen. Da p; keine Ein-
heit ist, folgt p; ~ ¢;. Wir erhalten induktiv m = n und nach Permutation
der g; auch p; ~¢; fir ¢ =1,...,m, damit also den folgenden

Satz. (Faktorzerlegung in K[X])

Jedes Polynom f € K[X]\ K ist Produkt irreduzibler Polynome; diese sind
bis auf Reihenfolge und Multiplikation mit Elementen aus K* eindeutig be-
stimmd.

Endliche algebraische Korpererweiterungen®

2/4/11

2/4/12

Offensichtlich ist ggT(f,0) ~ f.

Wir wissen bereits, dass fiir
fyg € K[X] der grofite gemeinsame
Teiler stets existiert, und

ggT(f,g) = pf + qg mit geeigneten
Polynomen p,q € K[X].

2/4/13

2/4/14

2/4/15
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Die zuvor behandelte Teilbarkeitslehre in K[X] hilft bei der Konstruktion
bisher nicht betrachteter Typen von Erweiterungskorpern, die im Fall K =Q
auch algebraische Zahlkorper heifien.

Der anspruchsvollere Leser findet hier eine Einfithrung — fiir die erste Anwen-
dungen bei der Klassifikation von Endomorphismen reicht jedoch auch die
vereinfachte Fassung dieser Texte (withlen Sie die Option ,,vereinfacht* = 3).
Ausgangspunkt ist das folgende Problem:

Ein Polynom f € K[X]\ K muss nicht immer eine Nullstelle in K besitzen.
Koénnen wir nach Korpererweiterung stets eine solche finden?

Fiir einen Unterkorper K der komplexen Zahlen folgt das aus dem Funda-
mentalsatz der Algebra. Ist z.B. f = 2% —2 € Q[X], so geniigt es, den Erwei-
terungskorper K’ = {a + bv/2|a,b € Q} C R von Q zu wihlen. Allgemein
lasst sich zu f € K[X]\ K ein ,kleinster* Korper K’ O K konstruieren,
fiir den f (als Element von K'[X]) in Linearfaktoren zerfiillt; dies ist der
Zerfillungskorper von f. Er ist dem exakten Rechnen (z.B. mit einem Com-
puter) besser zuginglich als die Kérper IR oder €, sofern die Operationen in
K beherrscht werden.

Da die genannten Spezialfille bereits fiir viele der spéteren Anwendungen
ausreichen, kann der weitere Text auch ohne die anschliefend erlduterte Kon-
struktion des Zerfallungskorpers verstanden werden — beispielsweise dann,
wenn Thnen die Untersuchung von Vektorrdumen iiber dem Grundkorper der
reellen oder der komplexen Zahlen geniigt. Auf die Bemerkungen zu mehr-
fachen Nullstellen in Erweiterungskorpern (vgl. 2/4/20 und 2/4/21) sollte
jedoch nicht verzichtet werden.

Lemma 1 (Ideale in K[X])

Jedes Ideal a im Polynomring K[X| einer Unbestimmten iiber dem Kirper
K ist Hauptideal, d.h. es existiert ein Polynom f € K[X|, fir das a = (f)
gilt. Im Fall a # 0 ist f ein Polynom kleinsten Grades unter den von 0
verschiedenen Elementen in a (und bis auf Multiplikation mit Elementen aus
K* eindeutig bestimmt).

Beweis. O.B.d.A. ist @ # 0. Wird f € a\ {0} von minimalem Grad

gewahlt, so gilt fiir ein beliebiges Element h € a offensichtlich h = gf +r

mit geeigneten Polynomen ¢, h € K[X], deg(r) < deg(f) (Division mit Rest).

Aus r = h—qf € a folgt wegen der Minimalitét von deg(f) iiberdies r = 0,

daher h = ¢f und wir erhalten a C (f). Die Inklusion a D (f) ist trivial.
d

K’ D K sei nun ein Erweiterungskorper des Grundkérpers K und a € K’
Nullstelle eines nichtkonstanten Polynoms aus K[X]. Die durch o erzeugte
K-Algebra K|a] ist ein Unterring von K’, der als Bild des Einsetzungsho-
momorphismus

0:K[X] - K, X—a
entsteht (vgl. 1/2/18). Anschlieflend wird gezeigt, dass K[a] unter der obigen
Voraussetzung sogar ein Korper ist, der durch o erzeugte Unterkérper des
Korpers K'.
Zunichst ergibt sich nach dem Homomorphiesatz fiir Ringe

K[a] = im(p) = K[X] /ker(p).

Das Ideal a := ker(¢) = {f € K[X] | f(«) = 0} enthélt nach Lemma 1
ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom p # 0 von kleinstem Grad, es
heiflt Minimalpolynom von « und erzeugt das Ideal a. Das Minimalpolynom

Q[V2] = {a+bV2+cV4|a,bcecQ}
ist durch die Nullstelle /2 des (nach
2/4/10 Beisp. 2 iiber Q irreduziblen)
Polynoms X3 — 2 erzeugt.

Wir merken uns: Das Minimalpolynom
ist normiert, irreduzibel und dadurch
eindeutig bestimmt unter den
Polynomen mit einer gegebenen
Nullstelle.
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ist stets irreduzibel, denn aus p = g-h folgt durch Einsetzen 0 = p(a) =
g(a)-h(a), daher g(«) =0 oder h(a) =0 im Koérper K’, d.h. g € a oder
h € a und folglich p|g oder p|h. Wir erhalten p ~ g oder p ~ h.

Fiir das Minimalpolynom p gilt K[a] & K[X]/(p). Dass jedes normierte,
irreduzible Polynom als Minimalpolynom auftreten kann, entnehmen wir dem
folgenden

Lemma 2 Fir jedes irreduzible Polynom p € KI[X] ist der Faktorring
K[X]/(p) ein Kdérper.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass fiir jede von 0 verschiedene Klasse f €
K[X]/(p) ein inverses Element beziiglich der Multiplikation existiert. Da
f & (p), sind f und p teilerfremd, also ¢g- f+ h-p = 1 fiir geeignete
Polynome g¢,h € K[X]; nach Ubergang zu den Klassen folgt aus h-p = 0
sofort f-g =1 im Faktorring K[X]/(p). O

Durch die Komposition K — K[X] — K[X]/(p) des Strukturmorphismus
von K[X] mit dem kanonischen Homomorphismus wird K[X]/(p) zur K-
Algebra. Thr Strukturmorphismus ist injektiv, denn der Kern eines Ringho-
momorphismus ist stets ein Ideal, und der Kérper K besitzt aufler 0 nur das
Ideal K, das wegen 1+ 1 nicht als Kern infrage kommt. Die Injektivitat
von K — K[X]/(p) gibt wieder Anlass, den Kérper K mit seinem Bild in
K[X]/(p) =zu identifizieren.

Satz.

(1) Fir alle irreduziblen Polynome p € K[X] ezistiert ein Erweiterungs-
kiorper K' = Kla] von K, der durch eine Nullstelle « € K' wvon p
erzeugt wird.

(2) Ist K" D K ein Erweiterungskérper und o € K" Nullstelle eines irre-
duziblen Polynoms p € K[X], so ist K|a] als K-Algebra zum Korper
K[X]/(p) isomorph, d.h. im Wesentlichen eindeutig bestimmdt.

Beweis. Zu (1) geniigt es, in der vorhergehenden Uberlegung a = X als
Klasse von X im Faktorring K[X]/(p) zu wéhlen.

(2) folgt aus dem Homomorphiesatz entsprechend der Anmerkung nach Lem-
ma 1. 4

Nun sind beliebige Polynome f € K[X]\ K Produkte irreduzibler Polyno-
me. Ist a Element eines Erweiterungskorpers von K, so ist die Bedingung
f(a) = 0 #quivalent dazu, dass a Nullstelle (mindestens) eines der irredu-
ziblen Faktoren ist. Es folgt

Korollar. (Satz von Kronecker)

Jedes nichtkonstante Polynom aus K[X] besitzt eine Nullstelle in einem ge-
eigneten Erweiterungskorper von K.

Durch induktive Anwendung des Satzes auf alle Nullstellen eines Polynoms
ergibt sich die Existenz eines Korpers, in dem es in Linearfaktoren zerfallt.

Korollar — Definition. (Zerfillungskérper)

Ist f € K[X] ein nichtkonstantes Polynom, so existiert ein Erweiterungskor-
per @ wvon K, dber dem f in ein Produkt linearer Polynome zerfdillt. Sind

2/4/16

2/4/17

2/4/18

2/4/19

Natiirlich wird damit klar, dass der
Zerfallungskorper der kleinste
Unterkorper von @ ist, der alle
Nullstellen «; enthélt.
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aiq, ... ,oqp alle Nullstellen von f in Q, so ist K' = K[ag, ...
Unterkorper, er heifit Zerfdllungskorper des Polynoms f.

Ein Zerfillungskorper von f ist als K-Algebra bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmdt.

,or]) € Q ein

Beweis. Die Existenz von K’ ergibt sich aus der vorhergehenden Uberle-
gung; wir zeigen die Eindeutigkeit.

Dazu betrachten wir Tripel (K, f, K’), bestehend aus einem Korper K,
einem nichtkonstanten Polynom f € K und einer K-Algebra K’', die
Zerféllungskorper von f € K[X] ist.

Es geniigt zu zeigen:

(¥) Ist (K, f,K') ein solches Tripel, dann existiert fiir jedes weitere Tripel
(K, f, K]) mit den zuvor angegebenen Eigenschaften ein Isomorphismus
K’ — K von K-Algebren.

Der Beweis wird durch vollstindige Induktion iiber die Anzahl n(K, f, K') :=

Ha|a € K'\ K, f(a) = 0}| der nicht in K liegenden Nullstellen von f

erbracht.

Der Fall n(K, f, K') =0 ist trivial, da dann K = K’ folgt.

Es sei n > 0. Wir setzen induktiv voraus, (x) sei fiir jedes Tripel (K, f, K')

mit n(K, f, K') < n erfiillt.

Wir fixieren eine Nullstelle a; € K\ K von f. (K, f, K) sei ein weiteres

Tripel der genannten Art, d.h. K ebenfalls Zerfillungskorper von f. Wir

wiihlen nun eine Nullstelle 8 € K| des Minimalpolynoms von «;. Nach Satz

2/4/17 ldsst sich ein K-Isomorphismus ¢ : K[ay] — KJ[fA] finden, fiir den

das folgende Diagramm kommutiert.

K
c C
©
K[Oél] > K[ﬂ}
C 3 c
K/w ............... : Ki

Nun ist K’ offensichtlich Zerfillungskorper des Polynoms f, betrachtet als
Element von (K[a1])[X] und es gilt n(K[ai], f, K') < n. Ebenso kénnen
wir die durch n definierte KJaq]-Algebra K/ als Zerfillungskérper von f
ansehen. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt daher die Existenz eines Iso-
morphismus ¢ : K’ — K| von KJ[a;]-Algebren. A

Obwohl ein Zerféllungskorper nur bis auf Isomorphie eindeutig ist, wird oft
nachléssig von dem Zerfallungskorper gesprochen.

Ist K = IR der Korper der reellen Zahlen, so hat ein Polynom f € R[X]
als Zerfallungskorper entweder den Korper R selbst (f zerfillt in reelle Line-
arfaktoren) oder den Korper € der komplexen Zahlen (falls f eine nichtreelle
Nullstelle besitzt).

In vielen Féllen lassen sich Aussagen iiber den Zerfillungskorper machen,

Das Minimalpolynom von «;j ist
natiirlich ein Teiler von f.

Der injektive Homomorphismus 7
wird als Inklusion verstanden.

2/4/20
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ohne ihn ,explizit“ anzugeben.
Die folgende, iiber beliebigen Grundkorpern ausfithrbare Konstruktion heifit
auch formales Differenzieren.

Bemerkung — Definition. (Ableitung eines Polynoms)
Ist f=3",aX" € K[X], sosetzen wir

n
fr=>ia X"
i=1

und nennen das Polynom f’ Ableitung von f. Die durch

d . ﬁ gl
dx - dx =
definierte Abbildung hat dann folgende Eigenschaften:

(1) f'=0 falls f konstant ist, d.h. wenn f € K.

(2) (f+9) =[f+4g fir f,ge K[X]

(3) (f-9) =/f-g+f¢g fir f,g€ K[X] (Produktregel),
insbesondere gilt

(a-f) =a-f fir a€e K.

K[X] = K[X], [~

Die Definition ergibt iiber dem reellen oder komplexen Grundkérper Abbil-
dungen, die dem gleichnamigen Begriff aus der Analysis entsprechen.
Vorsicht ist geboten, wenn ein Exponent durch die Charakteristik des Grund-
kérpers teilbar ist; so gilt beispielsweise f/ = 0 fiir das nichtkonstante Poly-
nom f = X2 € Fy[X].

Bemerkung. (mehrfache Nullstellen in Erweiterungskérpern) 2/4/21

Ist K/ O K ein Erweiterungskorper, in dem das nichtkonstante Polynom
f € K[X] in Linearfaktoren zerfillt, so besitzt f in K’ genau dann keine
mehrfache Nullstelle, wenn ggT(f, f') = 1.

Beweis. Der euklidische Algorithmus zeigt, dass der grofite gemeinsame
Teiler zweier Polynome iiber K derselbe ist, wenn er iiber einem Erwei-
terungskorper von K bestimmt wird. Die nachfolgende Rechnung wird in
K'[X] ausgefiihrt.
Zunéchst zeigen wir («<): Ist a eine mehrfache Nullstelle von f, d.h. f =
(X —a)? g mit a € K’ und g € K'[X], so folgt

f'=2(X ~a)g+ (X —a)g, daber (X —a)lggT(f,f"), V.
(=): Essei ggT(f, ") #1. f istiiber K’ Produkt linearer Polynome, daher
existiert fiir f und f’ eine gemeinsame Nullstelle a € K.
Aus f'=(X—a)-h und f= (X —a)-g folgt

(X —a)h=((X—a)g) =g+ (X —a)g,
daher (X —a)lg, dh. (X —a)?[f, V. @

Die Bemerkung 2/4/21 erlaubt es, ohne Kenntnis der Nullstellen konstruk-
tiv zu priifen, ob ein Polynom in wenigstens einer der Erweiterungen des
Grundkérpers mehrfache Nullstellen besitzt.
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