
Optimierungsmethoden f�ur die Energiewirts
haft:Stand und Entwi
klungstendenzen�Univ.-Prof. Dr. s
. nat. W. R�omis
h, BerlinZusammenfassung. An einem repr�asentativen Beispiel eines energiewirts
haftli
hen Optimierungspro-blems werden zun�a
hst moderne Entwi
klungen bei Optimierungsverfahren und zugeh�origer Software be-spro
hen f�ur den Fall, da� die Daten �xierbar bzw. vorhersagbar sind. Genauer wird dabei auf Forts
hritteim Zusammenhang mit der klassis
hen Methode der Lagrange Relaxation eingegangen. Im Hauptteil derArbeit werden Gr�unde f�ur den �Ubergang zu sto
hastis
hen Optimierungsmodellen, strukturelle Eigen-s
haften sol
her Modelle, Dekompositionsans�atze und L�osungsverfahren diskutiert. Speziell wird auf dieKonstruktion von Szenariob�aumen zur Modellierung der Sto
hastik der Datenprozesse und auf die ge-eignete Modellierung und Einbeziehung des Risikos von Ents
heidungen eingegangen. Besonderer Wertwird auf gemis
ht-ganzzahlige Modelle und auf die Diskussion aktueller Literatur gelegt.1 EinleitungDie Liberalisierung der Elektrizit�atswirts
haft stellt die Energieversorgungsunternehmen vorneue Herausforderungen. Die klassis
he Aufgabe des kostenminimalen Einsatzes der Erzeugungs-anlagen wandelt si
h zur simultanen Planung von Stromerzeugung und -handel. Dies bedeutet,da� die Minimierung der Erzeugungskosten und die Maximierung der Ertr�age aus dem Portfoliovon Liefer- und Bezugsvertr�agen glei
hzeitig, d.h., in einem gemeinsamen Modell, erfolgen mu�(vgl. z.B. [35℄, [5℄, [29℄). Einerseits f�uhrt dies zu einer Vergr�o�erung der Modelldimensionen undandererseits zur Zunahme des Ein
usses der Sto
hastik von Daten.Gegenstand dieser Arbeit sind einige Bemerkungen zu neueren Ans�atzen und Entwi
klungen beiModellen und L�osungsverfahren f�ur typis
he Optimierungsprobleme der Energiewirts
haft. Beieiner sol
hen Zielstellung mu� man si
h in mindestens zweierlei Hinsi
ht eins
hr�anken. Erstensist dies bei der Wahl der zu bespre
henden Algorithmen notwendig. Ni
ht ber�u
ksi
htigt werdenin dieser Arbeit Algorithmen, die weder Problemstrukturen no
h andere Informationen als Funk-tionswerte ber�u
ksi
htigen, wie z.B. genetis
he Algorithmen, simulated annealing, Heuristikenvers
hiedenster Art (verwiesen sei z.B. auf den Sammelband [49℄). Damit im Zusammenhangsteht zweitens die Wahl des zugrunde gelegten Optimierungsmodells. In dieser Arbeit wird einOptimierungsproblem betra
htet, da� in einer Mis
hung sowohl hinrei
hende Allgemeinheit alsau
h typis
he Strukturen von energiewirts
haftli
hen Modellen repr�asentiert.Wir nehmen an, da� dem Modell ein Zeithorizont von T Intervallen und ein zeitli
her Pro-ze� � = f�tgTt=1 von ver�anderli
hen Daten zugrunde liegt. Die Ents
heidungsgr�o�en werden mitfxigIi=1 bezei
hnet, wobei xi = xTi , xti = (xi1; : : : ; xit). Sowohl die Daten �t als au
h die Ents
hei-dungen xit sind dabei i.a. endli
hdimensionale Gr�o�en. Das Ziel besteht in der Maximierung desGesamtertrages bzw. in der Minimierung der Gesamtkosten im betra
hteten Zeithorizont. Hierwird ein Minimumproblem betra
htet, da� in kompakter Form die folgende Gestalt annimmt.minf TXt=1 IXi=1 
it(�t; xti) : xit 2 Xit; IXi=1 git(�t; xit) � dt(�t); t = 1; : : : ; T; (1.1)ait(�t)xit + ai;t�1(�t)xi;t�1 � bit(�t); t = 2; : : : ; T; i = 1; : : : ; Ig (1.2)Die Funktionen 
it(�t; �) und git(�t; �) sind dabei im allgemeinen ni
htlinear von xti bzw. xitabh�angig. Dies erlaubt z.B. die Modellierung ni
htlinearer Kostenverl�aufe von in Betrieb be-�ndli
hen Erzeugereinheiten bzw. von Stromvertr�agen und von zeitabh�angigen Anfahrkosten� Gef�ordert im Rahmen des S
hwerpunktprogramms \E
htzeit-Optimierung gro�er Systeme" der Deuts
henFors
hungsgemeins
haft.



thermis
her Einheiten. Die Restriktionen (1.1) erm�ogli
hen z.B. die Modellierung von S
halt-variablen und von Kapazit�atss
hranken, und von Bedingungen an Gruppen von Einheiten, wiez.B. die Lastde
kungsrestriktion. Die Restriktion (1.2) modelliert dynamis
he Vorg�ange, wiez.B. Mindeststillstands- und Mindestlaufzeiten thermis
her Einheiten oder die Dynamik derF�ullst�ande von Reservoirs hydraulis
her Kraftwerke. Die Einf�uhrung des Datenprozesses � hatan dieser Stelle die Funktion, die Eingangsgr�o�en zu identi�zieren, die zwar im Zeitpunkt t = 1bekannt sind, aber im zuk�unftigen Zeithorizont den Charakter eines sto
hastis
hen Prozessesbesitzen. Dazu geh�oren z.B. Preise auf Strom- und Prim�arenergiem�arkten, die elektris
he Last,Zu
�usse zu hydraulis
hen Kraftwerken und der dur
h Windenergie erzeugte Strom.Der Umgang mit dieser Daten-Sto
hastik, ihre Abbildung im Modell, unters
heidet nun die klas-sis
hen determinierten von sto
hastis
hen Optimierungsmodellen. In ersteren Modellen werdendie meist mit einigem Aufwand erhaltenen Vorhersagen f�ur (die Komponenten von) � in dasModell (1.1)-(1.2) eingesetzt. Sie haben nat�urli
h den Vorteil, da� sie im Berei
h der klassi-s
hen mathematis
hen Optimierung behandelbar sind. Ihr h�au�g beoba
hteter Na
hteil bestehtim ung�unstigen Verhalten von L�osungen bei kleinen St�orungen der Daten. Demgegen�uber ver-halten si
h L�osungen sto
hastis
her Modelle robust(er) bzgl. sol
her St�orungen. Bei sol
henModellen geht � als sto
hastis
her Proze� in Zielfunktion und Restriktionen des Modells ein.Na
hgeda
ht werden mu� aber �uber die geeignete Formulierung sol
her Modelle, insbesondereder Zielfunktion, �uber ihre Eigens
haften und �uber Konsequenzen f�ur L�osungsverfahren.In Kapitel 2 werden einige neuere Entwi
klungen bei Algorithmen f�ur determinierte (lineare,gemis
ht-ganzzahlige, ni
htlineare) Optimierungsmodelle kommentiert. Insbesondere wird au
hauf neuere Ergebnisse und Weiterentwi
klungen bei klassis
hen Optimierungsmethoden f�ur Mo-delle der Energiewirts
haft eingegangen. In Kapitel 3 werden vers
hiedene Aspekte sto
hasti-s
her Optimierungsmodelle, wie Modellierung, Risiko-Formulierung, Dekompositionsstrukturenund -methoden, und L�osungsverfahren diskutiert. Eine wi
htige Rolle spielen hierbei die Dar-stellung bzw. Approximation des sto
hastis
hen Datenprozesses dur
h Szenariob�aume und dieAuswirkung der Einbeziehung von Risikoma�en in die Optimierung.2 Optimierungsalgorithmen f�ur determinierte Modelle2.1 OptimierungstoolsIn den letzten 10 � 20 Jahren hat eine enorme Entwi
klung bei L�osungsverfahren f�ur Optimie-rungsprobleme stattgefunden. Dies hat si
h in mehreren Ebenen vollzogen: Einerseits wurdenneue L�osungsverfahren entwi
kelt und existierende wesentli
h verbessert; andererseits wurdeaber au
h die Implementierung von klassis
hen Algorithmen (wie z.B. der Simplexmethode derlinearen Optimierung als Basis f�ur vers
hiedene Algorithmen) ents
heidend e�ektiviert. Verwie-sen sei auf die neueren Monographien [36℄ (f�ur lineare oder ni
htlineare Programme ohne Ganz-zahligkeitsbedingungen) und [55℄ (f�ur ganzzahlige Modelle). Die moderne Software f�ur Grundal-gorithmen der Optimierung hat inzwis
hen eine derartigen Perfektionsstand errei
ht, da� eigeneImplementierungen kaum eÆzient sein k�onnen, und, da� die Aktualisierung der zur Verf�ugungstehenden kommerziellen Software-Versionen wesentli
h ist. Sol
he Software-Produkte sind z.B.:- CPLEX (Version 7.1) (LP, GGLP, QP) (http://www.ilog.
om);- OSL (Version 3) (LP, GGLP, QP, SLP) (http://www6.software.ibm.
om/sos/osl);- MINOS (Version 5.5) (gro�e LP und NLP) [34℄;- SNOPT (Version 5.3) (gro�e LP und NLP) [15℄.Dabei wurden die �ubli
hen Abk�urzungen LP (f�ur lineare Programme), GGLP (gemis
ht-ganzzahlige lineare Programme), QP (Programme mit quadratis
her Zielfunktion und linearenRestriktionen), NLP (di�erenzierbare ni
htlineare Programme) und SLP (sto
hastis
he linea-



re Programme) verwendet. Die gegenw�artig favorisierten Algorithmen sind f�ur LPs Variantendes Simplex-Verfahrens und der Barriere-Verfahren; f�ur GGLPs sind es LP-basierte Bran
h-and-Cut Verfahren (Bran
h-and-bound mit S
hnitten). F�ur NLPs sind es SQP-Verfahren, diesukzessive die Ziel- bzw. Lagrange-Funktion quadratis
h approximieren (mit Quasi-Newton-Typ Aufdatierungen) und die Restriktionen linearisieren (vgl. [36℄). MINOS ist zu favorisieren,wenn die Restriktionen (fast) linear sind und nur relativ wenige Variable ni
htlinear in derZielfunktion auftau
hen. SNOPT ist etwas zuverl�assiger im Fall ho
h ni
htlinearer Programme.Die genannte Software ist au
h im Rahmen der (algebrais
hen) Modellierungssysteme AMPL(http://www.ampl.
om) und GAMS (http://www.gams.
om) f�ur Optimierungsprobleme allerArt erh�altli
h. Sol
he Modellierungsumgebungen und -spra
hen erlauben die Erzeugung gro�erkomplexer Modelle und ihre s
hnelle Adaption an neue Situationen. Sie stellen deshalb einegro�e Hilfe f�ur Anwender von mathematis
hen Optimierungsmodellen und -methoden dar.2.2 Lagrange Relaxation verkoppelnder RestriktionenIm Unters
hied zu Standard-Optimierungstools (vgl. Kap. 2.1) nutzt die Lagrange Relaxationstrukturelle Eigens
haften des Optimierungsproblems (1.1){(1.2) aus. Sie geh�ort zu den wirkli
hklassis
hen Te
hniken zur L�osung energiewirts
haftli
her Optimierungsmodelle und wird seitAnfang der 80er Jahre verwendet (vgl. [48℄, [56℄). Interessant ist, da� diese Methodik �uber dieJahre st�andig weiterentwi
kelt wurde und da� diese Entwi
klung si
her andauern wird. Ursa
hedaf�ur sind mathematis
he Forts
hritte in den vers
hiedenen Komponenten dieser Te
hnik. Diessoll im folgenden kurz kommentiert werden. Lange Zeit war klar, was mit der Lagrange Relaxa-tion gemeint war, n�amli
h die direkte Relaxation verkoppelnder Restriktionen. F�ur das Modell(1.1){(1.2) bedeutet dies, die Lagrange-FunktionL(x; �) := TXt=1 IXi=1(
it(�t; xti)� �tgit(�t; xit)) + TXt=1 �tdt(�t)zu betra
hten. Die zugeh�orige Dualisierung war gut untersu
ht und man wu�te um die kleine(relative) Dualit�atsl�u
ke, wenn I gro� ist. Motiviert dur
h [22℄ tau
hte dann Anfang der 90erJahre eine Split-Dekompositionsvariante auf, bei der die Variable x k�unstli
h um eine neuey verdoppelt wird und beide Variablen in jeweils einem Teil der Restriktionen auftau
hen. DieGlei
hung x = y wird dann relaxiert mit einem Lagrange Multiplikator �, die Lagrange-Funktionhat die Gestalt L(x; y; �) := TXt=1 IXi=1(
it(�t; xti) + �it(xit � yit))und wird minimiert bzgl. der Restriktionenxit 2 Xit; IXi=1 git(�t; yit) � dt(�t); t = 1; : : : ; T; i = 1; : : : ; I;ait(�t)xit + ai;t�1(�t)xi;t�1 � bit(�t); t = 2; : : : ; T; i = 1; : : : ; I:Dadur
h entstehen andere Subprobleme als beim vorhergehenden Ansatz, die Dimension desdualen Problems ist unters
hiedli
h (in man
hen F�allen au
h kleiner) und die Ergebnisse von[22℄ verspra
hen zumindest im linearen Fall kleinere Dualit�atsl�u
ken. In der neueren Arbeit [30℄wurde jedo
h gezeigt, da� die Split-Dekomposition i.a. zu gr�o�eren und im linearen Fall zu den-selben Dualit�atsl�u
ken f�uhrt. Bei Modellierung von Ni
htlinearit�aten in der Restriktion (1.1)kann also der direkte Ansatz sogar besser sein. Deshalb sollte man in der Regel bei der klassi-s
hen direkten Lagrange Relaxation bleiben.



Wesentli
he Forts
hritte gab es bei den L�osungsverfahren f�ur die dualen (konkaven, ni
ht-di�erenzierbaren) Maximierungsprobleme. Anfang der 80er Jahre kamen zun�a
hst klassi-s
he Subgradienten-Verfahren zum Einsatz (siehe [48℄). Mit den Weiterentwi
klungen beiL�osungsverfahren f�ur ni
htdi�erenzierbare Optimierungsprobleme, insbesondere der sogenann-ten Subgradienten-B�undel Verfahren (vgl. [24℄), gab es Anfang/Mitte der 90er Jahre erste Ver-su
he, B�undel-Methoden zur L�osung dualer Blo
kauswahlprobleme einzusetzen. Die Vorteiledieser Algorithmen bestehen in den sehr guten, robusten Konvergenzeigens
haften und in derdeutli
hen Verringerung der Anzahl der zu l�osenden Subprobleme (vgl. [8℄, [12℄,[16,17℄,[30℄ unddie dort zitierte Literatur). Besonders g�unstig ist die Situation im Fall, da� die duale Funktionst�u
kweise linear ist. Dies ist der Fall, wenn die Funktionen git und 
it linear bzw. st�u
kweiselinear konvex in xit bzw xti sind. In diesem Fall wird von einigen Verfahren die L�osung bereitsin endli
h vielen S
hritten errei
ht (vgl. die Diskussion in Kap. 3.4 von [18℄). Obwohl si
h dieB�undel-Methoden inzwis
hen wohl etabliert haben, wird es bei Umsetzung moderner Entwi
k-lungen (z.B. [12℄, [31℄, [32℄) zu weiteren Verbesserungen kommen. In engem Zusammenhang mitder Entwi
klung der dualen L�osungsalgorithmen standen und stehen Lagrange-Heuristiken zurBestimmung guter primaler L�osungen. Wurden bisher sehr ausgefeilte reine Heuristiken (wiez.B. [57℄ im thermis
hen Fall) bevorzugt, so deuten si
h mit den �Uberlegungen in [12℄ eine engeVerbindung mit dem dualen L�oser und in [51℄ eine abgesi
herte Kopplung mit Bran
h-and-boundTe
hniken an. Abs
hlie�end sei au
h auf die Ausbaubarkeit des Konzeptes der Lagrange Rela-xation auf sto
hastis
he Optimierungsmodelle und auf die Bemerkungen in Kap. 3.3 verwiesen.3 Sto
hastis
he Optimierungsmodelle und -methoden3.1 Szenario-basierte sto
hastis
he ProgrammeIst der sto
hastis
he Charakter des Datenprozesses � ni
ht zu verna
hl�assigen, wie etwa bei mitt-leren oder langen Zeithorizonten oder s
hwer �ubers
haubarer multivariater Daten-Sto
hastik, sosollten sto
hastis
he Optimierungsmodelle verwendet werden. Heute ist bereits ein bemerkens-werter Erfahrungss
hatz f�ur die Entwi
klung und L�osung sol
her Modelle, insbesondere in derEnergiewirts
haft, vorhanden (vgl. [4℄, [54℄).Es sei nun � = f�tgTt=1 ein sto
hastis
her Proze� und wir nehmen an, da� er S Realisierungenoder Szenarios �s = f�st gTt=1 mit den Wahrs
heinli
hkeiten ps, s = 1; : : : ; S, besitzt. Na
h Voraus-setzung soll der Proze� in t = 1 determiniert sein, d.h., es mu� �11 = : : : = �S1 gelten. Ansonstenbesitzen die Szenarios Baumstruktur, d.h., die Anzahl der Szenarios w�a
hst mit wa
hsendemt, das Anwa
hsen erfolgt dur
h Verzweigung in bestimmten Knoten des Baums und in t = Tist die Anzahl glei
h S. Diese Baumstruktur induziert eine Strukturierung der Information desEnts
heidungsprozesses x = fxigIi=1, wobei xi die Szenarien fxsitgTt=1, s = 1; : : : ; S, besitzt. DerEnts
heidungsproze� x ist n�amli
h ni
htantizipativ in dem Sinn, da� die Ents
heidung xt zumZeitpunkt t ni
ht von der Zukunft abh�angt, also ni
ht vorgreifend (oder antizipativ) ist. DieseEigens
haft kann wie folgt mathematis
h formalisiert werden. Es bezei
hne Et eine Zerlegungder Menge f1; : : : ; Sg in dur
hs
hnittsfremde Teilmengen, so da� die Anzahl der Elemente vonEt gerade der Anzahl von Szenarien des Datenprozesses � zum Zeitpunkt t und die Verfeinerungder Zerlegung beim �Ubergang von t zu t + 1, d.h., von Et zu Et+1, gerade der Verzweigungs-struktur von � entspri
ht. Dabei gilt E1 = f1; : : : ; Sg und ET = ff1g; : : : ; fSgg. Dann kann dieNi
htantizipativit�at von x gerade in Form linearer Glei
hungsbedingungen an die Szenarien vonx in folgender Art und Weise formuliert werden (vgl. die Herleitung in Kap. 2.4 von [46℄).x�it = XE2Et�2E ( SXs=1s2E ps)�1 SXs=1s2E psxsit ; � = 1; : : : ; S; t = 1; : : : ; T � 1; i = 1; : : : ; I: (3.1)



F�ur t = 1 bedeutet (3.1) gerade x�i1 =PSs=1 psxsi1, � = 1; : : : ; S, d.h., x1i1 = : : : = xSi1.Betra
htet man nun wieder das Optimierungsmodell (1.1){(1.2), so ist es nat�urli
h, zu ver-langen, da� die dortigen Restriktionen f�ur alle Szenarien des Ents
heidungsprozesses erf�ulltsein sollen. �Uberdies m�ussen die (jetzt) sto
hastis
hen Kosten PTt=1PIi=1 
it(�t; xti) von (1.1)dur
h eine neue Zielfunktion ersetzt werden. Hier soll dies zun�a
hst dur
h die erwarteten Ko-sten PSs=1PTt=1PIi=1 ps
it(�st ; (xsi )t) (mit (xsi )t := (xsi1; : : : ; xsit)) als Zielfunktion erfolgen. Wirkommen jedo
h in Kap. 3.4 auf diese Frage zur�u
k. Insgesamt entsteht damit ein sto
hastis
hesOptimierungsproblem in Szenario-Formulierung von folgender Gestalt:minf SXs=1 TXt=1 IXi=1 ps
it(�st ; (xsi )t) : x erf�ullt die Bedingungen (3.1); (3.2)xsit 2 Xit; IXi=1 git(�st ; xsit) � dt(�st ); t = 1; : : : ; T; (3.3)ait(�st )xsit + ai;t�1(�st )xsi;t�1 � bit(�st ); t = 2; : : : ; T; i = 1; : : : ; I; s = 1; : : : ; Sg (3.4)Wir kehren nun zum Bild von der Baumstruktur zur�u
k. Passend dazu nennt man den Knotent = 1Wurzelknoten und die Szenarioenden in t = T Bl�atter. Abbildung 1 zeigt einen sogenanntenbin�aren Szenariobaum, wobei die tk die Zeitpunkte bezei
hnen, an denen eine Verzweigung in

1 t1 t2 tK TAbbildung 1: Beispiel eines bin�aren Szenariobaumszwei �Aste erfolgt. Wir numerieren nun mit einer MengeN die Knoten des Baums, wobei n = 1 f�urden Wurzelknoten steht. Jeder andere Knoten n besitzt einen eindeutig bestimmten Vorg�angern� und eine �Ubergangswahrs
heinli
hkeit �n=n� > 0. Die Wahrs
heinli
hkeit �n eines Knotensn ist rekursiv dur
h �1 := 1, �n := �n=n��n� , n > 1, de�niert. Mit N+(n) wird die Menge derNa
hfolger des Knotens n und mit path(n) die Menge der Knoten des Pfades von der Wurzelbis zum Knoten n bezei
hnet. t(n) sei die Anzahl der Elemente von path(n). F�ur t = 1; : : : ; Tbezei
hnet Nt die Menge fn 2 N : t(n) = tg; es giltPn2Nt �n = 1. Ein Szenario entspri
ht danneinem Pfad path(n) von der Wurzel zu einem Blatt n 2 NT , und es gilt f�ngn2NT = fpsgSs=1.S
hlie�li
h bezei
hnen wir mit f�ngn2N die Szenariobaum-Darstellung von � und mit fxni gn2Ndie des Ents
heidungsprozesses xi f�ur i = 1; : : : ; I. Mit diesen Vorbereitungen l�a�t si
h analog zu(3.2){(3.4) die Szenariobaum-Formulierung dieses sto
hastis
hen Optimierungsmodells wie folgtformulieren:minfXn2N IXi=1 �n
it(n)(�n; xpath(n)i ) : xni 2 Xit(n); IXi=1 git(n)(�n; xni ) � dt(n)(�n); n 2 N ;(3.5)ait(n)(�n)xni + ait(n�)(�n)xn�i � bit(n)(�n); n 2 N n f1g; i = 1; : : : ; Ig (3.6)



Hierbei bezei
hnen wir analog zur fr�uheren Notation xti mit xpath(n)i f�ur n 2 N den Pfad von x1izu xni . Die Ni
htantizipativit�atsbedingung tritt in der Szenariobaum-Formulierung des Modellsni
ht mehr explizit auf. Sie ist in die Baumkonstruktion integriert worden. Die Dimensionenbeider Modelle sind stark unters
hiedli
h. So ist zum Beispiel die Anzahl der Ents
heidungs-variablen in der Szenario-Formulierung (3.2){(3.4) glei
h ITS und in der Baum-Formulierung(3.5){(3.6) glei
h IN , wobei N die Anzahl der Knoten ist. Wegen N << TS ist die Baum-Formulierung von der Dimension her deutli
h g�unstiger.3.2 Konstruktion von Szenariob�aumenIn jeder praxisnahen Anwendung der sto
hastis
hen Optimierung stellt die (approximative) Dar-stellung des sto
hastis
hen Datenprozesses eine zentrale Fragestellung dar. Dies tri�t nat�urli
hau
h auf die Energiewirts
haft zu, wo sol
he Darstellungen zwar bereits f�ur einzelne Komponen-ten (wie die Last in [18,20,41℄ oder Spotmarktpreise und Zu
�usse in [13,10℄) entwi
kelt wurden,aber insbesondere die Modellierung multivariater Datenprozesse no
h weitgehend am Anfangsteht. Universelle Methodiken zur Modellierung von Datenprozessen in Form von Szenariob�aum-en sind bisher ni
ht bekannt. Der gegenw�artige Stand der Literatur in diesem si
h s
hnell ent-wi
kelnden Teilgebiet wird in der �Ubersi
htsarbeit [10℄ sehr gut dargestellt. Alle aus der Literaturbekannten methodis
hen Ans�atze bestehen aus folgenden Bestandteilen:(a) Erzeugung von (ausrei
hend vielen) Szenarien des Datenprozesses �;(b) Konstruktion von Szenariob�aumen aus Datenszenarien oder Verteilungsinformationen;(
) (optionale) Na
hbehandlung des Szenariobaums.Alle diese Bestandteile sollen na
hfolgend kommentiert werden.(a) Ausgangspunkt sind historis
he statistis
he Daten des zu modellierenden Prozesses. Der we-sentli
hste Zugang besteht darin, ein sto
hastis
hes Modell zu entwi
keln und dessen Parameteran die vorhandenen Daten anzupassen. Dies k�onnen z.B. (multivariate) Zeitreihenmodelle (z.B.f�ur die elektris
he Last wie in [19,20℄) oder Modelle vom Di�usionstyp (f�ur die Modellierung vonMarktpreisen) sein. Sind sol
he Modelle ausrei
hend gere
htfertigt und kalibriert, lassen si
h imPrinzip beliebig viele Realisierungen bzw. Szenarien generieren. Diese Modelle beruhen stets aufeiner Annahme �uber die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung des Datenprozesses. Es existieren jedo
hau
h ni
htparametris
he (oder verteilungsfreie) Ans�atze. Der einfa
hste Ansatz dieser Art be-steht darin, historis
he Daten, die unter verglei
hbaren Umst�anden erhalten wurden, direkt alsSzenarien zu verwenden und ihnen glei
he Wahrs
heinli
hkeiten zuzuordnen. Erg�anzend k�onntenExpertenszenarien hinzugef�ugt werden, bei denen dann aber die zugeh�origen Wahrs
heinli
hkei-ten angepa�t werden m�ussen.(b) Zun�a
hst sollen drei allgemeinere Methoden zur Konstruktion von Szenariob�aumen erw�ahntwerden: (i) die baryzentris
hen Szenariobaumkonstruktionen [14℄, (ii) die Konstruktion �uberEVPI-basierte importan
e sampling Methoden (vgl. Kap. 3.1 in [10℄) und (iii) Konstruktion derB�aume so, da� sie vorgegebene Momenten-Bedingungen erf�ullen (vgl. Kap. 3.2 in [10℄). Eineweitere allgemeine Methodik ist die Konstruktion von Szenariob�aumen mittels Cluster-Analyse.Man geht dabei von S Datenszenarien mit identis
hem Startpunkt �1 aus. Diese Szenarien bildeneinen F�a
her, d.h., einen Baum einfa
hster Struktur. Auf der Grundlage eines �Ahnli
hkeitsma�esf�ur Szenarien werden dann die Szenarien in jedem t > 1 auf �Ahnli
hkeit, d.h., Zugeh�origkeit zueinem Cluster, untersu
ht. Zugeh�origkeit zu einem Cluster bedeutet dann Zusammenfassung derentspre
henden Szenarien zu einem Repr�asentanten (z.B. den Mittelwert) mit der Wahrs
hein-li
hkeit, die glei
h der Summe der Wahrs
heinli
hkeiten der einzelnen zugeh�origen Szenarien ist.Die Bildung neuer Cluster bedeutet Verzweigung von den Vorg�angern. Bei dieser Methode mu�die Struktur des Baumes ni
ht vorgegeben werden. Allerdings ist die Wahl des �Ahnli
hkeitsma-�es ents
heidend f�ur das Ergebnis. In diese Klasse von Cluster-basierten Methoden f�allt au
h



die Methodik in [21℄. Dabei wird auf der Grundlage einer Wahrs
heinli
hkeitsmetrik, d.h., einesAbstandes von multivariaten Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen, beginnend bei t = T ents
hieden,wo die Szenarien zusammengefa�t werden. Bei einfa
heren Vorgehensweisen gibt man die Ver-zweigungspunkte (z.B. Zeitpunkte f�ur neue Beoba
htungen bzw. Messungen) und evtl. au
h denVerzweigungsgrad (z.B. bin�ar oder dreifaltig) fest vor und bestimmt \ledigli
h" die Werte derSzenarien in allen Knoten. Letzteres erfolgt dann aus Verteilungsinformationen wie z.B. in (iii)und bei den Konstruktionen f�ur die Last-Szenariob�aume in [18℄ und [11℄.(
) Der in (b) erhaltene Szenariobaum kann zu gro� f�ur die na
hfolgende Optimierung sein. \Zugro�" bedeutet dabei, da� er zu viele Knoten besitzt und die Variablenanzahl des Optimierungs-problems folgli
h zu riesig ist, um es in vern�unftiger Zeit zu l�osen. Orientiert man si
h z.B. in (b)zu sehr daran, den Datenproze� gut zu approximieren, so entstehen zu viele Szenarien und damitzu di
hte B�aume. Dies ma
ht eine Reduktion des Szenariobaums, ans
hauli
h ein Ausd�unnen desBaumes, erforderli
h. Neben anderen Zug�angen (z.B. auf Sensitivit�atsanalyse beruhenden, vgl.die Literatur in [10℄, [11℄) sei hier der Zugang aus [11℄ erw�ahnt, der darin besteht, den reduzier-ten Szenariobaum (n�aherungsweise) optimal bzgl. einer gewissen Wahrs
heinli
hkeitsmetrik zuw�ahlen. Diese Wahrs
heinli
hkeitsmetrik wird derart an das zu l�osende sto
hastis
he Optimie-rungsproblem angepa�t, da� si
h sein Optimalwert und seine L�osungen stabil bzgl. dieser Metrikverhalten. Es zeigt si
h in [11℄, da� die optimale Reduktion n�aherungsweise dur
h einfa
h zuimplementierende (heuristis
he) Algorithmen realisierbar ist. In [23℄ wurden die Reduktionsal-gorithmen weiterentwi
kelt und umfangrei
h getestet.3.3 Dekompositionszug�angeDie in Abs
hnitt 3.1 entwi
kelten Modellformulierungen stellen bereits f�ur kleine und mittlereAnzahlen von Szenarien bzw. Knoten aus mathematis
her Si
ht ho
hdimensionale Optimie-rungsprobleme mit spezieller Struktur dar. Selbst im Fall, da� die Probleme keine ganzzahligenEnts
heidungen enthalten, s
heitern die in Kap. 2.1 bespro
henen Standardl�oser oftmals an dengewaltigen Dimensionen. Jedo
h sind f�ur sol
he Modelle eine ganze Reihe von strukturausnut-zenden Dekompositionste
hniken bekannt (vgl. die �Ubersi
htsarbeiten [3℄ und [47℄ sowie die dortzitierte Literatur). F�ur lineare Modelle sind insbesondere als primaler Zugang die nested BendersDekomposition (vgl. [33℄) und als primal-duale Zug�ange augmented Lagrange-Methoden ([47℄)und der progressive hedging Algorithmus ([45℄) zu nennen.Im Fall gemis
ht-ganzzahliger linearer Modelle stellen si
h die meisten Fragen neu (vgl. die�Ubersi
htsarbeit [28℄). F�ur sol
he sto
hastis
hen Optimierungsprobleme sind, wenn ni
ht sehrspezielle Strukturen vorliegen, Dekompositionste
hniken die einzige praktikable Alternative. Pri-male Te
hniken leiden unter dem Verlust an Konvexit�at und sind gegenw�artig nur f�ur kleinereModelle praktikabel (vgl. die Literaturhinweise in [46℄). Mit dualen Te
hniken gelingt wie imdeterminierten Fall die Bere
hnung unterer S
hranken f�ur den Optimalwert und die dualenL�osungen k�onnen wieder als Ausgangspunkt f�ur globale Optimierungste
hniken dienen.Die beiden f�ur gemis
ht-ganzzahlige sto
hastis
he Optimierungsmodelle wesentli
hen Dekompo-sitionsans�atze beruhen auf dem klassis
hen Prinzip der Lagrange Relaxation (vgl. [48℄ und Kap.2.2). Es handelt si
h dabei um die (i) Szenario-Dekomposition, d.h., die Relaxation der Ni
htan-tizipativit�atsbedingungen, und (wie in Kap. 2.2) die (ii) Relaxation von Restriktionen, die Ent-s
heidungskomponenten verkoppeln. Folgt man bei der Dualisierung den klassis
hen Ans�atzenvon Ro
kafellar-Wets [44℄, so werden die zu relaxierenden Restriktionen, die ja in beiden F�allendur
h sto
hastis
he Gr�o�en gegeben sind, mit Lagrange-Multiplikatoren multipliziert und dieErwartungswerte dieser Terme in die Lagrange-Funktion aufgenommen. Beim Ansatz f�ur die



Szenario-Dekomposition f�uhrt diese Idee ausgehend von (3.2) zu folgender Lagrange-FunktionL1(x; �) = SXs=1 TXt=1 IXi=1 ps(
it(�st ; (xsi )t)� �sitxsit):Die zugeh�orige duale Funktion hat dann die GestaltD1(�) := inffL1(x; �) : x erf�ullt die Bedingungen (3:3) und (3:4)g= SXs=1 psD1s(�) ; wobeiD1s(�) := inff TXt=1 IXi=1(
it(�st ; (xsi )t)� �sitxsit) : xsit 2 Xit; IXi=1 git(�st ; xsit) � dt(�st ); (3.7)t = 1; : : : ; T ; ait(�st )xsit + ai;t�1(�st )xsi;t�1 � bit(�st ); t = 2; : : : ; T; i = 1; : : : ; Ig:Die Bere
hnung von Funktionswerten der dualen Funktion erfolgt also �uber die L�osung vonS determinierten Subproblemen (3.7) der glei
hen Struktur wie das zugrunde liegende Modell(1.1){(1.2) mit dem Szenario �s, s = 1; : : : ; S, anstelle des sto
hastis
hen Datenprozesses. DieDualisierung f�uhrt also zu einer Szenario-Dekomposition. Das duale Problem hat die FormmaxfD1(�) : � 2 �1g; (3.8)wobei �1 ein endli
hdimensionaler Raum ist, der komplement�ar zu dem dur
h die Glei
hungen(3.1) de�niertem Raum ist. Mit den Bezei
hnungen aus Kap. 3.1 wird �1 wie folgt bes
hrieben:�1 = f� : SXs=1s2E ps�sit = 0 ; E 2 Et ; t = 1; : : : ; T ; i = 1; : : : ; IgAus der Struktur von �1 geht hervor, da� au�er � = 0 kein Element aus �1 ni
htantizipativist, also kein anderes eine Szenariobaum-Struktur wie � oder x besitzt. Wegen �siT = 0 f�uri = 1; : : : ; I ; s = 1; : : : ; S, ist deshalb die Dimension von �1 glei
h IS(T � 1) und kann i.a. au
hni
ht verringert werden.Bei der Lagrange Relaxation verkoppelnder Restriktionen ist es g�unstiger von der Szenariobaum-Formulierung (3.5){(3.6) des sto
hastis
hen Optimierungsproblems auszugehen. Es seien alsof�ngn2N , fxni gn2N und f�ngn2N die Szenariob�aume des Datenprozesses � bzw. des Ens
hei-dungsprozesses xi und die Menge der Knotenwahrs
heinli
hkeiten. Analog bezei
hne f�ngn2Nden entspre
henden Szenariobaum des sto
hastis
hen Lagrange Multiplikators � (der die Rollesto
hastis
her Preise spielt) zur Dualisierung der Restriktionen PIi=1 git(n)(�n; xni ) � dt(n)(�n)f�ur n 2 N . Dann haben die Lagrange-Funktion L2 und die duale Funktion D2 die GestaltL2(x; �) = Xn2N IXi=1 �n(
it(n)(�n; xpath(n)i )� �ngit(n)(�n; xni )) + Xn2N �n�ndt(n)(�n) :D2(�) := inffL2(x; �) : xni 2 Xit(n); n 2 N ; ait(n)(�n)xni + ait(n�)(�n)xn�i � bit(n)(�n);n 2 N n f1g; i = 1; : : : ; Ig= IXi=1D2i(�) + Xn2N �n�ndt(n)(�n) ; wobeiD2i(�) := inffXn2N �n(
it(n)(�n; xpath(n)i )� �ngit(n)(�n; xni )) : xni 2 Xit(n); n 2 N ; (3.9)ait(n)(�n)xni + ait(n�)(�n)xn�i � bit(n)(�n); n 2 N n f1gg;



wobei die Subprobleme (3.9) hier sto
hastis
he Programme kleinerer Dimension darstellen. Ana-log zu (3.8) hat das duale Problem wieder die FormmaxfD2(�) : � 2 �2g; (3.10)wobei die Menge �2 in diesem Fall einfa
h dur
h Ni
htnegativit�atsbedingungen gegeben ist, d.h.,�2 := f� = f�ngn2N : �n � 0 ; n 2 Ng.Die beiden dualen Probleme (3.8) und (3.10) fungieren als Master-Probleme. Ihrer iterativenL�osung entspri
ht nun eine sukzessive Dekomposition des Originalproblems (in Szenario- oderSzenariobaum-Formulierung). Beide duale Maximierungsprobleme sind konkav und ni
htdi�e-renzierbar (da die dualen Funktionen selbst Ergebnis von Minimierungsproblemen sind). Deshalberfordert ihre L�osung den Einsatz von Verfahren, die Subgradienten (anstelle) von Gradientenverwenden und mittels eines B�undels sol
her Subgradienten st�u
kweise lineare Funktionen erzeu-gen, die die duale Funktion von oben (immer besser) approximieren. Moderne Subgradienten-B�undel Verfahren sind in [26,32,31℄ zu �nden.Na
h der n�aherungsweisen L�osung der dualen Probleme ist mit dem dualen Optimalwertmax�Di(�) (i = 1; 2) jedo
h nur eine untere S
hranke f�ur den Optimalwert des Originalpro-blems gefunden und es existiert eine Dualit�atsl�u
ke. O�ene Fragen hierbei sind verglei
hendeAbs
h�atzungen f�ur die Dualit�atsl�u
ke bei beiden Strategien, die die Abs
h�atzung in [52℄ imFall der Relaxierung der Ni
htantizipativit�atsbedingungen verwenden bzw. weiterentwi
keln.Beide Dekompositionsans�atze erfordern abs
hlie�ende globale Optimierungste
hniken bzw. (La-grange) Heuristiken, um aus den na
h L�osung des Master-Problems erhaltenen Informationen(n�aherungsweise) L�osungen des Originalproblems zu bere
hnen. Jedo
h gibt es in der neuerenLiteratur zu sto
hastis
hen Optimierungsmodellen der Energiewirts
haft au
h Versu
he, Metho-diken, die eigentli
h im gemis
ht-ganzzahligen Fall theoretis
h ni
ht gere
htfertigt sind, direktanzuwenden (z.B. progressive hedging in [50,52℄ und augmented Lagrange Methoden in [7℄).In der Arbeit [6℄ ist eine Variante der Szenario-Dekomposition eins
hlie�li
h der Anbindung einesBran
h-and-bound Verfahrens f�ur zweistu�ge Modelle bes
hrieben und implementiert worden.Diese Vorgehensweise ers
heint insbesondere dann als g�unstig, wenn �Ahnli
hkeiten der Szenario-Subprobleme (3.7) e�ektiv ausgenutzt werden k�onnen. Die Dekomposition verkoppelnder Re-striktionen ist dann vorteilhaft, wenn die sto
hastis
hen Subprobleme (3.9) s
hnell gel�ost wer-den k�onnen (insbesondere dur
h Ausnutzung der Szenariobaum-Struktur). Sie ist inzwis
hen inzahlrei
hen Arbeiten auf sto
hastis
he energiewirts
haftli
he Modelle angewendet worden (z.B.[2℄, [8℄, [9,18,19,37℄,[29℄, [53℄). Die Methodiken der einzelnen Arbeiten unters
heiden si
h dabeivor allem dur
h die verwendeten Algorithmen zur L�osung des Master-Problems, der Teilproble-me und f�ur die Lagrange Heuristik.Im folgenden gehen wir auf den Zugang aus [18,19,37℄ n�aher ein und erl�autern dessen M�ogli
h-keiten am Beispiel der L�osung eines sto
hastis
hen Modells zur Optimierung des w�o
hentli
henKraftwerkseinsatzes bei sto
hastis
her Last im hydro-thermis
hen System der VEAG. Hierbeiwird das proximale B�undel Verfahren von Kiwiel (vgl. [26,27℄) zur L�osung des Master-Problems(3.10) eingesetzt (vgl. Kap. 3.4 in [18℄). Dieses Verfahren besitzt gute Konvergenzeigens
haf-ten, insbesondere, wenn die duale Funktion st�u
kweise linear ist (vgl. Kap. 2.2). �Uberdies istes f�ur gro�e Probleme geeignet. Die Subprobleme entspre
hen sto
hastis
hen Modellen f�ur dieeinzelnen Erzeugereinheiten. Im Fall der thermis
hen Modelle werden diese mit sto
hastis
herdynamis
her Optimierung mit in den Zustandsbaum integriertem Szenariobaum gel�ost. F�ur diehydraulis
hen Modelle wurde ein spezielles Abstiegsverfahren (vom Netzwerk
u�-Typ) verwen-det, das die Szenariobaumstruktur ausnutzt ([18,37℄). S
hlie�li
h wird mittels einer LagrangeHeuristik zun�a
hst eine zul�assige L�osung des Originalproblems bestimmt und dana
h mit eineroptimalen sto
hastis
hen Lastaufteilung verbessert. Die na
hfolgende Abbildung verans
hauli
htdie Struktur des gesamten Optimierungsverfahrens.



L�osung des Master-Problems(proximales B�undel-Verfahren: NOA 3.0)?Lagrange Heuristik?6Optimale (sto
hastis
he) Lastaufteilung
-� -� L�osung der Teilprobleme(Sto
hastis
he dynamis
he Optimierung)(Abstiegsverfahren)

Dieses Verfahren wurde am hydro-thermis
hen Kraftwerkssystem der VEAG mit T = 168 (eineWo
he im Stundentakt), I = 32 (25 thermis
h und 7 hydraulis
h), st�u
kweise linearen Brenn-sto�kosten, st�u
kweise konstanten Anfahrkosten und sto
hastis
her Last getestet. Dabei wurdenzu Testzwe
ken Last-Szenariob�aume mit unters
hiedli
hen Anzahlen von Szenarien und Knotenzuf�allig erzeugt. Die Testre
hnungen wurden auf einer HP 9000 Workstation (770/J280) (180MHz, 768 MByte, HP-UX 10.20) dur
hgef�uhrt. Die Re
henzeiten (in Sekunden) betrugen f�ur 1Szenario (d.h. S = 1) etwa 15s, f�ur S = 20 etwa 90s und f�ur S = 100 (9000 Knoten) etwa 1100s(vgl. [18,19,37℄ f�ur eine detailliertere Darstellung der Ergebnisse).3.4 Risiko-ModellierungIn neueren Arbeiten zur Sto
hastik (insbesondere zur Finanzmathematik und zum Operati-ons Resear
h) werden geeignete Eigens
haften und Ans�atze von Risikoma�en diskutiert. DieDiskussion entwi
kelt si
h dabei entlang vers
hiedener Linien: (i) eine dur
h [1℄ initiierte axio-matis
he Ri
htung, die si
h an w�uns
henswerten Eigens
haften von Risikoma�en orientiert undim Begri� eines koh�arenten Risikoma�es m�undet (vgl. au
h [25℄), (ii) eine dur
h die sto
hasti-s
he Dominanz, eine Ordnungsrelation zwis
hen (reellen) Zufallsgr�o�en, gepr�agte Ri
htung (vgl.[38,39℄), und (iii) eine an f�ur die Optimierung wesentli
hen Eigens
haften ausgeri
htete Linie(vgl. [42,43℄). Interessanterweise entstammen allen drei Entwi
klungslinien �ahnli
he Vors
hl�age,die im Kontext der Optimierung energiewirts
haftli
her Modelle interessant ers
heinen.Gem�a� [1℄ ist ein Risikoma� � ein Funktional auf einem linearen Raum von (reellen) Zufalls-gr�o�en, die im folgenden mit z bzw. �z bezei
hnet werden sollen. Ein Risikoma� � hei�t koh�arent,falls f�ur � � 0 und 
 2 IR die Bedingungen�(z + �z) � �(z) + �(�z) und �(�z) = ��(z) ; (3.11)�(z) = �
 falls z � 
 ; �(z) � �(�z) falls z � �z ; (3.12)erf�ullt sind. Wegen Bedingung (3.11) sind koh�arente Risikoma�e insbesondere konvex, was sie f�urdie Optimierung interessant ma
ht. Einige popul�are Ans�atze f�ur Risikoma�e wie z.B. die Varianzbzw. die Standardabwei
hung oder der Value-at-Risk (3.16) sind ni
ht koh�arent. Koh�arent sindaber folgende Risikoma�e�(z) := �IE[z℄ + �IE[maxf0; IE[z℄� zg℄; (3.13)�(z) := �IE[z℄ + � �IE[(maxf0; IE[z℄� zg)2℄� 12 ; (3.14)falls � 2 (0; 1℄ (vgl. Kap. 2 in [39℄). Diese Risikoma�e enthalten die absolute Semiabwei
hungbzw. die Standard-Semiabwei
hung. Hierbei und sp�ater bezei
hnen IE[�℄ den Erwartungswertund IP(�) die Wahrs
heinli
hkeit, und � ist wohl-de�niert auf R�aumen von Zufallsgr�o�en mitendli
hen ersten Momenten im Fall (3.13) bzw. mit endli
hen zweiten Momenten im Fall (3.14).Die g�unstigen Eigens
haften der in (3.13) bzw. (3.14) verwendeten Semiabwei
hungen wurdenim Zusammenhang mit der Untersu
hung der Relation der sto
hastis
hen Dominanz zwis
henZufallsgr�o�en in [38,39℄ entde
kt. Die �Uberlegungen in [39℄ f�uhrten au
h zur Betra
htung des



folgenden Risikoma�es, dem �-Conditional (oder Tail) Value-at-Risk, das in gewissem Sinn dualzu (3.13) ist (vgl Kap. 4 in [39℄).��(z) := CV aR�(z) := minfr + 11� �IE[maxf0; z � rg℄ : r 2 IRg (� 2 (0; 1)) (3.15)In [43℄ wird gezeigt, da� f�ur jede Zufallsgr�o�e z die Menge der Minimalelemente in (3.15) einabges
hlossenes, bes
hr�anktes Intervall ist, von dem der �-Value-at-Risk von zV aR�(z) := minfr 2 IR : IP(z � r) � �g (3.16)der linke Randpunkt ist. �Uberdies gilt, da� das Risikoma� CV aR� die Bedingung (3.11) undeine modi�zierte Bedingung (3.12) erf�ullt (vgl. [40℄), und, da� CV aR� stetig von � abh�angt,w�ahrend dies f�ur V aR� ni
ht der Fall ist. Insgesamt wird damit die spezielle Stellung von CV aR�unter den Risikoma�en ersi
htli
h. Die Bezei
hnung �-Conditional Value-at-Risk wird dadur
hmotiviert, da� im Fall einer stetigen Verteilung von z die Glei
hheit CV aR�(z) = IE[zjz �V aR�(z)℄ mit der bedingten Erwartung von z bzgl. des Ereignisses fz � V aR�(z)g gilt.No
h deutli
her wird die spezielle Rolle von CV aR, wenn man Optimierungsmodelle betra
htet,die CV aR in der Zielfunktion (d.h. zur Minimierung des Risikos von Ents
heidungen) oder inRestriktionen (d.h. zur unbedingten Einhaltung bestimmter Risikos
hranken) enthalten. Diessoll abs
hlie�end an einem sto
hastis
hen Optimierungsproblem der Gestalt wie in Kap. 3.1 beiEinbeziehung der Minimierung des Risikos in Form von CV aR� demonstriert werden. Mit denBezei
hnungen aus Kap. 3.1 seien f(x1; �) die (sto
hastis
hen) Kosten der Ents
heidung x1 int = 1 bzw. im Wurzelknoten n = 1. Diese erh�alt man rekursiv dur
h sto
hastis
he dynamis
heOptimierung aus den Modellen (3.2){(3.4) bzw. (3.5){(3.6) (vgl. au
h Kap. 2.2 in [46℄ f�ur einekompakte Darstellung). In der Menge X1 seien alle Restriktionen von x1 zusammengefa�t. F�ur� 2 (0; 1) und � 2 [0; 1℄ betra
hten wir nun das Optimierungsproblemminf�IE[f(x1; �)℄ + (1� �)��(f(x1; �)) : x1 2 X1g: (3.17)Die Zielfunktion in (3.17) entspri
ht also einem gewi
hteten Mittel der erwarteten Kosten, diein den Modellformulierungen in Kap. 3.1 auss
hlie�li
h verwendet wurden, und des Risikoterms��(f(x1; �)), der das Risiko der Ents
heidung x1 bewertet. Entspre
hend der De�nition (3.15)von CV aR� ist es sinnvoll, die Funktion F� und das folgende modi�zierte Problem zu (3.17) zubetra
hten: F�(x1; r) := r + 11� �IE[maxf0; f(x1; �)� rg℄ (x1 2 X1; r 2 IR);minf�IE[f(x1; �)℄ + (1� �)F�(x1; r) : x1 2 X1; r 2 IRg: (3.18)Aus den Ergebnissen von Kap. 4 in [43℄ ergibt si
h, da� f�ur jede L�osung (x�1; r�) von (3.18) x�1 eineL�osung von (3.17) ist und da� die Abs
h�atzung V aR�(f(x�1; �)) � ��(f(x�1; �)) = F�(x�1; r�) gilt.Man erh�alt also sogar eine Abs
h�atzung f�ur den �-Value-at-Risk der Kosten in der optimalenL�osung. �Uberdies nimmt das modi�zierte Problem (3.18) im Fall diskreter Wahrs
heinli
hkeits-verteilungen eine besonders einfa
he Gestalt an. Sind n�amli
h �s, s = 1; : : : ; S, die endli
h vielenSzenarien von � mit den Wahrs
heinli
hkeiten ps, s = 1; : : : ; S, so f�uhrt man neue Variable ys,s = 1; : : : ; S, ein und betra
htet das im Verglei
h zu (3.18) erweiterte Problemminf� SXs=1 psf(x1; �s) + (1� �)(r + 11� � SXs=1 psys) : x1 2 X1 ; r 2 IR ; ys � 0 ; (3.19)f(x1; �s)� r � ys � 0g: (3.20)



F�ur jede L�osung (x�1; r�; y�) von (3.19){(3.20) ist dann (x�1; r�) wieder L�osung von (3.18) mitallen dort diskutierten S
hlu�folgerungen. Hier l�a�t si
h aber der �-Value-at-Risk von f(x�1; �)explizit bere
hnen. Wenn wir n�amli
h annehmen, da� die Szenarios von � so numeriert sind, da�die optimalen Szenariokosten in der Form f(x�1; �1) < : : : < f(x�1; �S) geordnet sind, so giltV aR�(f(x�1; �)) = f(x�1; �s�(�)) wobei s�(�)Xs=1 ps � � > s�(�)�1Xs=1 ps :Die Hilfsvariable y tau
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