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2ur numerischen Behandlung eines Prohlems der optima

Steuerung von Folymerisstionsprozessen

W. Rémisch, Humboldt-Universitéat Barlin, Sekt. Mathemati

1. Einleitung

In [4] wurde eine Aufgabe zur COptimisrung der Styrol-
Polymerisation gestellt. Dabei wird der Polymerisations-
prozeB durch die Bilanzgleichungen, einem SJystem gewdhnl.
DCLn fur die Initiator-, Radikal~ und Monomurmengen, og-
schrieben. Dieses DGL-System (der Dimension 5) erweist
sich als enorm “"steif" und die Berecnnung eines Wertes cer
rechton Seite ist sehr aufwendig. Zielstellung der Optimie~
rung ist die Maximierung ceg Umsatzes an Polymeren Dzw.
die Minimierung der Endzeit bel fostem Umsatz, Steuergro-
fen sind die Temperaturfihrung und die Initiatoranfangs-

- 4.
mengen. Dabei liegen eine Reihe von Seschrinkungen fir den
Proyebverlauf vor, z.B. Nebenbedingungen flr die Tempero-
turflihrung, die Umsatzgeschwindighkeit in Abhéngigkeit von
der Temperatur und fir den PFolymerisationsgrad. Alle diese
Beschridnkungen kénnen entweder als lincare Restriktionen
fur die Steuergrdfen bzw,. als Resiriktionen fir den Endzu=-
stand oder aber als allgemeine Zustandsbeschrinkungen for-
muliert werden. Deshalb ist es méglich (vgl.[51, Kap.2),
die in [4] enthaltene Aufgabenstellung in das “Standard-
modell" der optimalen Steuerung aus XKap.2 einzuordnen.

Die im folaenden Kapitel formulierte allgemeine Aufgabe
(P) der optimalen Steucrung #hnelt der Problemstellung in
{91,(10]. In Bemerkung 1 wird darauf hingewiesen, wie noch

L

allgemeinere Aufgaben durch ceeignete Transtormationen In
(P) oberfihrt werden kinnen. Da (P] als Minimumproblem in
einem Banachraum formuliert wir is¢ natirlich, dab
zur numerischen Behandlung von ierungsverfanren
fiir Funktionale in Banachriumen werden {vgl.[1],
[16]). Die Verwendung von iteratil iegsverfahren ar-
scheint fir die vorliegende chan fgabe besonders
gunstig, da wegen der sehr aufws ar

te des Gutefunktiohals gesichert
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echnung der VWar
i , 8aBb auch bersi
nach wenigen Iterationsschritten ol kostenginstigere
Steuerung erhalten wird. Der fir Min mierungsverfanren vom
Gradiententyp bendtigte Gradient des Funktionals in (P)
wird ebenfalls in Kap.2 angegeben. In Kap.3 werden die vor-
geschlagenen bzw. verwendeten numerischen Verfahren be-
schrieben bzw. auf die joweilige Literatur hingewlcsen.

=
&=
)

3
[w
T

7]

b

2., Ein Standardmodell der optimalien Steoucrung

Wir betrachten nun das folgende Modell (P) flr optimale
Steuerungsprobleme mit dem Gutefunktional J und dem Re-
striktionsbereich C:
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J(u) — inf | (F)
ueC
I(u):= go(x(tl)op) » u=[v,pjeC , (1)
i= {uec, | g(x(t,).p)<0} (2)
C, = {u=[v,p]EL2(to,t1)XR | a¥gv(t)ygbY , f.u. in
(15.1) + aP<p<dP J (3)
x(t)= f(t,v(t),p,x(t)) , t GLtoutlj, x(to) = xo(p) (4
wobei g _: RMxRS — R*
g : R™R®— R
Sy, N n
RIRMN —
f .[to,tljxrex R R
x : R —R"
o)
to,tle Ri; r,s,n,d natirliche Zahlen; av,bve Rr;
aP,bPe rR®; go,g,f,xo seien stetig differenzierbar

nach allen Variadblen und (4) sei fir alle auftre-
tenden Anfangswerte xo(p) einceutig léshar,

Bemerkung 1:

a) Weitere Aufgabenstellungen der optimalen Steuerung, =.3.
mit Integralfunktionaien, nichtlinearen Restriktionen fir
v und p, Zustandsbeschrénkungen im gesamten Intervall
[to,tlj u.d., lassen sich cdurch geaignete Einfldhrung neu-

<

er Zustandsvariabler x_., j=n+li,... , in die Gestaolt (P)

oY
transformieren (vgl. {91, s.160, [101, Kep.6).
Gleiches gelingt fir Probleme mit freier Endzeit t. (spe-
ziell: flir zeitoptimale Aufgaben), indem man das Prob
, b,

von-[to,tE] durch Ti= t_ + %;E;o—(t: ~to) /tcﬁ

A = i

o
L o
auf ein festes Intervall [t ; 1] traneformiert und te
mit in den Parametervektor p auftnimnt,

b) Ein Spezialfall wvon (P) iiegt vor, wenn keine Steuer-
funktionen v auftreten (d.h. r=0). In diesem Fall stellt
(P) eine Aufgabe der nichtlinearen Optimierung im R~ dar
und kann entsprechend numerisch behandelt werden (vgl.
Kap.3). Dieser Fall “"W‘t z.B. auch vel solchen Aufgaben
auf, bei denen die zuldssigen Steuerfunktionen durch eine
endliche Anzahl von Paranetcrn charakterisiert werden
kénnen, z.B. durch eine feste Anzahl 1 méglicher Sprung-

stellen und zugehdriger Funkticnswerte (vgl. auch [9],
Kap.3,[10]). Diese 21 Parameter kénnen zu p n¢nzugﬁ1ugg
und die Steuerfunktionen in der Gestalt v(t,p) formu-

liert werden,
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Bemerkung 2:

In der in [4] dargelegten Polymerisationsaufgebe soll die
Temperatur T eine stilckweige l:noarm Funktion sein. Des-
halb wird als Steuergrife T veranoo undg die formale DCL
T(t)=v(t), T(0)=T_, zu den vorlieganden Bilanzgleichungen
hinzugefligt. AuBerdem werdaen wie in uom.¢ﬁ) anjeduu et 3
weitere Zustandsvariable eingeflihrt, um die BeschrZnkungen
fir die Umsatzgeschwindigkeit und den Polymerisationsgrad
in der erforderlichen Gestalt formulieren zu kbnnen.
Aus techno1ogischen Grindan erscheint es ferner als durch-
aus sinnvoll, fiur T lediglich cine geringe Anzahl von
oprungete¢len zuzulassen, so dal der Fall in Bem.1D) Anwen-

dung finden kann.

Parstellung des Gradienten von J:(vgl,[20]1;[16], S.258ff.)

- r s
3 C——Lo(t ,t,)xR

3°(u) = [3y(u).3(w)] . u=lv,plec ,
30 (u) ()= = ( S-(t.v(t)px(e)))T2(e) L telr ],

t X
2p(0) = = SOV (0N T2 (0 = (5200 R (5

o 29

* g (x(5).0)

B0 = - v px(0))T2(e) L celr,,nd
Z(t1)= - a_'(x(tl)op)
5(t) = F(E,v(),pux(t)) o € et L x(t) = x (p) -

Bemerkung 3:

a) Zur Berechnung des Gradienten missen vom Anwender die

partiellen Ableitungen (bzw. Jakobi~-Matrizen) ven A,go,xo

bereitgestellt werden. In vielen Anwendungsbeispielen ist
dabei lediglich die analytische Berechnung von 2f prob-
lematisch. B3

b) In der Anwendung werden die beiden DGL-Systeme fir x und
z numerisch integriert und der Gradient néherungsweise an
gewissen Stltzstellen berechnet. Dabei erweist es sich als
glinstig, daB im Fall einer steifen DGL filr x auch die dua-
le DGL fUr z dasselbe Stecifheitsverhalten aufweist und
folglich mit einem einheitlichen Integrationsverfahren ge-
arbeitet werden kann.

c) Fur die erste in Kap.Z2 vorocsch1qnone Verfahrensvariante
(r 0) werden auch die Gradienten der Funktionale

(p).—g (x(¢ l) p) , j=%,...,d, benttigt, die analog zu

oben berechnet werden kdnnen. Bel der zweilten Verfahrens-
variante wird anstelle von J iterativ elne Ersatzfunktion

folgenden Typs minimiert:
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a,

2
I(u; A,r)s= J(u) + ¢ max“{Q , A, -+ QJ(X(Tl);p)}

|
~

(X
i
;,_3.

ie Berechnung des Grad: anten bzgl. u mub gegeniiber oben
entsprechend modifiziert werden.

3. Bemerkungen zur numerischen Behanclung

Im folgenden sollen fir die Fa&lle r=C bzw., r21 V
weilsen zur numerlschon Behandlung von (P) v "goocnla
den.

‘t_'l].]. 1 (r‘=0):

Das nichtlineare Optimierungsprodlem (P} wird mit einem Ver-
fanron mit variabler Metrik fir nichtlineare Restriktionen
ach POWELL [7] in def Implemenitierung des Programms VFCZAD
in (8] iterativ golosf (Vﬁu. auch Bemn.3c)).
Dieses Verfahren hat in umfangreoichen Vergleichstests mit
den wichtigsten anderen Codes dsr nichlinsaren Coptinierung
eine hervorragende Effektivitdt und Zuverléssigkeit bewie-
sen: besonders bzgl. der Anzahl der Aufrufe des Gltefunk-
tionals, der Restriktionen und ihrar Sradienten, die unab-
hingig von der Dimension und canm Typ der Beschrinkungan ist
und wesentlich unter allen Vergleichswerten liegt.(vgl.[12])
Fur gréBere Dimensionen s >50 stelgt die Rechenzelt jedoch

Otark er an.

Es empfiehlt sich, das POWELL'sche Verfahren adaptiv mit den
Diskretisierungs methoden zur approxinativen Berechnung des
Gradienten zu koppeln (vgl.[111).

Fall 2 (r>1):

(P) wird mit einer adapiiven Kopplung (im Sinne von [121)
von Abstiegs-, Diskretisierungs- und modifizierten Strafver-
fahren behandelt. Wir verwenden dabei eine otrarverscnlu—
bungs-Technik (siehe [3], $.143) zur Behandlung der nicntli-
nearen Restriktionen in der ’mplo‘“nfi“rung von [2], §.6-1C,
und minimieren die Ersatzfunktion (vgl. Bewm.3c)) {ber C1
iterativ mit einem Verfahren der bedingten Gradienten

(vgl. {11, s.106,[16], $.251/252). Als Abstiegsverfahren
kénnten allerdings auch Verfahren mit gré@erer {onvergenzgae-
schwindigkeit, wie z.B8. das Verfahren der konjuoierten Gra=-
dienten fir lineare Restriktionen nach RITTER verwendet wor-
den. Die adaptive Kopplung wird so gestaltet, daB der Ge-
5amtalg0rithmu0 selbsténdiyg, in \bnun01.\p t vonm Erfolg der
Konvergenz, seine Parameter (Disikre risierungs~Scnri t*WLite,
Bewichtung des Strafterms) verindert.

fiir x und z erfolgt da-
g den steifen Fall) mit
dem impliziten Euler-Verfahren, wobal Fehlerschétzung
Schrittweitensteuerung, Steuerung des Aufrufes neuer Jalkobi-
Matrizen, Abbruchtest bei der iterativen Lisung der implizi-
ten Verfahrensgleichung usw. nach einem neueren einheitli-
chen Gesamtkonzept von SHAMPINE [1J] {447,157 implementiert
wurden (vgl.[5], Kap.3). Auf Integrationsverfahren mit hbhe-

Die Lésung der beiden DGL-Syste
bei (mit Blick auf die Anwerdung f¢
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rer Konsistenzordnung wurde \zunounut) verzichtet, da die

irn die rechte Seite der DGL eingenenden otcuerfunktloncn
unstetig sind und deshalb 1.a. keine hohere Ordnung als
die des EFuler-Verfahrens crwartet werden kann.,
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