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DAEs in der Schaltungssimulation
» Modellierung fuhrt auf Algebro-Differentialgleichungen (DAES)

A G d(x(t),t) + b(x(t),t) =0
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DAEs in der Schaltungssimulation
» Modellierung fuhrt auf Algebro-Differentialgleichungen (DAES)
A G d(x(t),t) + b(x(t),t) =0

» Eigenschaften
> ~ 10° Gleichungen > steigende Takt- und Datenraten
> komplexe Transistormodelle > Miniaturisierung
> geringe Glattheitseigenschaften > Mehrskalenprobleme
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» Probleme klassischer Verfahren
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> komplexe Transistormodelle > Miniaturisierung
> geringe Glattheitseigenschaften > Mehrskalenprobleme

» Probleme klassischer Verfahren

O Untersuchung neuartiger Integrationsverfahren
(allgemeine lineare Verfahren)
fur die Zeitbereichsanalyse integrierter Schaltungen

“— v ~

Modellierung von Schaltungen  Weiterentwicklung der  Theorie und Praxis von
und Strukturausnutzung Theorie der DAEs allgemeinen linearen Verfahren

¥
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Uberblick

Algebro-Differentialgleichungen

Allgemeine lineare Verfahren

Praxis allgemeiner linearer Verfahren

Aligemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf i —St.
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Modellierung elektrischer Schaltungen

Miller Integrator
> Widerstand irR=G(U1 — W)
» Kondensator ic =q(uzs — w)
» Spannungsquelle u; = v(t)
» Opamp Uz =a- U

Aligemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf —St.
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Modellierung elektrischer Schaltungen

Miller Integrator

Ui R ‘R U2 tC

> Widerstand irR=G(U1 — W)
» Kondensator ic =q(uzs — w)
» Spannungsquelle u; = v(t)

» Opamp Uz =a- U

Kirchhoffs Strom-Regel

0= iy +ir 0=-ir—ic 0= ic+iy
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Modellierung elektrischer Schaltungen

Miller Integrator

> Widerstand irR=G(U1 — W)
» Kondensator ic =q(uzs — w)
» Spannungsquelle u; = v(t)

» Opamp Uz =a- U

Kirchhoffs Strom-Regel

0= iy +ir 0=-ir—ic 0= ic+iy
MNA Gleichungen
—1 —G(u—t)
1 lv.
0 Q(Us — Up)+| vy +Gr () | =0 < A (q(x(t),t)) +b(x(t),t) =0
—v(t —_—
0 ngg(u)z T T T
singular Ladungen/ Potentiale/
Flusse Stréme
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Eigenschaften von DAEs

neine lineare Verfahren Praxis allgemeiner linearer Verfahren Zusammenfassung

iy + G]_(Ul — Ug) =0
C]_U/Z — Gl(Ul — Uz) =0
0
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Eigenschaften von DAEs

iy + Gl(l.ll — Ug) =0
C]_U/Z — Gl(Ul — Uz) =0
up —v(t)=0
4
/

U = &(v—up)

> nicht alle Komponenten missen differenzierbar sein
» Anfangswerte missen konsistent sein
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Eigenschaften von DAEs

iy + G]_(Ul — Ug) =0
C]_U/Z — Gl(Ul — Uz) =0
up —v(t)=0

Ciu; + iy + Gu =0
up—v(t)=0
3
iy = —C1vV — Gyv

> nicht alle Komponenten missen differenzierbar sein
» Anfangswerte missen konsistent sein
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Eigenschaften von DAEs

iy + G]_(Ul — Ug) =0
C]_U/Z — Gl(Ul — Uz) =0
up —v(t)=0

Ciu; + iy + Gu =0
up —Vv(t)=0
3
iy = —C1vV — Gv

Index-1

Index-2

» nicht alle Komponenten missen differenzierbar sein
» Anfangswerte missen konsistent sein

» der Losungsprozess kann numerische Differentiation erfordern

Aligemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf
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Komplexit at von DAEs

eare Verfahren

2meiner linearer

Verfahren Zusammenfassung

ADX]'+Bx=q

ADX]'+b(x,-) = 0

Ad(x,-)+b(x-) =0

Index O

Index 1

Index 2

@
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Komplexit at von DAEs

ADX'+Bx=q ADX'+b(x,-) =0 |Ad(X,-)+b(x,-) =0
Mx' = f(x, )1
Index O Gew. DGIn.
Index 1 3
Index 2 3
y =f(y,t) Gewohnliche Differentialgleichungen

> klassische Resulte (Theorie, Numerik)
» Butcher, Dahlquist, Gear, Hairer, Petzold, ...

Aligemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf -st. p.6
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Komplexit at von DAEs

ADX'+Bx=q ADX'+b(x,-) =0 |Ad(X,-)+b(x,-) =0
Mx' = f(x, )1
Index O Gew. DQIn.
Index 1 lin. DAEs
Index 2 3
EX+Fx=q linear DAEs

A[DX]'+Bx=q

» Standard-Form (Kunkel/Mehrmann)

» proper formuliert (Marz, Balla)

Aligemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf -st. p.6
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Komplexit at von DAES

A[Dx]'+Bx=q AIDX)'+b(x,-) =0 |Ad(X,-)+b(x,-) =0

Mx' = f(x, )1
|

Index O

Index 1

Index 2

y=1(y,2 DAEs in Hessenberg-Form
0=9 > Runge-Kutta Verf. (Hairer/Wanner, Kvaerng)

» lin. Mehrschrittverf. (Campbell, Gear, Petzold)

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf i —St. p. 6




Praxis allgemeiner linearer Verfahren Zusammenfassung

Motivation DAEs Allgemeine lineare Verfahren
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Komplexit at von DAES

AIDX)'+b(x,-) =0 |Ad(X,-)+b(x,-) =0
Mx' = f(x, )1

A[Dx]'+Bx=q

Index O

Index 1 nichtlin. Index-1 DAES

Index 2

Ad(x,-)+b(x,-) =0 nichtlineare Index-1 DAEs (proper formuliert)

» Erweiterung der Entkopplungsprozedur
linearer DAEs

> Marz, Higueras (2004) A

Allgemeine lineare Verfahren fur den Entwurf integi -st. p.6
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Komplexit at von DAES

A[Dx]'+Bx=q AIDX)'+b(x,-) =0 |Ad(X,-)+b(x,-) =0

Index O
DAEs

Index 1

Index 2

Ad(x,-)+b(Ux,-) DAEs aus der Schaltungssimulation
+BTx=0 » Index 2, aber keine Hessenberg-Form
» Tischendorf, Estévez Schwarz (Initialisierung)

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf i —St. p. 6
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Komplexit at von DAES

A[Dx]'+Bx=q AIDX)'+b(x,-) =0 |Ad(X,-)+b(x,-) =0

Index O

Index 1 DAEs

— \ prop. formul. Index-2 DAEs

Index 2

Ad(x,-)+b(x,-) =0 proper formulierte nichtlineare DAEs mit Index 2
» Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen
» Konvergenzresultate, Verfahrenskonstruktion

Allgemeine lineare Verfahren fur den Entwurf integi -st. p.6
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Mathematische Strukturerkennung

» Modifizierte Knotenanalyse
Aq(X, )—‘-b(X, ) =0

> Analysis: Traktabilitats-Index

> geringe Glattheitsanforderungen
> Projektoren P;, Q;, T und Matrixkette

D(X7 t) = qX(Xv t)7 BO(X7 t) = bx(X,t),
Go = AD, G =G + BQ,
im Qi = kerGi Pi=I-— Qi.

uyy

Aligemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf -st. p.7
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Mathematische Strukturerkennung

» Modifizierte Knotenanalyse
Aq(X, )—‘-b(X, ) =0

> Analysis: Traktabilitats-Index

> geringe Glattheitsanforderungen
> Projektoren P;, Q;, T und Matrixkette

D(X7 t) = qX(Xv t)7 BO(X7 t) = bx(X,t),
Go = AD, Gii1 = G + BQi,
iin:kerGi iZlfQi.

> Index-2 Komponenten Tx
> Strdme durch Spannungsquellen
in CV Schleifen
> Spannungen an Spulen und
Stromquellen in LI Schnittmengen

Vi

Uy

Estévez Schwarz, Feldmann, Marz, Sturzel, Tischendorf Finding beneficial DAE structures

in circuit simulation (2003) Allgemeine lineare Verfahren fur den Entwurf
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Mathematische Strukturerkennung

» Modifizierte Knotenanalyse
Aq(X, )—‘-b(X, ) =0

> Analysis: Traktabilitats-Index

> geringe Glattheitsanforderungen
> Projektoren P;, Q;, T und Matrixkette

D(X7 t) = qX(Xv t)7 BO(X7 t) = bx(X,t),
Go = AD, Gii1 = G + BQi,
iin:kerGi iZlfQi.

> Index-2 Komponenten Tx

> Strdme durch Spannungsquellen
in CV Schleifen

> Spannungen an Spulen und ‘
Stromquellen in LI Schnittmengen Vis

|

Uy

> No NS ist unabhd@ngig von X (No = kerGy, S = {z| Boz € im Go})

_Estéve; S_chwar;, Feldmann, Mérz, Sturzel, Tischendorf Finding beneficial DAE structures i
in circuit simulation (2003) Allgemeine lineare Verfahren fur den Entwurf _st. .7
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Proper formulierte Index-2 DAEs

ADX’ + b(x,-) =0 0 kerA®imD=R",
J ReC!: imR=imD, kerR = kerA

Aligemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf -st. p.8
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Proper formulierte Index-2 DAEs

neare Verfahren gemeiner linearer Verfahren Zusammenfassung

ADX" +b(x,-) =0 0 kerA®imD=R",
J ReC!: imR=imD, kerR = kerA

» |dee: Nutze angepasste Variablen

u = DP;x, w=TX z2=72X (Z=PoQ1+UQy, U=1-T)

Falls x eine Lésung ist, so T~ o
N
— - D™DPyz. 210 = PyQizy UQoz. TQoxs
x=D"u+z+w | N |
D u z=z21.+ Uz w =Tz,

Dx=u+DQix=u+Dz=u+v

@

Aligemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf -st. p.8
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are Verfahren gemeiner linearer Verfahren Zusammenf

00008000

Proper formulierte Index-2 DAEs
ADX] + b(x,-) =0 0 kerAsimD=R",
J ReC!: imR=imD, kerR = kerA
» |dee: Nutze angepasste Variablen

u = DP;x, w=TX z2=72X (Z=PoQ1+UQy, U=1-T)

Falls x eine Lésung ist, so T~ o
<N SN
— - D™DPyz. 210 = PyQizy UQoz. TQoxs
x=D"u+z+w | N v
“u z=21. + Uz« =Tz

Dx=u+DQix=u+Dz=u+v

» Folgerung:

F(uw,z U,V ) = ADxX + b(x,-) = 0.

Aligemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf —St.

assung

@

p.8
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Lokale Existenz und Eindeutigkeit

Satz.
» Die proper formulierte Index-2 DAE

F(u,w,z,Uu,V,-) = AIDX]'+ b(x,-) = 0, F(up,Wo, Zo, &0, (o, to) =0

ist lokal aquivalentzu U = f(u,V,t) z=z(u,t)
v=gut)  w=w(u V1)

V. (2004) Accessible criteria for the local existence and uniqueness

of DAE solutions, MATHEON Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf st

p.9
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Lokale Existenz und Eindeutigkeit

Satz.
» Die proper formulierte Index-2 DAE

F(u,w,z,Uu,V,-) = AIDX]'+ b(x,-) = 0, F(up,Wo, Zo, &0, (o, to) =0

ist lokal aquivalentzu U = f(u,V,t) z=z(u,t)
v=gut)  w=w(u V1)

> Fir jedes xX° € R™ besitzt das IVP
ADX]' 4+ b(x,-) = 0, DP;x(to) = DP1xX°

genau eine Losung x=D"u+z(u,-) + w(u,Vv,-).

V. (2004) Accessible criteria for the local existence and uniqueness
of DAE solutions, MATHEON Allgemeine lineare Verfahren fur den Entwurf -st.
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Lokale Existenz und Eindeutigkeit

Satz.
» Die proper formulierte Index-2 DAE

F(u,w,z,Uu,V,-) = AIDX]'+ b(x,-) = 0, F(up,Wo, Zo, &0, (o, to) =0

ist lokal aquivalentzu U = f(u,V,t) z=z(u,t)
V=gut)  w=w(u V1)

> Fir jedes xX° € R™ besitzt das IVP
ADX]' 4+ b(x,-) = 0, DP:1x(lo) = DP1xX°

genau eine Losung x=D~u+z(u,-) + w(b,V,-).

implizite Index-1 Gleichung (I — f, gu regular)

V. (2004) Accessible criteria for the local existence and uniqueness :i
of DAE solutions, MATHEON Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf st

p.9



Motivation DAEs Allgemeine lineare Verfahren Praxis allgemeiner linearer Verfahren Zusammenfassung
[eYele) 00000080 00000000 00000 o

Lokale Existenz und Eindeutigkeit

Aq(x, -)+b(x,-) =0 & u = f(u,v,t) z=z(u,t)
v=g(u,t) w=w(u,V,t)

x=D"u+z(u,-)+ w(uVv,:)

V. (2006) General linear methods for integrated circuit design, Dissertation '«‘

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf i — St. Voi p. 10
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Lokale Existenz und Eindeutigkeit

Aq(x, -)+b(x,-) =0 & u = f(u,v,t) z=z(u,t)
v=g(u,t) w=w(u,V,t)
x=D"u+z(u, ) + w(uVv,:)

Flu,w,2,m,6,6) =0

> neue Entkopplungsprozedur I v
et (i) Gt
> H ita_ Fy(u,z,t) =0 u'=0(u,w,t) | —w| Fp(u,w,(t) =0
nur geringe Glattheits = S
voraussetzungen “= IE"-?) w = w(u,(,1)
. e =
» umfasst/erweitert Resultate Uber W= 10
> lineare DAEs (Balla, Marz)
> nichtlineare Index-1 DAEs (Higueras, Méarz)
> DAEs ADX]’ + b(Ux,-) + BTx= 0 (Tischendorf, Estévez Schwarz)
> Hessenberg DAEs (Hairer, Lubich, Roche, Wanner)
V. (2006) General linear methods for integrated circuit design, Dissertation ”i

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf -st p. 10
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Entkopplung und Diskretisierung

AG(x,t) + b(x, t) = 0 Entkopplung u'="f(uVv,t)
_— v=g(u,t)
Index-2 DAE + Zwangsbedingungen
Diskretisierungl l Diskretisierung
Entkopp|ung diskretisierte Index-1 DAE
diskretisierte Index-2 DAE | <-----------° > + diskretisierte
Zwangsbedingungen

Allgemeine lineare Verfahren fur den Entwurf integri — St. Voi p.11
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Entkopplung und Diskretisierung

meine lineare Verfahren Praxis allgemeiner linearer Verfahren Zusammenfassung

AG(x,t) + b(x, t) = 0 Entkopplung u'="f(uVv,t)
_— v=g(u,t)
Index-2 DAE + Zwangsbedingungen
Diskretisierungl l Diskretisierung
Entkopplung diskretisierte Index-1 DAE
diskretisierte Index-2 DAE | <-----------° > + diskretisierte

Zwangsbedingungen

» kommutatives Diagramm, falls DN; und DS, konstant

(D = ox, Ny = kerGy, S, = {z| Bpz € iIm Gy })

V. (2006) General linear methods for integrated circuit design, Dissertation '/i

Allgemeine lineare Verfahren fur den Entwurf integri -st p.11
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Contents

Allgemeine lineare Verfahren

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf i i - St.




Allgemeine lineare Verfahren
©0000000

Klassifikation numerischer Verfahren

» Lineare Mehrschrittverfahren
® geringe Kosten
@ sehr erfolgreich (BDF)
© nicht A-stabil fur p > 2

» Runge-Kutta Verfahren Obrestikov

® Stabilitatseigenschaften
® Schrittweitenanderung

® hohe Kosten @

> Allgemeine lineare Verfahren
(general linear methods, GLMs)
> kombiniere Vorteile
beider Verfahrensklassen
> einheitlicher Rahmen flir
bekannte Verfahren e
> neue Verfahren sind mdglich

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf

more info
from past

Rosenbrock

Runge-Kutta

0

Euler

use of f
derivatives

useof y
derivatives

more work
\/ per step

-st p. 13
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GLMs fur gew ohnliche DGIn. Yy = f(y)

» Lin. Mehrschritt: y, = h Gof (Yn) + Z:(:laiyn,i

Allgemeine lineare Verfahren fur den Entwurf integri — St. Voi p. 14
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GLMs fur gew ohnliche DGIn. Yy = f(y)

» Lin. Mehrschritt: y, = h Bof (Yn) +

Allgemeine lineare Verfahren fur den Entwurf integri — St. Voi p. 14
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000 0®000000

GLMs fur gew ohnliche DGIn. Yy = f(y)

hoof(ye)  +
» Runge-Kutta: Y, = + yln—1,

yiml = hYR bif(Y) yln—1

emeiner linearer Verfahren Zusammenfassung

» Lin. Mehrschritt: vy,

@

Allgemeine lineare Verfahren fur den Entwurf integri — St. Voi p. 14
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000

O@000000

GLMs fur gew ohnliche DGIn. Yy = f(y)

hoof(y)  +

llgemeiner linearer V

‘erfahren Zusammenfassung

» Lin. Mehrschritt: vy,

» Runge-Kutta: Y, = + yin—1,
v = hyy, bif(Y)  + ylh=1
. . S r [n—1]
» Allg. lin. Verf.: \?] = hY Laf(Y)  + XU yj[ 1],
n n—
o= hYL (M) X vy

@

Allgemeine lineare Verfahren fur den Entwurf integri -st p. 14
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Allgemeine lineare Verfahren Praxis
0®000000

GLMs fur gew ohnliche DGIn. Yy = f(y)

hoof(y)  +

llgemeiner linearer Verfahren Zusammenfassung

» Lin. Mehrschritt: vy,

» Runge-Kutta: Y, = + yin—1,
v = hyy, bif(Y)  + ylh=1
. . S r [n—1]
» Allg. lin. Verf.: \?] = hY Laf(Y)  + XU yj[ 1],
n n—
o= hYL (M) X vy

Alu hf(Y)

y["—l]

y[ln-fl] v .
: g g |

yLn—l]

F"]]
yi!
@

Allgemeine lineare Verfahren fur den Entwurf integri — St. Voi p. 14
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Ein Beispielverfahren

3 0 0 0|1 0 -3 -
49 1 0 O0|1-2112 _49 _ 43
25 4 100 100 600
123 225 1 g |q 1363 13941 5379
1225 392 4 1400 39200 78400
95 59 7 1 43 31 37
Alu _|~®m —8 3z 3|l 3 3 33
95 59 7 1 43 31 37
B|v 84 84 3% 4|1 18 2 3
0 0 0O 1|0 O 0 0
_28 8 _28 4 |g 10 10 _5
21 21 9 9 21 21
32 88 224 56 20 10
—21 a1 o 1810 % 5 -5 |

(Butcher, 2004)
» diagonal-implizit
» Ordnung p=3und
Stufenordnung q = 3
> steifgenau, A-stabil, L-stabil

» Nordsieck-Form, yi[n+]1 ~ hiy()(t,) :
A

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf -st p. 15




Allgemeine lineare Verfahren
00®00000

Ein Beispielverfahren

1 1 1
Vi 0 0 0|1 0 -3 -1
49 1 0 0 |1-%nr _4 _ 4
25 4 100 100 600
128 _225 1 (|1 1363 13941 5379
1225 392 4 1400 39200 78400
95 59 7 1 43 31 37
Alu _|~®m —8 3z 3|l 3 3 33
95 59 7 1 43 31 37
B|v 84 84 3% 4|1 18 2 3
0 0 0O 1(0 O 0 0
268 86 28 70 10 5
2 2 9 4|10 % g =
32 88 224 56 20 10
—21 = —¢ 16|0 % 5 - |
(Butcher, 2004)
» diagonal-implizit
» Ordnung p = 3 und Diagonal-implizite
Stufenordnung q = 3 Verfahren mit
> steifgenau, A-stabil, L-stabil hoher Stufenordnung
; N Ly
> Nordsieck-Form, yi*; ~ h'y((t,)

A

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf -st p. 15




Motivation DAEs Allgemeine lineare Verfahren Praxis allgemeiner linearer Verfahren Zusammenfassung
ooo 00000000 000@0000 00000 o

Warum allgemeine lineare Verfahren?

Y Alu hf(Y)
y[”] - B ‘ v | y[n— 1

» verbesserte Stabilitat

> Dampfung wie bei
RK Verfahren

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf i — St. Voi p. 16




Allgemeine lineare Verfahren

Warum allgemeine lineare Verfahren?
Y Alu hf(Y)
y[”] - B ‘ v | y[n—l]

» verbesserte Stabilitat

> Dampfung wie bei
RK Verfahren a1

0

0 10 20 time 0 I 7 35 27 time

> verbesserte Effizienz
> diagonal-implizite Verfahren A i
> Stufen Y; werden Y
sequentiell bestimmt

A 0

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf - St.




Allgemeine lineare Verfahren

Warum allgemeine lineare Verfahren?
Y Alu hf(Y)
y[”] - B ‘ v | y[n—l]

» verbesserte Stabilitat

> Dampfung wie bei
RK Verfahren a1

0

c
L
g
o
A
®

> verbesserte Effizienz
> diagonal-implizite Verfahren A : i
> Stufen Y; werden ) B\
sequentiell bestimmt

A 0

201072 e
» hohe Stufenordnung 1.5

> keine Ordnungsreduktion 10102 [
> zuverlassige
Fehlerschatzer

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf -st p. 16




Motivation DAEs Allgemeine lineare Verfahren Praxis allgemeiner linearer Verfahren
ooo 00000000 00008000 00000

GLMs fur Index-2 DAEs

A (a(x(1),t) ) +b(x(t),t) =0

—_—
T T T
singuléar Ladungen/ Potentiale/
Flisse Strome

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf

Zusammenfassung
o]

- St.




Allgemeine lineare Verfahren
00008000

GLMs fur Index-2 DAEs

A (a(x(t),t)) +b(x(t),t) =0  » EingangsgréRen (Nordsieck-Form)

NI —1 K
1 1 1 ql[:rl] ~ hk(%tq(x(t)ﬂ)
singular La':dllar;g:n/ Posttergtinf;e/
gu | [B|V] |
so dass

AQI/'] —+ b(Xn,tc) - O

» nach den Stufen X, auflosen

A

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf -st p. 17




Allgemeine lineare Verfahren
00008000

GLMs fur Index-2 DAEs

A (a(x(t),t)) +b(x(t),t) =0  » EingangsgréRen (Nordsieck-Form)

NI —1 K
1 t 1 ql[<n+1] ~ hk%q(x(t),t)
singular Laéjllar;g:n/ PoSttergtinf;e/
gu | [B|V] |
so dass

AQI/'] —+ b(Xn,tc) - 0

» nach den Stufen X, auflosen
Bemerkung

» implizite Verfahren (A regular)
» Ladungserhaltung garantiert
» Ladungen/Flisse werden von Schritt zu Schritt weitergegeben

> Analyse nutzt implizites Index-1 Systemy = f(y,Z), z=g(y)

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf -st p. 17




Motivation DAEs Allgemeine lineare Verfahren

[e]ele]ele] lo]e] O

GLMs far implizite Index-1 DAEs

Anwendung von M = [%‘%] auf y =f(y,Z), z=9(y) liefert

Y =hAT(Y,Z) + Uyl o(Y) =hAZ + uz"
Yyl = hB (Y, 2Z') + vy 2" =hBZ' + V2"

Zusammenfassung

@

Allgemeine lineare Verfahren fur den Entwurf integri -st p. 18




Allgemeine lineare Verfahren
00000800

GLMs far implizite Index-1 DAEs

Anwendung von M = {%‘%} auf y =f(y,Z), z=9(y) liefert

Y = hA(Y,Z) + Uy aY)=hAZ + uz"
y[n+l] —hB f(Y, Z/) + Vy[n] Z[n+1] =hBZ + Vz[n]
Idee:

» numerische/exakte GrofRen sind (verallgemeinerte) B-Reihen

Y = B(V; y(tn), z(tn)), hz' = B(k; y(tn), z(tn)),
yH = B(u; y(tn), (tn)), 29 = B(v; y(tn), Z(tn))
9 = B(E; y(tn), 2(tn)), A = B(E; y(tn), Atn))

» Taylor-Reihenentwicklung bzgl. Baumstrukturen

TSRS IVEVE S SN

Kveerng (1990) RK methods applied to fully implicit differential-algebraic equations of index 1

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf - St.




Allgemeine lineare Verfahren
00000800

GLMs far implizite Index-1 DAEs

Anwendung von M = {%‘%} auf y =f(y,Z), z=9(y) liefert

Y = hA(Y,Z) + Uy aY)=hAZ + uz"
y[n+l] —hB f(Y, Z/) + Vy[n] Z[n+1] — hBZ/ + VZ[n]
Idee:

» numerische/exakte GrofRen sind (verallgemeinerte) B-Reihen

Y = B(V; y(tn), z(tn)), hz' = B(k; y(tn), z(tn)),
yl = B(u; y(tn), Z(tn)), A = B(V; ¥(tn), Z(tn))
9 = B(E; y(tn), 2(tn)), A = B(E; y(tn), Atn))

» Taylor-Reihenentwicklung bzgl. Baumstrukturen

TSRS IVEVE S SN

Kveerng (1990) RK methods applied to fully implicit differential-algebraic equations of index 1
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Allgemeine lineare Verfahren
00000080

GLMs far implizite Index-1 DAEs

Satz. Essei M = [i‘u] ein GLM in Nordsieck-Form.
B Vi Vg

» fiir implizite Index-1 DAEs

Ordnungp < u(r)=E(r) V7T mit|r| <p.

V. (2006) General linear methods for integrated circuit design, Dissertation

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf - St.
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Allgemeine lineare Verfahren Praxis allgemeiner linearer Verfahren Zusammenfassung
00000080

GLMs far implizite Index-1 DAEs

Alug---u
B Vi Vg
» flir implizite Index-1 DAEs

Satz. Essei M = [ ] ein GLM in Nordsieck-Form.

Ordnungp < u(r)=E(r) V7T mit|r| <p.

™ order 1 order 3
Vi % B 2 2 1
;— . Be + s _ (8) v c® + 2vy =3
c * B(Ac+ u3) + va = é
) der 2
order
é_’ 1 \)f BeA™ (c? —2u3) +4vy = % é
£ _1]2 :
g ! Be s =3 <0> XY BANE - 2u)? s =4 \"
] : :
4] :
g’ P Y BA™1(c® — 6uq) + 604 =1
5 Y BA~Y(c? — 2u3) + 2v3 = 2
o : \J BA=Y(cAc+ cuz — 3uq) + 3va = %

V. (2006) General linear methods for integrated circuit design, Dissertation '/i
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Motivation DAEs Allgemeine lineare Verfahren Praxis allgemeiner linearer Verfahren Zusammenfassung
ooo 00000000 0000000e 00000 o

GLMs fir Index-2 DAEs

AgG(xt) + b(x,t) = 0 Entkopplung u'=f(u,v,t)
- v=g(ut)

Index-2 DAE + Zwangsbedingungen
) —
Diskretisierungl J Diskretisierung

Entkopplung diskretisierte Index-1 DAE
diskretisierte Index-2 DAE | <~ "~~~ """""7 > + diskretisierte

Zwangsbedingungen

—_— 7

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf i - St.




Allgemeine lineare Verfahren
0000000e

GLMs fur Index-2 DAEs

AgG(xt) + b(x,t) = 0 Entkopplung u'=f(u,v, 1)
- v=g(ut)
Index-2 DAE + Zwangsbedingungen
Diskretisierungl J Diskretisierung
Entkopplung diskretisierte Index-1 DAE
diskretisierte Index-2 DAE | <~ "~~~ """""7 > + diskretisierte
Zwangsbedingungen

Satz. Essei M = [ g %/{ ] ein GLM in Nordsieck-Form, so dass

» Ordnung p fur implizite Index-1 DAEs
» V stabil und M, =V — BA~U nilpotent
» steifgenau, Stufenordnung g.
M konvergiert mit Ordnung min(p,q) fur Ag(x,t) + b(x,t) = 0 (Index-2)

V. (2006) General linear methods for integrated circuit design, Dissertation 1&

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf -st p. 20




Allgemeine lineare Verfahren
0000000e

GLMs fur Index-2 DAEs

Ag(x,t) +b(xt) =0 Entkopplung u=f(uV,t)
—_— v=g(u,t)
Index-2 DAE + Zwangsbedingungen
Diskretisierungl J Diskretisierung

Entkopplung diskretisierte Index-1 DAE Diagonal-implizite
diskretisierte Index-2 DAE | <-----------" > + diskretisierte Verfahren mit
z bedi
angsbedingungen hoher Stufenordnung

Satz. Essei M = [ g z ] ein GLM in Nordsieck-Form, so dass

» Ordnung p fur implizite Index-1 DAEs
» V stabil und M, =V — BA~U nilpotent
» steifgenau, Stufenordnung g.
M konvergiert mit Ordnung min(p,q) fur Ag(x,t) + b(x,t) = 0 (Index-2)

V. (2006) General linear methods for integrated circuit design, Dissertation ii
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Motivation DAEs Allgemeine lineare Verfahren Praxis allgemeiner linearer Verfahren Zusammenfassung
ooo 00000000 00000000 00000 o

Contents

Praxis allgemeiner linearer Verfahren

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf i i - St.




Praxis allgemeiner linearer Verfahren
®0000

Ein Verfahren mit Ordnung 2

Konstruktion eines Verfahrens mit der Struktur

Y1 ai1 a2 | U1 U hf(Y1)
Yz a1 @ | Uy Up hf(Y2) 1
W | bin bz |vir vi yl[nil]  C7 [ () }
yi D21 b2z | Va1 Va2 yin—tl
1. A diagonal-implizit 5. L-Stabilitat
2. Ordnung 2 fur impl. Index-1 6. Stabilitat bei 0 (V stabil)
3. Stufenordnung 2 7. My =V — BA~U nilpotent
4. A-Stabilitat 8. steifgenau

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf - St.




Praxis allgemeiner linearer Verfahren
®0000

Ein Verfahren mit Ordnung 2

Konstruktion eines Verfahrens mit der Struktur

Y. 221 22-1 hf(Y
2 2(1;) 2 i 2(3—731) thYS 2\
W T T 5 || ] ’C_{l}
yi 0 1 ‘ o 0 yin—tl
1. A diagonal-implizit 5. L-Stabilitat
2. Ordnung 2 fur impl. Index-1 6. Stabilitat bei 0 (V stabil)
3. Stufenordnung 2 7. My =V — BA~U nilpotent
4. A-Stabilitat 8. steifgenau

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf - St.
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Praxis allgemeiner linearer Verfahren menfassung

Steuerung des D ampfungsverhaltens
22-1 g |1 231 ¢ ‘¢ » Oszillator
251 B} j ,
M= 22 a1 2 » groRer Leitwert
[EENN == = keine Dampfung
0 1 ‘ 0 o

> konstantes h = 7

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf i - St. p. 23



Praxis allgemeiner linearer Verfahren
00®00

GLIMDA — Allgemeine lineare Verf. flir DAEs

General LInear Methods for Differential Algebraic equations

> numerische Losung von DAEs f (¢(x,t), x, t) =0
» variable Schrittweite und variable Ordnung 1<p<3

A

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf -st p. 24




Praxis allgemeiner linearer Verfahren
00®00

GLIMDA — Allgemeine lineare Verf. flir DAEs

General LInear Methods for Differential Algebraic equations

> numerische Losung von DAEs f (¢(x,t), x, t) =0
» variable Schrittweite und variable Ordnung 1<p<3

Ordnungssteuerung

» Konvergenzrate des Newton-Verfahrens
Hairer, Wanner Stiff differential equations solved by Radau methods (1999)

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf - St.




Praxis allgemeiner linearer Verfahren
00®00

GLIMDA — Allgemeine lineare Verf. flir DAEs

General LInear Methods for Differential Algebraic equations

> numerische Losung von DAEs f (¢(x,t), x, t) =0
» variable Schrittweite und variable Ordnung 1<p<3

Ordnungssteuerung

» Konvergenzrate des Newton-Verfahrens
Hairer, Wanner Stiff differential equations solved by Radau methods (1999)

relative Genauigkeit von esp1(tht1)

: . 2.0107% ———
Schrittweitensteuerung : .
» Linearkombination 151072 |-
esbi1(thsa) 1.0-1072 [
:5oq[2”]+51hQ’1+~-~+5shQ; L0 5 10 15 time
i

> Test: X' = —(x—€') +ie"
zufallige Ordnung und oszillierende Schrittweite hy11 = o(n) hn
Butcher, Podhaisky On error estimation in general linear methods for stiff ODEs (2006) ”i

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf -st p. 24




Praxis allgemeiner linearer Verfahren
00080

Transistor-Verst arker (Index-1)

» 8 Gleichungen
» Standard Testproblem

> Verstarkung mittels zweier
Transistoren

» rtol =107/2, j=0,...,8,
und atol = 107 rtol

R

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf -st p. 25




Praxis allgemeiner linearer Verfahren
00080

Transistor-Verst arker (Index-1)

>
>
|

8 Gleichungen
Standard Testproblem

Verstarkung mittels zweier

Transistoren

rol =107/2 j=0,...,8,

und atol = 107%.rtol

work = # f-eval + # j-eval

hohere Genauigkeit

bei geringerem Aufwand
fast linearer Zusammenhang

(im loglog-Bild)

Work & T { T { T { T { T
E » o’
| ’ 7/ -
104 L / ~
1.2-10 k(,\\q“ Vs i
\ »
6.0-10% \.FS ,1/ —
. I
3.0-10% ] —
P U AR B

2 3 4 5 6 scd
DAssL RADAU GLIMDA
¥
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Praxis allgemeiner linearer Verfahren Zusammenfassung
[eeYelel )

Ringmodulator (Index-2)

» 15 Gleichungen

» niederfrequentes Signal Uiy, LI
wird mit hochfrequentem Signal mi

Uin, gemixt

Ausgangs-
g ‘ ‘ - signal up
0 1107 21073 time WOl"k L 4
> rtol =107/2, j=4,5...,10 410 -
und atol = 10"2.rtol )

2-10*

1-104

1 2 3 4  scd
DAssL RADAU GLIMDA
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Motivation DAEs gemeine lineare Verfahren allgemeiner linearer Verfahren Zusammenfassung
ooo 00000000 00000000 00000 °

Zusammenfassung

Allg. lineare Verfahren flir den Entwurf integrierter Schaltungen

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf i — St. Voi p. 27




Zusammenfassung
°

Zusammenfassung

Allg. lineare Verfahren flir den Entwurf integrierter Schaltungen

» Analyse von DAEs » Analyse von GLMs

AQ(xt) + b(x,t) =0 > Ordnungsbedingungen fiir
implizite Index-1 DAEs

> Entkopplungsprozedur

> Ausnutzung spez. > Konvergenz via
Strukturen der Entkopplungsprozedur
Schaltungs-DAEs > Konstruktion neuartiger
> implizites Index-1 System Verfahren
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Zusammenfassung
°

Zusammenfassung

Allg. lineare Verfahren flir den Entwurf integrierter Schaltungen

» Analyse von DAEs » Analyse von GLMs

AQ(xt) + b(x,t) =0 > Ordnungsbedingungen fiir
implizite Index-1 DAEs

> Entkopplungsprozedur

> Ausnutzung spez. > Konvergenz via
Strukturen der Entkopplungsprozedur
Schaltungs-DAEs > Konstruktion neuartiger
> implizites Index-1 System Verfahren

» Effizienz durch diagonal-implizite Struktur
» Vorteile der hohen Stufenordnung
> keine Ordnungsreduktion
> einfache Interpolation an Zwischenstellen
> sehr genaue Fehlerschatzer
» zuverlassige und robuste Losung von DAEs
mit proper formuliertem Hauptterm

Allgemeine lineare Verfahren fiir den Entwurf -st p. 27
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