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Bitte beachten:
JEDE Aufgabe auf einem neuen Blatt abgeben.
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Serie 10 (40 Punkte)

Aufgabe 1 (8 Punkte)
Wir betrachten die lineare Abbildung f : Q* — Q3, gegeben durch
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a) Bestimmen Sie eine Basis von ker(f) und ergénzen Sie diese zu einer Basis 8 von
@4

b) Zeigen Sie, dass die Bilder der hinzugenommenen Vektoren eine Basis von im(f)
bilden.

c¢) Ergiinzen Sie diese Basis von im(f) zu einer Basis € von Q® und geben Sie die
Abbildungsmatrix von f beziiglich 8, € an.

Aufgabe 2 (6 Punkte)

Seien V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und {by,...,b,}, {b},..., b} zwei geordnete
Basen von V. Zeigen Sie, dass genau ein Isomorphismus f € GL(V) mit f(b;) = b} (j =
1,...,n) existiert.

Aufgabe 3 (8 Punkte)

Seien K ein Korper und V,W zwei K-Vektorrdume. Mit L(V, W) bezeichnen wir die
Menge der linearen Abbildungen von V' nach W.

a) Zeigen Sie, dass L(V, W) durch die Operationen

(f+9)() = f(v)+g(v) (figeL(V,W); veV),
A ) :=x-flv) (FELV,W); AeK, veV)

7zu einem K-Vektorraum wird.



b) Berechnen Sie dimy L(V, W) in dem Fall, dass V' und W endlich dimensionale Vek-
torrdume sind.

Aufgabe 4 (8 Punkte)

Wir betrachten die lineare Abbildung f : R?> — R?, die durch f (( ?, )) = ( 147 )

und f (( ? )) = ( _83 > eindeutig als lineare Fortsetzung festgelegt ist.

a) Zeigen Sie, dass f ein Isomorphismus ist.

b) Geben Sie die Abbildungsmatrix von f beziiglich der Standardbasis des R? an.

Aufgabe 5 (10 Punkte)
(Faktorraum und Homomorphiesatz fiir lineare Abbildungen)

Es seien V ein K-Vektorraum und U C V ein Unterraum.

a) Zeigen Sie, dass auf der Faktorgruppe (V/U,+) durch A - (v+U) :== (A-v) + U
(A € K,v € V) eine wohldefinierte Skalarmultiplikation gegeben ist und dadurch
V/U die Struktur eines K-Vektorraums besitzt.

b) Beweisen Sie, dass die natiirliche Abbildung 7 : V' — V/U eine lineare Abbildung
ist. Weiterhin gilt dimy U + dimg V/U = dimg V.

c) Sei weiterhin W ein K-Vektorraum und f : V — W eine lineare Abbildung; =
bezeichne in diesem Fall die natiirliche Abbildung m : V' — V/ker(f). Zeigen
Sie: Es existiert genau eine injektive lineare Abbildung f : V/ker(f) — W mit

f:?ow.



