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Serie 11 (40+10 Punkte)

Aufgabe 1 (12 Punkte)

a) Berechnen Sie den Spaltenrang der Matrix

A =

 1 −1 1 0
−1 0 1 1
1 −2 3 1


durch direkte Bestimmung der maximalen Anzahl linear unabhängiger Spaltenvek-
toren von A.

b) Berechnen Sie den Zeilenrang der Matrix

B =


1 4 6 4 1
1 3 3 1 0
0 1 3 3 1
1 2 1 0 0
0 1 2 1 0
0 0 1 2 1


durch direkte Bestimmung der maximalen Anzahl linear unabhängiger Zeilenvekto-
ren von B.

c) Berechnen Sie den Rang der Matrix

C =


1 2 3 4 5
3 6 9 12 15
2 6 9 12 15
1 3 2 5 4
4 9 14 21 24


mittels elementarer Umformungen. Geben Sie bei jedem Umformungsschritt die vor-
genommene elementare Umformung an.



Aufgabe 2 (7 Punkte)
Berechnen Sie den Rang der komplexen Matrix 1 1 1

1 a a2

1 b b2


in Abhängigkeit von a, b ∈ C.

Aufgabe 3 (9 Punkte)

Es seien U, V,W, drei K-Vektorräume und f : U −→ V , g : V −→ W zwei lineare
Abbildungen. Beweisen Sie die Ungleichungen

a) rg(g ◦ f) ≤ min(rg(f), rg(g)).

b) rg(f) + rg(g) ≤ dimk V + rg(g ◦ f).

Aufgabe 4 (12 Punkte)

Gegeben seien die folgenden Matrizen:

A =


2 0 3
−6 1 0
0 −3 4
−4 1 3

 , B =

 5 0
1 −3
0 2

 , C =

 3 2 1
−1 0 3
−1 4 −2

 , D =


1
2
0
1

 ,

F =

 2 3 −1
1 2 −1
1 4 −3

 , G =

(
1 0
0 4

)
.

Berechnen Sie, sofern die Ausdrücke erklärt sind:
5C − 2F , AB, BC, CB, AD, AtD, (CB)t, (AB)G, A(BG).

Aufgabe 5* (10 Punkte)

Wir betrachten den Vektorraum V = Mn(R) der reellen quadratischen Matrizen. Für
A = (αk,j)1≤k,j≤n ∈ Mn(R) wird mit At := (αj,k)1≤k,j≤n die transponierte Matrix von A
bezeichnet (bildlich: die Matrix A wird an der Hauptdiagonalen gespiegelt).

a) Zeigen Sie, dass die Abbildung f : V −→ V , gegeben durch f(A) = A + At, eine
lineare Abbildung ist.

b) Berechnen Sie ker(f) und im(f) sowie die Dimensionen beider Räume.

c) Zeigen Sie, dass V = ker(f)⊕im(f) ist, d.h. V = ker(f)+im(f) und ker(f)∩im(f) =
{0}.


