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Serie 14 (30 Punkte)

Aufgabe 1 (10 Punkte)

Es seien K ein Körper und f ∈ K[X]. Ein Zerfällungskörper E von f ist eine minimale
(endliche) Erweiterung E/K, die sämtliche Nullstellen von f enthält.

a) Zeigen Sie, dass ein Zerfällungskörper E von f bis auf Isomorphie eindeutig be-
stimmt ist.

b) Bestimmen Sie einen Zerfällungskörper des Polynoms f(X) = Xn − 1 ∈ Q[X]
(n ∈ N, n > 0).

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Es sei E der Zerfällungskörper des Polynoms f(X) = X6 − 25 ∈ Q[X].

a) Bestimmen Sie E und berechnen Sie die Galoisgruppe G = Gal(E/Q).

b) Bestimmen Sie alle Untergruppen von G.

c) Bestimmen Sie für jede Untergruppe H ⊆ G den nach dem Hauptsatz der Galois-
theorie zu H existierenden Zwischenkörper Q ⊆ L ⊆ E.

d) Stellen Sie das System der Körpererweiterungen in einem Diagramm dar! Welche
der Körpererweiterungen sind normal?



Aufgabe 3 (10 Punkte)

Seien K ein Körper, X1, . . . , Xn Variable und σ1, . . . , σn die elementarsymmetrischen
Funktionen in X1, . . . , Xn.

a) Beweisen Sie, dass K(X1, . . . , Xn) eine Galoiserweiterung von K(σ1, . . . , σn) ist,
dessen Galoisgruppe isomorph zur symmetrischen Gruppe Sn ist.

b) Betrachten Sie das Polynom

f(T ) = T n−σ1T
n−1± . . .+(−1)nσn = (T −X1) · . . . · (T −Xn) ∈ K(σ1, . . . , σn)[T ].

Die Diskriminante ∆ von f ist definiert durch

∆ = (−1)n(n−1)/2
∏
i6=j

(Xi −Xj).

Zeigen Sie, dass die alternierende Gruppe An nach dem Hauptsatz der Galoistheorie
dem Körper K(σ1, . . . , σn)(

√
∆)/K(σ1, . . . , σn) entspricht.


