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Kapitel 1

Qualitatives Verhalten von
Differentialgleichungslosungen und
dessen Wiederspiegelung durch
Approximation

1.1 Kontraktive und dissipative Systeme

Wir betrachten zunéchst autonome Differentialgleichungen (DGL) der Form

o' (t)=f(z(t), feC' (R™). (1.1)

Die Funktion
2 (+0) (1.2)

sei Losung der Anfangswertaufgabe (AWA)

7O =f@®), 20 =g0]

Definition 1.1 (Gleichgewichtslage, stationire Lésung). Ein Punkt ¢ € R™ mit f(¢) =0
heifit Gleichgewichtslage. Die Funktion z (-,¢) = ¢ heifit dann stationdre Losung.

Definition 1.2 (dynamisches System). Sei E C R™ eine Menge. Die Differentialgleichung
(1.1) definiert ein dynamisches System auf E, falls, fiir jedes 2o € E, die Anfangswertaufgabe

() =f(z(), 2(0)=n0,

eine eindeutige Losung besitzt, welche fiir alle ¢ € [0, 00) definiert ist, und die fiir alle ¢ € [0, c0)
in E verbleibt (z (t) € E, t > 0).

Beispiel. m =1
1. Fiir die Differentialgleichung =’ (t) = a - x (¢) ist die Losung gegeben durch
z () = e - xp, z0 €R
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6 1.1. KONTRAKTIVE UND DISSIPATIVE SYSTEME
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z' (t) = —z (t) mit 29 € {-1,0,1,2}. z' (t) = x (t) mit 9 € {-1,0,1,2}.
2. Fiir die Differentialgleichung ' (t) = z? (¢) ist die Losung gegeben durch

(zio,oo) zo <0,
te (—00,00) 1z =0,

L zg > 0.

) o

T 1—t-xz

z (t)
—00
Die DGL definiert damit ein dynamisches System auf E = {z¢ € R| 29 < 0}.

3. Fiir die Differentialgleichung z’ (t) = —z () ist die Losung gegeben durch

(t) Zo e (—OO, OO) zo =0,
z(t) = ———,
V1 + 2ta? (—ﬁ,oo) 2o # 0.

Die DGL definiert ein dynamisches System fiir E = R, E = Rt oder E = R™.
Betrachte weiterhin die Menge B = (—a,a), a > 0. Es ist

d
7 (O =2-2(t)-2' (t) = =2 |z (1)|* <0,

d.h. |z (t)| ist nicht wachsend. Fiir 2o € B ist also auch z (t) € B fiir alle ¢ > 0, also definiert
FE = B ein dynamisches System.

Losungen der DGL &' (t) = —a3 (¢) fiir o € {—1,0,1}
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Definition 1.3 (Evolutionshalbgruppe, Lésungsoperator). Sei durch (1.1) ein dynamisches
System auf E C R™ gegeben. Die Familie von Operatoren

|St):E—> B,  S®m=g(tw), w€E,t>0,

heifit Fvolutionshalbgruppe der DGL. S (t) heifit Losungsoperator der DGL.
Bemerkung. Es gilt S(t+7)=S(t)S(r) =S (7)S(t) und S(0) =1I.

Definition 1.4 (einseitige Lipschitz-Bedingung). Sei {:,-) ein inneres Produkt auf R™ und
|| die zugehdrige Norm. Die Ungleichung

(fl@)—f@,e—8) <y-le—a|", 2,3eR", (1.3)

mit einer Konstanten v € R heifst einseitige Lipschitz-Bedingung.

Beispiel. m =1
1. 2’ (t) =a-z(t), d.h. f(z) =a-z. Dann ist

(f@)—f@),z—8) =a-(c—2)*,
d.h.. die einseitige Lipschitz-Bedingung (1.3) ist fiir v = a erfiillt.
2. Sei f(z) = 2% Esist

(fl@)=f@),2-8)=(2"-2") (@-2) = (2+8)- (¢ —7)".
Dann ist keine Bedingung (1.3) erreichbar.
3. Sei f (z) = —2°. Es ist
(f@)=f@),2-2)==("-7) - (z - 2)
=—(a* + 23 +3%) (2 - 7)°

=—(2* + 2°) (z—z)° — 2z (z — 2)°

und weil 2 + 222 + 3° = (z + 2)° > 0, d'h. 1 (22 + 72) > —27 folgt weiter

< — (2 + 77) (:c—j)2+%(:c2+§:2) (z —2)°

<0,
also ist die Bedingung (1.3) mit v = 0 erfiillt. Die Funktion ist aber nicht Lipschitz-stetig!

Bemerkung. Ist f Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L, so folgt mittels Cauchy-Schwarzscher-
Ungleichung

(f@=-f@,2-2)<|f(@)-f@] |z -2 <L-|]z -2,
d.h. die einseitige Lipschitz-Bedingung (1.3) ist mit v = L erfiillt.
Der folgende Satz zeigt, wie die einseitige Lipschitz-Bedingung dem Grad, mit dem zwei Trajek-

torien des dynamischen Systems mdoglicherweise divergieren, eine Beschrankung auferlegt. Zuvor
bendétigen wir aber das Lemma von Gronwall.
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8 1.1. KONTRAKTIVE UND DISSIPATIVE SYSTEME

Lemma 1.5 (Gronwall [SH96, S. 108]). Fiir eine Funktion z € C* ([0,0)) gelte
Z{t)<az(t)+b

mit Konstanten a # 0 und b. Dann ist

z (t) Seatz(0)+g

(e -1), t>0.
Satz 1.6. Sei fir die DGL (1.1) die einseitige Lipschitz-Bedingung (1.3) gegeben. Dann gilt

1. Alle Anfangswertaufgaben (1.2) sind eindeutig ldsbar auf [0,00), d.h. sie generieren ein
dynamisches System auf R™.

2. Fir je zwei Losungen x (+), T (-) gilt:

e -z <l =20, ¢>0]

3. Ist v < 0, so besitzt die Differentialgleichung genau eine Gleichgewichtslage ¢ € R™. Diese
ist exponentiell attraktiv, d.h. es gilt

[z (t) —c| <€ |z (0)~¢], t>0,
fiir jede beliebige Losung x (-).
Beweis. 1.,2.: Die Funktionen z (-) und Z (-) seien beliebige Losungen der DGL (1.1). Sei z auf

dem Intervall [0,7) und Z auf dem Intervall [0, 7) definiert. Fiir 1. geniigt es zu zeigen, daf
T=7T=o00 gilt. 0.B.d.A. sei 7 < 7.

Dann gilt auf dem Intervall [0, 7)

d g2
Sz )~ )

2@ (t) — ' (1), = () —

2(f(z (1) — f(2 (), = () -z (1)
< 29z () -2 ()

Fiir die Funktion z (t) := |z (t) — & (t)|*, t € [0,7), gilt dann
2(t) <2vz(t).

Die Anwendung des Gronwall-Lemmas 1.5 liefert dann

2(t) <e?z(0), telo,n),
also
|lz(t) -z (t)| < e[z (0) -z (0)],  t€[0,7)
Dies zeigt 2. Weiterhin folgt
iz < Je@+le@®)-z@) <|z@)]+ [z (0) -z 0), te[o,7),
Z@ > le@)=le@®) -2 2|z®)] -z (0) -2 (0), tel0,7).

Dies zeigt: Wenn z unbeschrankt wird zur endlichen Zeit ¢t = 7, so ist Z beschrankt auf [0, 7)
und wird unbeschriankt genau zur Zeit t = 7.

Nun waren z und Z beliebig gew#hlt. D.h., falls die DGL kein dynamisches System gene-
riert, so miissen alle Losungen zur gleichen Zeit unbeschrinkt werden. Dies fiihrt zu einem
Widerspruch:
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Angenommen, es gibt eine Zeit Ty, zu der keine Losung fortsetzbar ist.
Zu einem fixierten z, € R™ 16st z (-, z.) die Anfangswertaufgabe mit z (0) = z. auf dem

Intervall [0, 7). Wir wihlen nun z,. =z (%,w*) =5 (%) Z.. Dann gilt

& (t4e) = S () 2an = S (1) S (TE) 2. =S (t + TE) s

d.h. z (-, z.) wird schon zum Zeitpunkt % unbeschrinkt. Dies ist ein Widerspruch zur
Beobachtung, daf alle Losungen erst zur Zeit T, unbeschrinkt werden kénnen (da z (-, T.«)
durch z (-, z.) beschrankt wird).

3.: Sei vy < 0.
Eindeutigkeit: Seien ¢,é € R™ Gleichgewichtslagen, d.h. f(c) = 0, f(¢) = 0. Anwendung
von 2. auf z (t) = ¢, Z (t) = ¢ ergibt

lc—¢|=|z(t) —z @) <e|z(0)—z(0)] =e"|c—¢ 120, ,

da v < 0. Also ist ¢ = €.
Existenz: Sei T' > 0 fest. Wegen v < 0 ist S (T') eine Kontraktion auf R™. Dann existiert ein
eindeutiger Fixpunkt zr € R™ mit S (T') zr = z7. Siehe weiter in [SHI6, S. 174]. O

Bemerkung. Ist die einseitige Lipschitz-Bedingung v < 0 erfiillt, und ist ¢ € R™ Gleichgewichts- nicht in der
lage der DGL, so folgt fiir eine beliebige Losung x (-) Vorlesung

(f@)—f(),z(t)—c) <0, dh (f(z(t),c—=z(t) >0,

der Vektor f (z(t)) zeigt also in die Richtung der Gleichgewichtslage (,,Die Losung z (t) bewegt
sich in Richtung ¢.”) .

Beispiel. Die Voraussetzung v < 0 in Teil 3 von Satz 1.3 ist notwendig, wie dieses Beispiel zeigt:
Fiir m = 3 betrachte die DGL

zy(t) = —22(t)
B0 = o)
x5 (t) = 0.

Dann ist

—T2 + To 1 —T1
(f)-f@),z-3) = < T1— I , | T2 — T2 >
0 xr3 — I3
= (=224 Z2) (21 — F1) + (1 — F1) (22 — T2)
= 0,
d.h. die einseitige Lipschitz-Bedingung ist nur fiir v = 0 erfiillt.

Gleichgewichtslagen sind alle Punkte ¢ = (0,0, ¢3), c3 € R.

Satz 1.7. Sei fiir die DGL (1.1) die Bedingung (1.3) mit v = 0 erfiillt. Dann ist die Menge aller
Gleichgewichtslagen

|&:={ceR" |f(c) =0}

abgeschlossen und konver.

Beweis. Fiir die Konvexitat siehe [SH96, S. 176].

Abgeschlossenheit: Sei ¢, € £ eine Folge von Gleichgewichtslagen, d.h. f (¢,) = 0 mit ¢, ——=» ¢,
Aufgrund der Stetigkeit von f ist dann f (c.) = lim, o0 f (¢n) =0, also ¢, € £. O
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10 1.1. KONTRAKTIVE UND DISSIPATIVE SYSTEME

Definition 1.8 ((schwach) kontraktiv, Kontraktivitdtsungleichung). Falls fiir die DGL
(1.1) die Bedingung (1.3) mit v < 0 (y = 0) erfiillt ist, heilt die DGL kontraktiv (schwach kon-
traktiv). (1.3) heift dann Kontraktivititsungleichung.

Bisher haben wir nur nichtlineare autonome Differentialgleichungen betrachtet, fiir welche die
Trajektorien asymptotisch gegen eine eindeutige Gleichgewichtslage konvergieren. Eine natiirliche
Verallgemeinerung ist es nun, Systeme zu betrachten, bei denen sich das asymptotische Verhal-
ten auf ein beschrinkte Menge beschrinkt, wobei keine Einschrdnkungen beziiglich der Dynamik
innerhalb dieser Menge gemacht werden. Dies motiviert die folgenden Definitionen:

Definition 1.9 ((positiv, negativ) invariant). Eine Menge A C R™ heifit positiv invariant
in Bezug auf (1.1), falls fiir jede beliebige Losung z (-) aus z (t«) € A fiir ein ¢, € I, folgt, daf
z (t) € A fiir alle t > t.,t € L.

Analog: Negativ invariant.
A heifit invariant in Bezug auf (1.1), wenn es positiv und negativ invariant ist.

Definition 1.10 (dissipativ, absorbierende Menge). Ein dynamisches System auf R™ heifst
dissipativ, falls es eine beschrankte positiv invariante Menge .4 C R™ gibt und fiir jede beschrankte
Menge B C R™ ein t. (A, B) existiert mit der Eigenschaft, daf

SHBCA  Vi>t.(AB)]

A heifit dann absorbierende Menge.
Beispiel. m =1, 2’ (t) = —z (¢). Dann ist
S (t) zo = e 'y, x0 €R
Die Menge A = [—a, a] mit a > 0 ist beschrankt und positiv invariant:

Sei B C R beschrankt, dann existiert ein r > 0, so daf B C B (0,r). Wahlen wir t. (A, B) := t.
so, daR e~'*r = a ist, d.h. t, = In (). Dann ist e 'r < a fiir alle t > t,, also z (t) € A fiir alle
t >t (A, B). Auch die Menge A = (—a, a) ist positiv invariant.

Beispiel (|[SH96, S. 181]). Fiir m = 1 betrachte die Differentialgleichung
W)=z @)—22().

Jede Menge A = [—a, a] mit a > 1 ist absorbierend.

1.5

~

-

X(t)

0—,_\\\‘\‘\“\‘\‘\ L e T
1 2 3 r

Losungen der Differentialgleichung fiir z (0) € {—1,-%,0,
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Dissipativitdt entsteht haufig als direkte Konsequenz aus einer Strukturbedingung, die von f erfiillt
wird. Existiert z.B. ein 8 > 0, so daf f die Bedingung

<f($)a$> S—,B|$|2, .’L’ER", (14)
erfiillt, so folgt aus dem Gronwall-Lemma
llz @) < e[|z (0)]]

fiir jede Losung z (t) von (1.1), d.h. alle Trajektorien des Systems konvergieren gegen den Ursprung.
Diese Systeme sind also dissipativ, wobei jede Kugel um 0 eine absorbierende Menge darstellt. Wir
wollen die Ungleichung (1.4) nun verallgemeinern:

Definition 1.11 (Dissipativitdtsungleichung). Seien a > 0, § > 0 Konstanten. Die Dissipa-
tivitatsungleichung lautet:

(f(@),z) <a—B-|z| Vr € R™. (1.5)

Satz 1.12. Sei fiir die DGL (1.1) die Ungleichung (1.5) gegeben.
Dann ist durch (1.1) ein dynamisches System auf R™ definiert, welches dissipativ ist. Alle Kugeln

B(O,,/%Jrs), £>0,

Beweis. Sei z € C* ([0, 7)) Losung. Es ist

d 2 d
Sle@F = S ,s0)

= 2(f(z(t),z (1)
S 204—2,3|.’L‘(t)|2, tE[O,T)

sind absorbierende Mengen.

Anwendung des Gronwall-Lemmas 1.5 auf z (£) := |z (£)|%, 2’ () < 2o — 282 (), liefert
20
—28
= 23 (0) + % (1— e 28

=28t (|w(0)|2 - %) + %

e < e (O + = (e 1)

Falls [ (0)]” < &, so ist |z (t)|” < .
Falls [z (0)]” > &, so ist |z (t)]” < €72 |z (0)* + [z (0)| (1 — e2P!) = |z (0)[.
Allgemein gilt also

mwFst@umﬁg}, tef0,r).

Dann ist die Losung auf [0,00) fortsetzbar und die DGL generiert ein dynamisches System auf
RrR™.

Positive Invarianz vonB(O,,/%+6):Sei xoeB(O,,/%+6).Dann ist
o o
|S(t)a:0|:|x(t,x0)|§max{|x0|, E}SMB+6, t>0.
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12 1.1. KONTRAKTIVE UND DISSIPATIVE SYSTEME

Dissipativitat: Sei B C R™ beschrankt, also B C B (0, r) fiir ein r > 0, und sei g € B. Dann ist

ool < e (- 5) + 5.

Wir wihlen nun ¢, so, daR e=28%~ (r2 - %) — ¢ gilt. Dann ist fiir ¢ > t,

2 ot 2 @ «a a
z(t,zo)|” < e (r ——)—}——gs—i——. O

1.1.1 Nichtautonome Differentialgleichungen

Sei f: R™ x Iy — R™ stetig, Iy C R, [z R™ x Iy — L(Rm) stetig. Fiir ¢g € Iy, zog € R™ mit
Iy D [tg, 0) betrachte die (nichtautonome) Differentialgleichung
g () =f(z(t),1) (1.6)

und die Anfangswertaufgabe

g (t)=f(z(t),1),  =z(t) =m0 (1.7)

Definition 1.13 (Gleichgewichtslage, stationire Lsung). Ein ¢ € R™ heifit Gleichgewichts-
lage von (1.6), falls f (¢, t) = 0 fiir alle t € I gilt.

z (t) = c, t € Iy, heilit stationdre Losung.

Beispiel. m = 1, 2/ (t) = —tz(t), d.h. f(z,t) = —tz. Dann ist ¢ = 0 Gleichgewichtslage. Die
Losung der DGL ist

Losungen der Differentialgleichung ' (t) = —tz (t) fiir zo € {-1,1,2}.

Definition 1.14 (einseitige Lipschitz-Bedingung, Kontraktivitdtsbedingung). Die Un-
gleichung

(f (z,t) = f(Z,t),2 — T) §'7|x—a‘7|2 fir 2,z € R™,t € Iy, (1.8)

mit Konstante v € R heift einseitige Lipschitzbedingung fir (1.6). Ist v < 0, so heifit (1.8)
Kontraktivitatsbedingung.

Definition 1.15 (Dissipativititsungleichung). Die Ungleichung

(f(@,t),2)<a—-Blz[*, zeR™tel, (1.9)

mit Konstanten a > 0, 8 > 0, heift Dissipativititsbedingung fiir (1.6).

Die Aussagen 1 und 2 von Satz 1.6 und die Aussage von Satz 1.12 gelten auch fiir (1.6).
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1.2 B-stabile Runge-Kutta Verfahren

Wir betrachten die Anfangswertaufgabe (1.7) und eine Diskretisierung von [tg, 00):
o<t <...<tp1 <tp<...
mit Intervallingen
hj =t; —tj_1, 1=12,...
Wir bezeichnen mit z, die durch ein numerisches Verfahren bestimmte Approximation zu z (¢,).

Wir suchen im folgenden Bedingungen fiir die numerischen Verfahren, so daff die approximier-
te Losung das Langzeitverhalten der exakten Losung von (1.7) unter geringen oder keinen Ein-
schrinkungen an die Schrittweite h; wiedergibt. Speziell werden wir uns mit kontraktiven und
dissipativen Systemen beschiftigen.

Falls die Differentialgleichung schwach kontraktiv ist, so gilt fiir je zwei Losungen z (), Z (-) zur
AWA (1.7) mit Anfangswerten xg, To:

|$(tn) _E(tn)l S |£L' (tn—l) _z(tn—l)la TLZ ]-;

unabhéngig von Schrittweiten. Wir moéchten, daf sich diese Eigenschaft auch auf die durch ein
numerisches Verfahren approximierte Losung iibertragt:

Definition 1.16 (B-stabil). Ein numerisches Integrationsverfahren heiflt B-stabil, falls es bei
Anwendung auf eine schwach kontraktive DGL (1.6) zu Anfangswerten zg, To und beliebigen
Zerlegungen ty < t; < ... Sequenzen {z,},~q, {Zn}, > erzeugt, fiir die die Ungleichung

|20 = Zn| < |@n1 —Fna|, n>1, (1.10)

gilt.

Beispiel. Sei die DGL
' (t) = f (z(t),t) := —10°x (t)

gegeben. Der Startwert Zo = 0 liefert die stationiire Losung Z, = 0 Vn. Wegen —10° < 0 ist die
DGL nach Lemma 3.5 kontraktiv. Wir betrachten nun einige numerische Integrationsverfahren:

1. Explizites Euler-Verfahren: Die Iterationsvorschrift lautet
Tn = Tp-1 + hnf (Tn_1,tn-1) -
Fiir dieses Beispiel ist dann
Tp = Tn_1 + hp (=10°2,_1) = (1 — 10°h,,) Tp—1.
Die Ungleichung (1.10) lautet dann

?
[T — En| = |zn| = |1 - 105hn| |Zp—1| = |1 - 105hn| |Zn—1 — En—1| < |Bp—1 — Tn—1]-
—_——

<17

Da dies aber eine Schrittweitenbeschrinkung fiir h,, darstellt, ist dieses Verfahren nicht B-
stabil.

2. Implizites Euler-Verfahren: Die Iterationsvorschrift lautet hier

Tn = Tpn-1+ hnf (xnytn) -
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14 1.2. B-STABILE RUNGE-KUTTA VERFAHREN

Fiir dieses Beispiel also

Tn = Tp_1+h, (_105$n) ’
.,
1+ 105k, "'

< 1ist die Ungleichung (1.10) fiir jede Wahl von h,, erfiillt:

d.h.z, =

Wegen 57
|$n - z'nl = |$n| S |$n—1| = |$n—1 - i'n—ll .
Dieses Verfahren ist B-stabil (zum Beweis siehe Satz 1.18 auf Seite 16).

3. Verbessertes Euler-Verfahren: Die Iterationsvorschrift dieses expliziten Verfahrens lautet

B hn,
Tp =Tp_1+ hnf ('Z'n—l + 7]0 (-'L'n—latn—l) ytn—1 + 7) .

Fiir dieses Beispiel also
hn
Tn = Tn_1 + hn (—10°) (mn_1 +5 (—105xn_1)) (1 —10°h, + = 5 (105h )2> Tn—1.
Fiir die Ungleichung (1.10) ergibt dies

?
|-'En| = |xn—1| < |$n—1| .

1—10°h, + = (105h )

<1?

Dies ergibt wieder eine Einschrankung von h,,, so daf dieses Verfahren nicht B-stabil ist.

Vergleich von expliziten und impliziten Euler-Verfahren an der DGL x'(t)=-9x(t) Vergleich von expliziten und impliziten Euler-Verfahren an der DGL x'(t)=-10.5x(t)
1 T T T T T T T T 25 T T T T
0.8 H.-\exakte Loesung x(t)=e"* B 2r N
«~ implizites Euler-Verfahren mit Schrittweite h=0.2
15F A
1 i
« implizites \Verfahren mit Sghrittwgite h=0.2
05 b
B akte Lp (h=e105
ok [~

-05F
b
1 st
-0.6 « explizites Euler-Verfahren mit Schrittweite h=0.2 1 -2F
explizites Euler-Verfahren mit Schrittweite h=0.2 —
~08 . . . . . . . 25 . . . . . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18

Allgemeines s-stufiges Runge-Kutta Verfahren:

Ein s-stufiges Runge-Kutta- Verfahren basiert auf den s Zwischenschritten

‘tni =tp_1 + Cihn, 1=1,...,s,

zu Knoten 0 < ¢; < ... < ¢, < 1. Die Iterierten {x,},~, werden vermdoge der folgenden Vorschrift
gebildet: -

Tpn = Tp— 1+h Zﬂ] njo

j=1

! — —
an' - f Tn— 1+h zaz] nj’ 5 'L—l,...,S,

(1.11)
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mit Gewichten o, ; und B, 4,5 =1,...,s. Die Parameter ci,...,cs, B1,...,8s und o1, ..., 05
werden im Butcher- Tableauw zusammengefasst (3 ist ein Zeilenvektor!):

C1 @11 - Qag
C A _ cs asl ass
B | B - B

Die Bildungsvorschrift (1.11) liefert ein Gleichungssystem fiir X/;,..., X/ . Bezeichne mit X,;
die Zwischenstufenapproximationen

8
Xpi = Tno1+hn 3 ayXp,, i=1,...,s (1.12)
=1

Falls o ; = 0 fiir ¢ < j, so ergibt sich ein explizites Runge-Kutta Verfahren.

Beispiele fiir Runge-Kutta-Verfahren sind

1. Explizites Euler-Verfahren: Die Iterationsvorschrift lautet
Ty = Tp_1 + hnf (xnflatnfl) -

Ty = Zp—1+hpX),
1 X = f@a1,ta1)

2. Implizites Euler-Verfahren: Die Iterationsvorschrift lautet

s = 1, Butcher-Tableau:

Tn =ZTp-1+ hnf ('Z.thn) .

Ty = Zp—1+hpX),
s = 1, Butcher-Tableau: , ,
1 i = [l @+ haXp,tno1 + by
—_——— ——
Tn tn

3. Implizite Mittelpunktregel: Die Iterationsvorschrift lautet

1 h
Tpn = Tp-1 + hnf (5 (mn + -'L'n—l) ytn—1 + %) .

05 0.5 T = S X
s = 1, Butcher-Tableau: , hy o, hy
1 X, = fla, 1+ 7Xn1’tn71 + >

4. Verbessertes Euler-Verfahren: Die Iterationsvorschrift lautet

hn hn
Tpn = Tn—-1 + hnf (xn—l + _f (mn—latn—l) atn—l + _) .

2 2
Tp = Tpo1+ hp,X!
AETE R v
s = 2, Butcher-Tableau: 0.5 05 0 nl = Tn-1, "‘}1 L
| 01 X;LQ = f (mnl + THXLlatnfl + 771)
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16 1.2. B-STABILE RUNGE-KUTTA VERFAHREN

5. Trapezregel: Die Iterationsvorschrift lautet

Tn = Tnot + 0 (F (Bnet tac1) + £ (@)

2
h h
Tn = ZTp-1+t 7”X’;L1 + 7”X’;L2
0 0 0 Xp1 = f(@n-1,tn1)
s = 2, Butcher-Tableau: 1 0.5 0.5
0.5 0.5 h h
| Xy = flop_1+ 7")(,’11 + §X;2,tn_1 + hy,
N |, N——
~ e
Tn

Definition 1.17 (algebraisch stabil). Ein s-stufiges Runge-Kutta Verfahren heifit algebraisch
stabil, falls §; > 0,i=1,...,s, und die Matrix M = (m; ;),

‘mi,j = ai,jﬂi + aj,i/Bj - IBIBJ) 17] = ]-a TR

positiv semidefinit ist.

B1 0 Bi 0
M= AT + A-pTp
0 Bs 0 Bs

Satz 1.18 (M. Crouzeix, 1979). Ein algebraisch stabiles Runge-Kutta Verfahren ist B-stabil.

Beweis. Betrachte eine DGL 2’ (t) = f (z (t) , t), fiir die die Kontraktivitdtsungleichung
<f(m7t)_f(i'7t)7$_i)507 'T7'i.eRm7tZt07

gilt. Die Iterierten {z,},~, des Runge-Kutta Verfahrens werden entsprechend (1.11) gebildet:

s
Tn = xn—l'{'hnZ/BjXéj;

Jj=1
s
Xni = xn_1+hn2a,~jX’nj, 1=1,...,s,
j=1
X;” = f(an,tnz), 7,= 1,...,8.
Aufgrund der Kontraktivitit ist dann
(X} — X1, Xni — Xni) <0 i=1,...,5n>1. (1.13)

Wir haben zu zeigen: |z, — .1‘cn|2 <|Tp-1-— 3‘:",1|2 .
Nun ist

E e
|20 — Zn|> = <xn_1 —Zp_1+ hy Zﬂj (X,'Lj — X;j) , Tn—1 — Tn—1 + hnp Z B; (X;bj — XLJ.)>

=1 =1

= |~Z'n—1 - i’n—1|2 +A

mit A = 2h, <Z ﬂj (X;L] — X;LJ) yTn—1 — $n_1> + h% z ﬂjﬂ, <X;1_7 — X’;LJ"X’:M - X;”>
7j=1

Jyi=1
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Aus Formel (1.12) folgt
s B S _
Tp 1 —Tp1 = Xn] - hn Z alerlzl - (Xn] - hn Zale;’Ll)
1
= — hn zaﬂ ~ X)), i=1,...,s

also
Azhiiﬂjﬂi(XInj_ X, X ) + 2k, Zﬂj< X, X — hy Zajl nl)>
=1
— B2 i BiBi (X — X!y Xty = XY + b Zﬂﬂ(X Xpj» Xnj = Xnj)
ji=1 =1
—R? i,@ﬂ <X;U. X, Za,z nl)>
=
—n2 i BiBi (Xh; — Xy Xty — XY + b ZBﬂ(X Xpj» Xnj = Xnj)
ji=1 =1
—h2 Zﬂj (< an,zaﬂ ;,)> + <Z aji (Xpy = Xp) » Xy = X£j>>
=h, ZBJ 2(X,; - X;, X —h2 Z {Bjayi + /3,04” Bibi} (X7 — X X — Xy -
<0 n;h (1.13) =t e g=ms s
Sei nun

8
B .= Zmi]‘<Uj,Ui), UiERm,i:].,...S.
Jyi=1
M = (m;;) ist eine symmetrische, positiv semidefinite Matrix und kann daher mit Cholesky
zerlegt werden: M = RT R mit einer oberen Dreiecksmatrix R. Dann ist

s s

- T, _— e

mi; = Tty = Tty
=1 =1

2
e 8 B e e e B
B 33 s 0,00 = (St 3o th) =35 Sty 20
jri=11=1 =1 \j=1 i=1 =1 |j=1
2
A= h, Zﬂ, X0 Xnj — Xnj Z Zr,, i —Xn)| <o. (1.14)
=1 |j=1
<0 nach (1.13) ;)
Also gilt
|$n - i’n|2 < |$n—1 - jn—llz +A<L |~'L'n—1 - i’n—1|2 . |

Bemerkung 1.19. Was passiert bei kontraktiven Differentialgleichungen (mit v < 0), d.h.

(f(x,t)—f(i’,t),x—i')§7|$—§3|2 .Z‘,.'EERm,tZtO.
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18 1.2. B-STABILE RUNGE-KUTTA VERFAHREN

Formel (1.14) liefert nun
s
5 (2
i=1

Betrachte den Spezialfall des impliziten Euler-Verfahren: s = 1, ay1 = 81 = 1 = 1, Xp1 = zn.
Dann ist

|-Z'n _'i'n|2 < |xn—1 _-'Z'n—1|2+hn <2y - |xn _:En|2
also |z, — ;T:n|2 < 1 |Zp—1 — :En_1|2 < |Tp—1-— a‘:n_1|2
- 1—2vh,
——
€(0,1)

In [SH96, S. 387] wird (fiir autonome DGLn, h, = h, n > 1) gezeigt
1+ hKL)
|.Z’n—~i'n|2§ ( +h2)

(1+ hKL)? — 2vh

fiir ,Konstanten“ K und L, die nur von h, o und Zo abhangen.

|xn—1 - i’n—1|27 n>1,

1.2.1 Dissipativitit

Im letzten Abschnitt haben wir dynamische Systeme betrachte, deren Trajektorien asymptotisch
gegen eine eindeutige Gleichgewichtslage oder eine abgeschlossene konvexe Menge von Gleichge-
wichtslagen konvergierten, und haben das Verhalten der exakten Losung mit der numerisch ap-
proximierten Losung verglichen. In diesem Abschnitt wollen wir diese Theorie nun auf dynamische
Systeme verallgemeinern, deren Trajektorien nicht zu einem festen Punkt konvergieren miissen,
sondern eine absorbierende Menge in einer endlichen Zeit erreichen und dort verbleiben (vgl. Def.
1.10, Seite 10).

Betrachte eine DGL, fiir die die Dissipativitdtsungleichung (1.9),

(f(m,t),:v)ga—,3|a:|2, .’L'GRm,tZto,
gilt, mit Konstanten a > 0 und # > 0. Dann ist
(X! Xp) <a—B|Xul>, i=1,...,5,n>1
Nun ist
el E
ol = <wn1+hnzﬂ,-x;j,wn1+hnzﬁjx:“->
j=1 j=1
8 El
= |5I7n—1|2 + th Zﬂz <X;u'7$n—1) + hi Z /Bzﬂ] <X;n‘7XTI;j>
i=1 3,j=1
(1.12) s s s
- 2
i=1 j=1 i,j=1

8

= |5I7n—1|2 + 2hn Z Bi <X;n‘7Xm'> - hi z (Qﬁiaij - ﬂz/BJ) <XéiaXrlzj>
i=1

i,j=1

= |:”'n*1|2 + 2hn Zﬂz (XrlziaXni) - h?z Z M, j <XrlerlLJ> )
i=1 ij=1
2

8 8 El
|$n—1|2+2hn25i (Xis Xni) = b2 > D i X5
- =1 |j=1
Safﬁ‘XniF ~ )

>0
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also folgt
s
[@al” < Jznoa[” + 200 3 Bi (0 = B1Xuil?) (1.15)
i=1

fiir ein algebraisch stabiles Runge-Kutta-Verfahren.

Betrachte nun weiterhin den Spezialfall des impliziten Fuler-Verfahrens: i’%

Dieses Verfahren ist algebraisch stabil, denn es ist m; ; =m;; =1+1—-1=12> 0, d.h. M ist
positiv semidefinit. Aus den Formeln (1.11) und (1.12) folgt daher

!
Tp = Tp_1+ hanD
'
an = Tp_1+ hanla
also
Ip = an.

Formel (1.15) liefert dann

|zo” < |Zpoi]? + 2h, (a -B Ixn|2)
v (14 200B) |20)” < |Zn—1]’ + 2hna
N—_————
>1
1 2h,«
O e L I | =
1+ 2h,0 1+ 2h,3
N ———
=:g9(hn) =:d,

Angenommen, es existiert eine Konstante &, so dafs
g(hn)§K<17 n217

gilt (& hy, > 125—:) und sei die Schrittweite von unten beschrankt, d.h. h, > hApgn > 0, n > 1.
Weiterhin ist

dn:g.Mng:d_

B8 1+2h,8~ B

Dann folgt
= 1— k" d
|@nl” < K |znoa|” +d < B [zof” + ;nﬂdz K" o |” 4+ d—— F (1.16)
also
lim sup |z, |* <
n—o00 1-x&

Lemma 1.20. Jede Menge

_ d
A::B<O, +E>, e >0,
1—-k
ist eine absorbierende Menge fir das implizite Euler-Verfahren.
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20 1.2. B-STABILE RUNGE-KUTTA VERFAHREN

Beweis. Positive Invarianz von A: Fiir xg € A ist zu zeigen: z, € A fiir alle n > 1.

Wegen (1.16) und |zo| < /1% + ¢ ist nun

d 1— k"
|x"|2§m”-(m+6>+d b ket

< >1
1—k l—n_l—ﬁ+6’ i

d.h. z,, € A fir alle n > 1.
Absorptionseigenschaft von A: Sei B eine beschriinkte Menge, d.h. B C B (0,r) fiir ein r > 0.

Zu zeigen: Es existiert ein ny. := n. (A4, B) := n. (¢,r), so dak bei Wahl von zo € B folgt, daf
Ty € A fiir alle n > n, gilt.

Fiir 2o € B gilt wegen (1.16):

1—k" d
|2a|? < K™ +d b noco, .
- 1-k& 1-k

Dann existiert zu € > 0 ein n, = n. (€,7) mit der Eigenschaft, daf§

9 1—k" d
k"r® +d < — +¢, n > Ny,
11—k 1—-k
d.h. |xn|2§ %+E,n2n*,also z, € A fiir alle n > n,. O
Bemerkung 1.21. Speziell fiir dquidistante Zerlegungen h,, = h, n € N, gilt k = ﬁ und
dy = 372880 = 2(1—k) = d, dh. {4 = &. Also sind die Kugeln B (0,1/%+5), e >0,

absorbierende Mengen fiir das implizite Euler-Verfahren (vgl. mit Satz 1.12, Seite 11).

Zusammenfassend erhalten wir folgende Aussage:

Satz 1.22. Sei fiir die DGL (1.7) die Dissipativititsungleichung (1.9) erfillt.

Dann bildet das implizite Fuler- Verfahren die Dissipativititseigenschaft der DGL qualitativ richtig
nach, und zwar ohne praktisch relevante Finschrinkung der Schrittweiten.

Jede Kugel B (0, \/ ﬁ + 6), € > 0, ist absorbierende Menge fiir die Approximationen.

Weiterhin gilt folgender Satz:

Satz 1.23 ([SH96, S. 403]). Sei fir die DGL (1.7) die Dissipativititsungleichung (1.9) erfillt.

Dann bildet ein s-stufiges, algebraisch stabiles Runge-Kutta- Verfahren mit 8; > 0,i=1,...,s, bei
dquidistanter Schrittweite h,, = h > 0, n > 1, die Dissipativitdt qualitativ richtig nach.

Jede Kugel B (0, \/§+h-c(h)+ 5), € > 0, ist absorbierende Menge (c(h) ist eine von h abhdn-

gige Konstante).
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1.3 Stationdre Losungen und Geisterlosungen

Sei durch die DGL 2' (t) = f (z (t),t) ein dynamisches System auf R™ gegeben (d.h. fiir jeden
Anfangswert 2o € R™ ist die Losung auf [0, c0) gegeben). Bezeichne mit £ die Menge aller Gleich-
gewichtslagen der DGL:

(€= (R f(5,) =0 Wte,o)}]

Zu z} € & ist z. (-) = xf stationdre Losung. Bei dquidistanter Zerlegung t,, := nh, n € N, to = 0,
mit h > 0 ist {z« (tn)},>0 = {23},,>0 dann eine stationére Folge.
Ein Integrationsverfahren liefert zu einem Anfangswert z eine Folge {zy}, 5. Ist auch die Folge

{Zn},>o mit o = z§ stationdr und liefert das Integrationsverfahren nur dann eine stationire
Folge, wenn es bzgl. einer Gleichgewichtslage gestartet wird? D.h. gilt fiir die Menge

En Verfahren = {z € R™ |aus o = z folgt ©, =2z, n>1} ‘

&= gh,Verfahren

Satz 1.24. Fir alle konsistenten und stabilen linearen Mehrschrittverfahren und alle Runge-
Kutta-Methoden gilt

& g gh ,Verfahren

Beweis. Zu z§ € & ist zu zeigen, dafl die Iteriertenfolge {z,} des Verfahrens bei Startwert z
stationdr ist: z, = x5, n > 1.

1. Betrachte ein konsistentes stabiles lineares Mehrschrittverfahren:
k k
Zaja:n_j :hZ/ij(xn—j;tn—j)a n>k. (1.17)
Jj=0 j=0

Es gelten die Konsistenzbedingungen Zf:o oj =0 und Zf:o a;j + B; = 0 und das Dahl-
quistsche Wurzelkriterium.

Wegen z§ € & ist f(x3,t,) = 0 fiir alle n € NU {0}. Wir zeigen, daf die Folge z,, := z,
n > 1, die Rekursion (1.17) erfiillt: Es ergibt sich die Gleichung

k k
Za,xé = hZ,Bj f(xg,th—j) =0, n>k,
J=0 J=0 -0

welche aufgrund der Konsistenzbedingung Z?:o a; = 0 erfiillt ist. Also ist z§ € &p lin.Ms.-

2. Betrachte nun ein beliebiges s-stufiges Runge-Kutta Verfahren L’%

Wir zeigen, daf die Folge =, := z§, X]; :=0,i=1,...,s,n > 1, die Runge-Kutta-Rekursion
erfiillt: Es ist

8
xnzxn,l—khZﬂjX;j:xn,lzxn,2+0=...=x0:x3, n>1
i=1

X,I”:f Tp—1 +hzain7I”-,tni :f(.’ll'n_l,tni):f(IEa,tm'):O, 1=1,...,8,n>1.

j=1

Also ist z5 € Ep RungeKutta- =
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22 1.3. STATIONARE LOSUNGEN UND GEISTERLOSUNGEN

Satz 1.25. Fiir konsistente, stabile lineare Mehrschrittverfahren gilt bei Anwendung auf eine au-

tonome DGL (1.1) auch

Beweis. Sei nun die autonome DGL 2’ (t) = f (x (t)) gegeben. Fiir eine stationére Folge {z,},,~,
von Iterierten, d.h. z, = z* € & tin.Ms., 1 > 1, ist zu zeigen, dafs =* € &£ gilt. B

Aufgrund der Stabilitétseigenschaft des linearen Mehrschrittverfahrens gilt! Z?:o B; # 0. Weiter-

hin haben wir die Konsistenzbedingung Zf:o a; = 0.
Einsetzen der stationédren Folge in die erste Gleichung ergibt dann

k k
hZij(m*) = Zaj x*.
7=0 j=0

—— ——
#£0 =0
Also folgt f (z*) =0, d.h. 2* € £. O
Beispiel. Sei m =1, A # 0 und betrachte die DGL
N 1)
== Mgy

f(z,t) = =A%z Diese DGL besitzt nur eine stationdre Losung, £ = {0}.

0

Betrachte weiterhin das Runge Kutta-Verfahren zum Butcher-Tableau 1 und aqui-

Ol O
= O

distanten Schrittweiten h,, = h, n > 1. Die Iterationsvorschrift lautet also

Integration der DGL, A=11,h=.1
0.35 T T T

Ty, = Zp_1 + h‘X';b2 . Loesung mit x.=(h*A-1)"
Tn—1
1] _ _ n
an - f (mn—latn—l) - _A]. + 2
n—1 025
1 _ 1
Xn2 - f (mn71 + thl, tnl) ’~ approximierte Loesung mnxuzol
0.2
Dann ist =
0.15
Tn—1
Tpn—1— )\h1+$2 ]
Ty =Tp—-1— Ah 5 01
Tn—1
L (ans = M)
0051
und die Folge {z,},,, ist stationér, gdw. z,, = 0 g Srakte Loesung, x(rA-y®
Oder - 00 0.5 i 1‘.5 é 2‘.5 :‘3 3.‘5 4
t
1 2 /
Tp = Tp—-1 =4 l_AhWIO < .’L'n_lzh)\—]. & Tpo1 =EVAA-1.
T
n—1

Falls hA—1 > 0, so sind die Folgen z,, = +vhA —1,n > 0, und x, = —vhA — 1, n > 0, stationér.

Es ist also
gh,Verfahren = {V hA — 1,0, —v hX — 1} DE.
! Annahme: 0 = — E;?:O Bj = E;-“:O ajj. Fiir das charakteristische Polynom des linearen Mehrschrittverfahrens

p(A) = E?:o a;jA*77 ist dann p (1) = 0 und p’ (1) = 0. D.h. 1 ist doppelte Nullstelle von p. Dies ist ein Widerspruch
zum Dahlquistschem Wurzelkriterium.

Numerik gewdhnlicher Differentialgleichungen Sommersemester 2004



Kapitel 2

Aufbau und Eigenschaften von
Runge-Kutta Verfahren

Allgemeines

Wir behandeln die DGL
z' (t) = f(z(t),1). (2.1)

Euler 1768:
Tp =Tp—1 + hn . f (xnflatnfl)

Runge begann 1895 die Verfahrensentwicklung;:

h h
pn = st hf (1 22 st ) o+ ).

Kutta schrieb 1905 ein allgemeines ,explizites Runge-Kutta Verfahren“ auf:

S
Tn Tp-1 + hnZ/BzX;n:
i=1

i—1
X7In = f (xn—l + by Zain;jatn—l + Cihn) ) 1=2,...,8,

=1
Xrlll = f (wn—lytn—l);
¢ Q11 ot 0as
d.h. das Butcher-Tableau - Do mit ¢; = 0 und a;; = 0 fiir j = 4,...,s,
Cs As1 - Ass
| B - B

1=1,...,8.

Ziel. Fiir die Runge-Kutta-Approximationen %, die ausgehend von z (t,—1) anstatt z,,_1 gebildet
werden, soll

z (tn) — Ty = O (A2H)

mit moglichst grofien p gelten. p heift Konsistenzordnung.
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24 ALLGEMEINES

Welche Bedingungen miissen nun an die Parameter A, 3, ¢ des Verfahrens gestellt werden, damit
eine moglichst hohe Konsistenzordnung erreicht werden kann?

Fiir dquidistante Schrittweiten h,, = h wird Z,, durch Losung des folgenden Gleichungssystem
berechnet:

8
Tn z (tn—1) +h Z BiX s
i=1

i—1
X;” = f (.’L‘ (tn—l) + hzaijxéj;tn—l + Cih> , 1=2,...,8,
j=1
X = fztao1),tnoa).
Taylorentwicklung um (x (t,—1) ,tn—1) ergibt dann fiir die Approximation
X’:bl = f (.’E (tn—l) ,tn—l) )
Xy = (@ (tn1),tn1) +haoi fo (2 (tno1) stn1) Xjn + C2fi (2 (tn1) stn1) h+ O (h?)

= f(@(tno1) tn-1) + haoi fo (T (tn=1) s tn_1) F (& (tno1) s tne1) + c2fi (& (tne1) stn—1) h + O (h?)

i—1
X = [+hY aisfe(f+h..)+heifi+0 (h?)

j=1
i—1
= f+h)_aifof +heifi +0(h?)  dahd aifs(h...) =0 (h?)
j=1
s i—1
Fn = @(ta1)+h) B <f+hzaijfzf+hcift +0 (h2)> ;
i=1 j=1

wahrend fiir die exakte Losung

2 (1) = 2 (tn 1) + ha (1 1) + 57" (1) + O (7).

Nun gilt
g (t) = f(z(t),1),
' (t) = fo(z(t),t) o' (t) +fe(z(t),1),
——
F(z(t),t)
also

2 (tn) = @ (tn2) + BT + 51 (fof + ) + O ().

Die Approximation macht also beim Schritt von der exakten Ldsung z (¢, _1) zum approximierten
Punkt Z,, einen Fehler von

S

s i—1 s
1 1
—Zp=h|1- i 2 - - i ij | fe 2= - iCi %).
@ (tn) — Tn h( ;ﬂ>f+h (2 ;ﬂ;%)ffm <2 ;ﬂc)ft+0(h)
Hieraus kann man nun Bedingungen dafiir ablesen, daff man p = 1 oder p = 2 erreicht:

8
p=1 : Zﬂizl
i=1
8

s i—1 s
p=2 : Zﬂizl, ZﬂiZ%‘jZ%, Zﬂici:%-
i=1 i=1 =1 i=1

J
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Meist wird ¢; = E;;i a;; gesetzt (vgl. auch Def. 2.7, Seite 29).

1978 berechnete E. Hairer, wieviele Stufen und Gleichungen nétig sind, um bestimmte Konsistenz-
ordnungen zu erreichen. Dies fiihrt zur Theorie der Butcher-Reihen.

D 1(2(3] 5 10
zu losende Gleichungen || 1 | 2 | 4 | 17 | 1205
notwendige Stufenzahl || 1 |2 |3 | 6 | <17

Definition 2.1 (Runge-Kutta-Verfahren). Ein allgemeines Runge-Kutta- Verfahren (IRK) hat
die Form

Tn = Tp—1+hp Z ﬁzX;”
i=1

s
Xrln = f xn_1+hn2ain;j,tn_1+cihn , 1=1,...,s.
Jj=1

Spezielle Runge-Kutta-Verfahren ergeben sich durch Einschriankung der Parametermenge:
Ezplizite Runge-Kutta-Verfahren (ERK): ¢1 =0, a;; =0, j =4,...,s,i=1,...,s

Diagonal implizite Runge-Kutta-Verfahren (DIRK): a;; =0,j=i+1,...,s,i=1,...,8, 0; #0
fiir mindestens ein 4

singly diagonal implicit Runge-Kutta-methods (SDIRK): a;; = 0,5 =i+ 1,...,s, a; =7 #0,
1=1,...,8

Beispiel ("DAS Runge-Kutta-Verfahren"). Das klassische Runge-Kutta-Verfahren ist eine
Verallgemeinerung der Simpson-Regel und hat Konsistenzordnung p = 4:

0 0

1/3 2 0

/2 0 12 0
0 0 0 10

| s 26 2/6 s

Definition 2.2 (Einschrittverfahren, Inkrementfunktion). Ein allgemeines Einschrittver-
fahren hat die Form

‘a:n =2 1+ hap (Tn_1,tn_1,hn) ‘ (2.2)

Die Funktion ¢ heifst dabei Verfahrensfunktion bzw. Inkrementfunktion.

Beispiel. Fiir Runge-Kutta-Verfahren ist

s
4 (wnflatnfla h’n) = Z B’LX;'”
i=1

mit X/,,...,X], aus dem Gleichungssystem
X’;Ll f (:cn—l + hy ijl ale;Lj: tnl)
: = : = F(X}1,.--, X)), (2.3)
!
X"s f (xn—l + hy E;:l ast;Lj; tns)

fir tn; = th—1 + cihn, i =1,...,s.
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 ist wohldefiniert, wenn die Gleichung (2.3) eindeutig l6sbar ist.
Ist F' eine Kontraktion? Sei dazu |f (z,t) — f (Z,t)| < Ly |z — Z|, ,Z € R™. Dann ist

F (Zats- oo Zons) = F (Zutr s Zos) o
f (wn—l + hy, Zj‘:l aljana tnl) - f (xn—l + hn Zj‘:l aljana tnl)

f (xn—l + hnp, Z;:l O5stnj; tns) - f (-’L'n—l + hnp, 2;21 astnj; tns)

Rms
< 5 _max [F(stn) = F (s tni)|lgm mit Normumwandlungskonstante ~y
i=1,...,8
s
< . 7
< 7Ly z:rrll’ax’s hnzau (ZnJ Zn])
i=1 Rm
s
< ’Ythn i:rlil,a..}.(,s Zl |az’j| jil’ll?*.).(,s |an - an |Rm
J:
s an - an
< ~¥Lgthy  max Z | : mit weiterer Normumwandlungskonst. 7.
i=1,...,8 4 _
7=t Zns - Zns

~ ~ > Rms

<1 fiir hinreichend kleine h,,

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz existiert dann genau eine Losung der (Fixpunkt-)Gleichung
(2.3).

Definition 2.3 (lokaler Diskretisierungsfaktor, lokaler Fehler). Die Grofe

Tn = E (@ (tn) =2 (tn-1)) — @ (T (tn-1) ,tn—1,hn)

heifst lokaler Diskretisierungsfaktor.
Tn, beschreibt also den Defekt der Losung der DGL in der Naherungsformel (2.2):
1 -
Tn =5 (z (tn) — Tp) -
| S —

n
lokaler Fehler

x (tn) — Zn, heilst lokaler Fehler.

Definition 2.4 (Konsistenzordnung). Ein Runge-Kutta-Verfahren hat die Konsistenzordnung
p €N, falls

|z (tn) — Zn| < chBtY bzw. |7,| < ch?

fiir eine Konstante ¢ € R gilt.
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2.1 Die vereinfachenden Konsistenzbedingungen von John
Butcher

Bei der Herleitung der Bedingungen fiir Konsistenzordnung p = 1,2 (Seite 24) haben wir gese-
hen, dass die Bestimmung der Taylorentwicklung fiir die Zwischenstufenapproximationen schnell
uniibersichtlich wird. Wir werden uns daher im folgenden mit Differentialgleichungen der Form

(t)=f({1), z(t,_1) =0, hn =: h.

auseinandersetzen. Wir werden dann die aus der Numerik I bekannten Resultate iber Quadratur-
formeln auf die Konstruktion von Runge-Kutta-Verfahren iibertragen.

Gegeben sei ein s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren L’%

Ziel ist es, eine ,,gute’ Quadraturformel

tn

2 (tn) = / F @) dt S B f (tng)
tn 1 Jj=1

zu erhalten. Das Runge-Kutta-Verfahren liefert
S
To=hY BiX);  Xpi=f(tw), i=1,..s
=1

also

Fn=hY Bif(tnj) =hD_ Bif (tao1 +c;h).
j=1 J=1

Fiir f (t) = (t — t,_1)" " ist dann:
7 1
(t —tn1)"""dt = o

tn—1

z (tn)

und Z, = hZﬂjcfflhk_l.
j

1

Der lokale Fehler betrigt dann
1 s
x (tn) — T, = E — Zﬂjcf_l Kk,
7j=1

Mochten wir diesen lokalen Fehler eliminieren, so fithrt dies zu folgender Bedingung:
Definition 2.5 (B(p)). Die Butcher-Bedingung B (p) lautet:

Y hd =1 k=l (B ()
j=1

Speziell ist

B(1): Zﬂj=1

B(2): Y Bi=1, Y Bicj= %
j=1 j=1
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Lemma 2.6. 1. Die Butcher-Bedingung B (p) ist notwendig fir die Konsistenzordnung p.

2. Fir ein s-stufiges Runge-Kutta- Verfahren mit Konsistenzordnung p mufl p < 2s gelten.

Beweis. 1. klar.

2. Wir zeigen indirekt, dafs p = 2s + 1 nicht gelten kann.
Annahme: p = 2s + 1. Wegen 1. gilt dann B (2s + 1), d.h. die Quadraturformel

tn s
/ Ft)dt m by Y Bif (tni)
o1 j=1

ist genau fiir alle Polynome mit Grad < 2s.

Wir wihlen R
FO=1]¢-ta)
=1

Es gilt

tn s

/ f(#)dt >0, aber Zﬂjf (tni) = 0.

tn—1 =1

Widerspruch. -

Wir betrachten weiterhin die Zwischenstufen

s
an' = hZain;lj, X7Il.7 = f (tn—l + th)
j=1
> an = h Z aijf (tn_l + C]h) .

=1

Das Ziel ist es nun, eine ,,gute” Quadraturformel fiir die Zwischenstufen zu erhalten:

tni s
z (tni) = / F@)dt = h) ouf (tng)-
a1 j=1

Fiir f (t) = (t — t,_1)""" liefert das Runge-Kutta- Verfahren

s
Xm' =h E Oéijcfilhk_l,

=1

wahrend die exakte Losung

w0

k k—1 k
i ] h .

Dies fiihrt zu folgender Bedingung:
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Definition 2.7 (C(l)). Die Bedingung C' (I) lautet

o 1
Zaijcf_lzgcf i=1,...,8, k=1,...,1 (x0)!
j=1

Speziell ist
8
C(1): Zaij:ci i=1,...,s.
j=1

Weiterhin gelte folgende Bedingung:
Definition 2.8 (D(q)). Die Bedingung D (q) lautet

s B 1 .
Z/Bch 1ai,jzgﬂj(1_c§) lea"'asak:]-a"'aq' (D(q))
=1

B(p),C (1), D (q) heifien vereinfachte Konsistenzbedingungen nach J. Butcher.

Satz 2.9 (Butcher, 1964). Seien B (p), C (1), D(q), p <l+q+1, p < 2l+2, erfillt. Dann hat
das Runge-Kutta- Verfahren die Konsistenzordnung p.

Lemma 2.10. Fir ein s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren gelte 5; > 0, i = 1,...,s, und die
c1,...,Cs Seien paarweise voneinander verschieden. Dann gilt:

1. B(s+m), C(s) = D(m)
2. B(s+1),D(s) = C()
Beweis. 1. Firj=1,...,s, k=1,...,m sei

> 1
Tjk = Zﬁiai,jcffl — Eﬂj (1 — C‘l;) .
i=1

Es ist zu zeigen: r;, = 0. Wir zeigen:

s
E rjkc;ffl =0 v=1,...,s,
j=1
& &
T1k
Cl .- .. CS
d.h. . . : = 0.
s‘—l s‘—l Tsk
Cl ... cs
Da die ¢y, ..., cs paarweise voneinander verschieden sind, ist die Matrix auf der linken Seite
reguldr, so dafl daraus ry; = ... = rg = 0 folgt. Fir v =1,...,s ist nun
s s s 8 1
=1 _ k=1 =1 ~n. _ k) v—1
E TjkCj = E E Biaijc; C; § : kﬁ] (1 cj) Cj
j=1 j=1i=1 j=1
s s 1 s 1 S
_ § : k—1 E : v—1 E : v—1 k+v—1
= ,B,'Ci Oé,'jcj _E ,Bjcj +E ,Bjcj
i=1 j=1 j=1 j=1
C(s): Lev B(s+m): 1 B(s+m): 1
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1~ vk 11
a2 e M S
=1
—_—
B(s—i—m):ﬁlu
1 1 1

2. analog -
Folgerung 2.11.

1. B(2s), C(s) = B(2s), C(s), D (s). Nach Satz 2.9 folgt dann p = 2s.

2. B(2s—1),C(s) = B(2s—1), C(s), D(s—1). Nach Satz 2.9 folgt dann p = 25 — 1.

2.1.1 Aufbau von Runge-Kutta-Verfahren

Wir benétigen folgende ,Hilfsmatrizen‘:

1 ¢ cifl
Ve = Do : € L (R?%)
1 ¢ cjfl
1
1/2
(F:4 = . e R?
s
2 S
a ... a
“ 2 S
Cy = | : D | eL®)
& c?
L T
B
B := € L (R)
Bs
1 1/2 - 1/8
N, o= | n L | eL(®)
1 1/2 : 1/5

Dann lassen sich die vereinfachten Konsistenzbedingungen in folgender Form ausdriicken:

B(s) & pBVi=e}
C(s) & AV;=0C;
D(s) & VIBA=(N,—C,)B
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Ein Runge-Kutta-Verfahren kann man dann auf folgende Weise konstruieren:

1. Legen 0 < ¢; < ¢p < ... < ¢s <1 fest. Dann ist V regulér.
2. garantieren B (s) durch 3 := eL VL.
3. Entweder A := CsV,; !, d.h. C (s) erfiillt,
oder, falls 8; #£0,i=1,...,s, A:= (VI) "' B~* (N, — CT) B, d.h. D (s) erfiillt, oder ...

Die wichtigsten Verfahrensklassen werden im folgenden vorgestellt.

2.1.1.1 Gaufi-Methoden
Die Parameter ¢y, ..., cs werden hier als Nullstellen der orthogonalen Polynome gewahlt. Dadurch

erhilt man die Bedingung B (2s). Dann wird 8 := €LV, 7! gesetzt. Esist 0 < c¢; < ... <¢s <1
und 3; >0,i=1,...,s Durch A := C,V;7! wird zusitzlich die Bedingung C (s) erfiillt.

c| C V1
eV '

Wie in Folgerung 2.11.1 folgt dann p = 2s.

Beispiel (implizite Mittelpunktregel). Dieses Verfahren ist einstufig, s = 1, und hat die
Konsistenzordnung p = 2.

1. ¢ = ¢ liefert C, =1 und V, = 1.
2. Zur Erfiillung von B (2s) folgt 8 = 1.

3. Zur Erfiillung von C (s) folgt A =1 .
1

Beispiel. Als zweistufiges Verfahren erhilt man

1_ V3 1 1_ V3
26| 8. ATe
1
2t 6 |it 6 i
I T
2 2
Wie wihlt man nun die Knoten ¢y, ..., c;s ,optimal‘, so daf wir die Bedingung B (2s) erreichen

kénnen?
Dazu erinnern wir uns an die Interpolationsquadratur aus der Numerik I:

Fiir eine Funktion f : R — R wollen wir das Integral ftt”_l f (t) dt approximieren. Dazu in-
terpolieren wir die Funktion an den Stiitzstellen t,; = tn_1 + cihn, ¢ = 1,...,s, mittels des
Interpolationspolynoms von Lagrange:

L(t)= 21 Li(®)f(tn)) ~ mit  Li(t) = Hl %
i= pw
i#i
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1 =i
=9 und GradL; = s — 1. Also ist GradL = s — 1.

Es ist offensichtlich L; (t,;) = 6;; = {0 ) ; i
v )

Die Quadraturformel

tn tn

s 1 .
/f(t)dtwhn;ﬂif(tm-) ) ::h—n/Li(t)dt, i=1,. s (2.4)
tn_l = tn—l

ist genau, falls f ein Polynom mit Gradf < s — 1 ist, da dann L = f gilt.
Sei

8

w(t) =[] (¢ —tni) = (¢ —tar) -+ (t — tns)

i=1

das Stiitzstellenpolynom mit Gradw = s.

Satz 2.12. Die Quadraturformel (2.4) ist genau fir alle Polynome mit Grad < 2s — 1, gdw.

tn
w(t)g(t)dt=0

tn—1

fiir alle Polynome q mit Gradg < s — 1.

Beweis. (=) Sei die Quadraturformel (2.4) genau fiir Polynome mit Grad < 2s — 1. Sei ¢ ein
Polynom mit Gradg < s —1. Esist [," w(t)q(t) =0 zu zeigen.

Wegen Grad (wq) < 2s — 1 ist die Formel (2.4) genau fiir wq, so daf folgt

tl w (t)q(t)dt = hy gﬂiw (Zni) q(tni) =0

(<) Sei ftt:_l w (t) ¢ (t) = 0 fiir alle Polynome g mit Gradg < s — 1.

Sei f ein Polynom mit Gradf < 2s—1. Dann ist [ f (t)dt = hy Y0_; Bif (tn:) zu zeigen.

Dazu zerlegen wir f in der Form
f=wq+r,
so dafs Gradg < s — 1 und Gradr < s — 1. Dann ist

I (tni) = w (tni) @ (tni) + 7 (tni) = 7 (tni) i=1,...,s,
—
=0
und

tn tn tn
/ F(b)dt = / w () q(t) dt + / r (t) dt

tn—1 tn—1 tn—1

=0 nach Vor.

Da aber Gradr < s — 1 ist und solche Polynome exakt integriert werden, folgt

tn tn s s
/ f (t) dt = / r (t) dt = hy, Z Bir (tm) = hn Z Bif (tm) )
- - i=1 i=1

n—

also ist die Formel (2.4) genau fiir alle Polynome mit Grad< 2s — 1. O
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Man wéhlt nun die Stiitzstellen c1, . . ., ¢, so, daf§ fiir das Stiitzstellenpolynom @ (7) := [];_, (7 — ¢;)

die Bedingung
1
/ @ (r)§(r)dr
0

fiir alle Polynome § mit Gradg§ < s — 1 erfiillt ist (Ansatz @ (1) = 7° +...), d.h. wir erhalten eine
Quadraturformel fiir das Intervall [0, 1], welche genau ist fiir alle Polynome mit Grad < 2s — 1.

Fir [tp—1,ty,] folgt dann mit w (¢) = [[7_; (t — tni) = [1i_; (t — (tn—1 + cihy)), dall

Il
o

tn 1
/w@q@ﬁ :im/ww4+mwﬂm4+m@m
tn—1 0

1 s

= hp, / H (Thn — cihy) q (tn—1 + Thy) dT

i=1

0 &,_/ =:G(7)
=a(T)
1
= hf{"l /fb (1) g (r)dr
0

ist fiir alle Polynome ¢ mit Gradg < s — 1. Wegen Satz 2.12 ist die Quadraturformel (2.4) also
genau fiir alle Polynome f mit Gradf < 2s — 1.

Folgt man nun der Argumentation vom Anfang dieses Abschnittes, so erkennt man, dafs fiir diese
Wabhl der ¢y, ..., cs die Bedingung B (2s) erfiillt ist.

Noch zu verifizieren ist, daff die Knoten ¢; die Bedingung ¢; € (0,1), ¢; # ¢;, i # j, erfiillen und
Bi >0,i=1,...,s, gilt.

Lemma 2.13. Sei p ein Polynom mit Grad s. Es gelte folp(t) q (t)dt = 0 fir alle Polynome q

mit Gradg < s — 1. Dann hat p genau s paarweise verschiedene Nullstellen aus (0,1).

Beweis. Bezeichne mit t;, j = 1,...,m, m < s, die Nullstellen von p ohne Wiederholung, und
seien v; deren Vielfachheiten. Dann ist

=c[[¢t-t)
Jj=1
fiir eine Konstante c. Sei
M = {&,...,&} :={t; € (0,1) |v; ist ungerade }, I <s,

und

1 sonst.

1
(D) = {szl (t—¢&) falls M #0,

Dann haben die Nullstellen des Polynoms p - r auf (0,1) nur gerade Vielfachheit. Also kann p - r
nicht das Vorzeichen auf (0,1) wechseln, so dafs

1

/p £ dt £ 0

0
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gilt. Nach Voraussetzung ist aber fol p (t) q (t) dt = 0 fiir alle Polynome ¢ mit Gradg < s — 1. Also
mufs
Gradr > s

gelten. Wegen
Gradr <I<s

folgt also | = s, d.h. es gibt s paarweise verschiedene Nullstellen auf (0,1). Da es aber nur genau
s Nullstellen gibt, kann jede Nullstelle nur die Vielfachheit 1 besitzen. O

Lemma 2.14. Ist die Quadraturformel
tn s
[ 10y 5if ()
o i=1

genau fir alle Polynome f mit Gradf <2s—2, so gilt 5; >0,i=1,...,s.

Beweis. Fir i =1,...,s hat das Polynom
2
ot =ty
L3 (1) = ni
j=1 tni - tn]
J#i
Grad 2s — 2. Dann ist
tn s
0< / L} (t)dt = hn Y _ B; L (tnj) = hnBi,
tn—1 J :51-]-
also ist 3; > 0. O
2.1.1.2 Radau-Methoden
Bei den Radau-Methoden wird entweder ¢; = 0 oder ¢, = 1 fixiert. Die restlichen Parame-
ter c2,...,cs bzw. ¢1,...,¢s—1 werden dann optimal gewdhlt: Bei ¢4 = 0 erhdlt das Stiitzstel-
lenpolynom w die Form w (t) = (t — tp—1) @ (t). Wir kénnen nun die c¢s,...,cs so wihlen, daf
f::_l w (t) q(t) = 0 ist fiir alle Polynome g mit Gradg < s — 2.

e Radau I (wenig gebrduchlich): ¢; = 0; ¢a, . . ., ¢s yoptimal“. Dann ist die Bedingung B (2s — 1)
erfiillt.
e Radau II: ¢; =15 ¢4,...,cs5—1 optimal“. Dann ist die Bedingung B (2s — 1) erfiillt.
Wir setzen wieder 8 = eV, L.
Radau ITA: Setze A = C,V,71, so dab C (s) erfiillt ist.
Folgerung 2.11 liefert nun die Konsistenzordnung p = 2s — 1.

Wegen c¢; = 1 ist

cf a a
Cl 5 DY ; cl ... ;
Cs = 9 s' = 8 )
Cs—1 Cs—1 c s—1
Cs—1 2 s s—1 s
1 1 1 el
YA T

also folgt as; = B;, i =1,...,s,dh. z, = X;,s und £, = t,s.
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Beispiel (implizites Eulerverfahren). Dieses Verfahren ist einstufig, s = 1. ¢; = 1 liefert dann

B=1und A=1: L’% Dieses Verfahren besitzt dann eine Konsistenzordnung von p = 1.

Beispiel. Als zweistufiges Verfahren erhélt man

/3 | /12 —1/12
1 | 3/a 1/4
| 3/4 1/4

Dieses Verfahren besitzt eine Konsistenzordnung von p = 3.

2.1.1.3 Lobatto III-Methoden

Hier werden ¢; = 0 und ¢, = 1 fixiert und die restlichen Parameter ca, ..., cs_1 ,optimal“ gewdhlt,
so daf die Bedingung B (2s — 2) erfiillt wird. Es wird wieder 8 = €LV, ! gesetzt.

e Lobatto IIIA: Setze A, so daf C (s) erfiillt ist.

e Lobatto IIIB: Setze A, so daff D (s) erfillt ist.

e Lobatto ITIC: Setze A, so dak C (s — 1) erfiillt ist und setze a;; = B1,i=1,...,s.
Mit Lemma 2.10 und Satz 2.9 folgt dann aus der Giiltigkeit von B (25 — 2) und C (s) bzw. C' (s — 1)
bzw. D (s) die Konsistenzordnung p = 2s — 2.

Beispiel (Trapezregel). Dieses Verfahren ist zweistufig, s = 2. Es ist also ¢; = 0 und ¢; = 1.
Die entsprechende Lobatto ITTA Methode hat dann die Form

0 0 O
1 1 1)z
| 12 1

und erreicht die Konsistenzordnung p = 2.

Beispiel. Die Lobatto IIIC Methode fiir s = 2 hat hingegen die Form

0 Y2 —1/2
1 Y2 1)z
| 15 1/2

und erreicht ebenfalls die Konsistenzordnung p = 2.

2.1.2 Algebraische Stabilitit

Satz 2.15. Die Gaufl-, Radau ITA- und Lobatto I1IC-Methoden sind algebraisch stabil.

Beweis. Nach Definition 1.17 (Seite 16), ist ein Runge-Kutta-Verfahren algebraisch stabil, falls
M = (mq,;),

myj 1= ﬂ,’az’,]‘ +ﬂjaji —,Biﬂj, i,7=1,...,s,
positiv semidefinit ist und 8; > 0,¢=1,...,s, gilt.
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Die Bedingung 3; > 0,7 =1,...,s, folgt aus der Wahl der ¢y,...,cs; und Lemma 2.14. Sei
Q:=VIMV,.

Dann ist (Qz,z) = (V, MV,z,2) = (MV,2,V,z), z € R*. Da V; regulir ist, ist dann @ positiv
semidefinit, gdw. M positiv semidefinit ist.

1 ... 1
—1
m ... m 1 c ... cs
e e 11 1s 1 1
: : 1
s—1 s—1 ms1 o Mgs 1 Cs e Cg
cl . e cs
s s
mjl . e mjs 1
Z Z 5
j=1 j=1 1 ¢ i
- s—1, - s—1, Lo cg—l
D¢ my > e mys
j=1 j=1
s s
— -1 k—1
qr = E E C;  Mjic;
i=1 j=1
i
— -1 k—1
= E (Bicvij + Bjoyi — BiBj) i ¢
4,J=1

1. Gaufi-Methoden: Es sind B (2s) und C (s) erfillt, d.h.

i 1
Zﬂjé?*l = k=1,...,2s
=1
s 1
Zaiyjc‘?il = ch’ k:]'a"'asai:]-a---as
i=1
Dann ist
s s 5 1
S BT = YA Y B =
i,5=1 i=1 j=1
1/k 1/1
: -1 k-1 - ,k—ls _1—1_15 k-1 11
Z Biaijc; ¢ = Z/B@ci Zamcj — 7 Zﬂzci I+ E
i,5=1 i=1 Jj=1 i=1
~—_——
ici
Also folgt
1 1 1 1 1
— 4.0, kil=1,...s
L R By A B Y §

d.h. @ = 0 ist positiv semidefinit. Dann ist auch M positiv semidefinit.

2. Radau ITA: Es sind B (2s — 1) und C (s) erfiillt.
Analog wie fiir Gaufi-Verfahren ist g, = 0 fiir [ + k < 2s. Es ist also

Q= :
0 0 0
o --- 0 Qss
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Q ist positiv semidefinit, wenn g¢z5 > 0 gilt.

8

Gss = Z (ﬂ,-a,-,j—l—ﬂjaj, ﬂzﬂ]) . zs '

',J'_l
s s
1 -1 -1
= 22515 Z%J =B ) Bic;
i=1 j=1

N ——
C(s): Les B(2s—1):1/s B(2s—1): /s

- E(Zﬁ,zsl )

Betrachte nun das Polynom

P(t) = (t = tn1)" - (t = tn,e—1)” (t = tn)
mit GradP = 2s — 1 und Stiitzstellen t,; = t,,_1 + ¢ihp, ¢s = 1.
Dann ist P (t,;) =0,i=1...,s, und

tn
/ P(t)dt <0.
tn—1

P)=(t—tn 1) "+ P (t —tn_1)

Wir stellen P in der Form

mit einem Polynom P, mit GradP, < 2s — 2 dar. Dann ist
0= P (tni) = (¢ihn)** ' + P, (¢ihy),  dh. P, (cihpn) = — (cshn)>* ™.
Wegen GradP;, < 2s — 2 ist die Quadraturformel (2.4) genau, d.h. es ist

tn
/P*(t—tn_1)dt = hp Zﬁz tni — tn— 1)
tn—1
= h Zﬂz z n
= —hnZﬂi(cihn)%il
i=1
also
tn tn tn
0> /P(t)dt = /(t—tn,l)zsfldth / P (t—t, 1)dt
tn—1 tn—1 tn—1

I ST D
= ochn mgm@m

g

= _§qssh%s-
Damit folgt ¢gs5 > 0.

3. Lobatto ITIC: Siehe [SW95, S. 6.2.11] O
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Satz 2.16. Kein konsistentes explizites Runge-Kutta- Verfahren ist algebraisch stabil.

0 --- 0
Beweis. Fiir ein explizites Verfahren ist A = .|, also
* 0
0 --- 0 By B 0 --- 0
M = . . + . — 473
Bs Bs * 0
0 0 * B2 *
= + -
* 0 0 0 * B3
Dann ist
(Mej,e;) = —p2, i=1,...,s.

Die Konsistenzbedingung B (1) liefert >°;_| 3; = 1, also existiert ein Index i, mit f;, # 0. Dann
ist
(Mei*aei*) =-p5 < 07

Tx

also kann M nicht positiv semidefinit sein. O

2.2 Stabilitatsfunktion

Wenn man iiber ein grofies Zeitintervall [0, 7] integriert, so ist es wichtig, daff auftretende Ap-
proximationsfehler nicht verstirkt werden, daf Integrationsverfahren also stabil beziiglich diesen
Fehlern ist. Wir werden feststellen, daff einige Methoden mit relativ kleiner Konsistenzordnung
sich besser verhalten als andere Verfahren, die zwar eine hohere Konsistenzordnung besitzen,
aber keine Dampfung von Approximationsfehlern erlauben. Dazu wenden wir das s-stufige Runge-

Kutta-Verfahren mit Butcher-Tableau L’% auf die skalare Testgleichung

o' () =)z(t), AeC,

an. Die Runge-Kutta-Approximation fiir h, := h liefert

]
Tp_1+ hn Z'BJX;U’

=1

Tn

s
Xpi = f(Xni) = AXni=2A wn—l'{'hzai,jX,ILj ) 1=1,...,s,
j=1

also

s
Tp = Tp-1 +h)‘Z/BJXn]7
Jj=1

8
Xni = mn—1+h)\zai,anj; i1=1,...,s,

Jj=1
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d.h.
an Tn—1 an
X, = : = : + hAA : , X, eC,
an Tn—1 an
bzw. .
(I —hAA) X =2p_11;, mitl,:=(1 --- 1) €eR.

Falls (Is — hAA) regular ist, so folgt
Xp =T, — hAA) 2,11,

und
Tn = Tno1 + hABXp = Ty + hAB (I — hBAA) ' i 1,

d.h. die Runge-Kutta-Iterierten berechnen sich durch die Vorschrift

Ty = {1 L hAB (I, — hAA) ! 15} T

Fiir die exakte Losung ist
z (t,) = ez (t,_1).

Definition 2.17 (Stabilitdtsfunktion). Die komplexe Funktion R : C — C,

R(z)=1+2zB(I, — 2A) 7" 1,,

heifst Stabilitdtsfunktion des Runge-Kutta-Verfahrens.

Satz 2.18. Die Stabilitdtsfunktion eines s-stufigen Runge-Kutta-Verfahrens ist eine rationale

Funktion, deren Zdihler und Nenner einen Grad < s haben.

Beweis. Wie oben gezeigt ist

(Is—2A) X, = 1gx,1
Tp—2B8Xn = Tn_1,

IS—Z.A 0 Xn _ ls
(5t ) )= (e

Nach der Cramerschen Regel gilt

det( I, —2A 1,2, ) det( I, —2A 1, )

d.h.

_ —zp Tp_1 _ —zf3 1
In = det (I, — z.A) B det (I, — z.A) In—t
Wegen x,, = R(z) - ¢,_1 folgt dann
det( IS_;;A 11s >
= . o
k() det (Is — z.A)
Folgerung 2.19. Die Stabilitdtsfunktion eines expliziten Runge-Kutta-Verfahrens ist ein Poly-
nom.
0 --- 0
. . _ I, — zA 1,

Beweis. Aus A = .. 1 | folgt det (Iy — zA) = 1, also R (z) = det 28 1) O

* 0
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Beispiel. 1. Explizites Euler-Verfahren: s = 1, L’% Die Stabilitidtsfunktion ist

R(z)=1+2z.

2. Implizites Euler-Verfahren: s = 1, i’% Die Stabilitdtsfunktion ist

1
R(z)=1 1—2)"'= .
()=1+2(1-2) "=
.. . /s | /2 . _— .
3. Implizite Mittelpunktregel: s = 1, T Die Stabilitadtsfunktion ist

1\7" 1+%
=1 1— - =2

R(2) +2 ( 2z) 1—:

Fiir kleine z ist R (z) eine gute Approximation von e* aufgrund der Konsistenzbedingungen:
Fiir z =0 ist R(0) = 1. Fiir kleine z ist
z 1 2
e =1+z+§z +...
Fiir die numerische Approximation ist

(I, —zA) " =L+ 24+ 22 A%+ ..,
R(2) = 1+28(I;+2A+2°A*+..) 1,

= 1+2) Bi+2°BAl+...

i=1
wobei Y7, fi =1 wegen B (1) und
i1 o ¢ s
B(2
AL, = B : Dp - )| =2 8e™

s i—=1
iz Csi Cs '

DN =

Damit ist 1
R(z)=1+z+§z2+...

Stabilitdtsfunktion verschiedener Runge-Kutta-Verfahren im Vergleich zur Exponentialfunktion fiir z € R

1 T T T T T
0.5 [ -
implizites Euler-Verfahren
exp(z)
R(z) 0F ]
implizite Mittelpunktregel
bzw. Trapezregel
-0.5 - explizites Euler-Verfahren ]
1 1 1 1 1
-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0
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Definition 2.20 (Stabilitdtsgebiet). Die Menge

[5:=1{z€ClIRG)I <1}]

heifit Stabilititsgebiet (Bereich der absoluten Stabilitét).

Bemerkung (Mehrschrittverfahren). In der Grundvorlesung wurde fiir Mehrschrittverfahren
G :={z € C||R(2)| £ 1} mit einer entsprechenden Stabilititsfunktion R definiert.

Bemerkung (Aspekt zur Konstruktion von Runge-Kutta-Verfahren). Gute Approxima-
tion von e* durch R(z) fiir grofie Bereiche aus C~ (Padé-Approximation). (Fiir ReA < 0 ist
le"*| < 1. Dann ist die Eigenschaft |R (hA)| < 1 fiir (fast) beliebige Werte von h wiinschenswert,
d.h. SN C™ sollte grofs sein.)

Beispiel. Das Stabilititsgebiet S fiir verschiedene Runge-Kutta-Verfahren (Plot der Funktion
min (1, |R (2)|) fiir z =a+ bi € [-8,1] +i[—4,4]; 1 ist weils, Werte < 1 sind grau bis schwarz)

2
1
0
-1
) -
-4 -3 -2 1 0 -6 -2 -2 0
Explizites Eulerverfahren: R(z) =1+ 2 Implizites Eulerverfahren: R (z) = 15
2
1
0
-1

-2
-10000 -8000 -6000 -4000 -2000 0

1+%z
1—%7,

Trapezregel bzw. implizite Mittelpunktregel (fiir verschiedene Wertebereiche): R (z) =
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Wir verallgemeinern nun die Testgleichung z' (t) = Az (¢) auf die lineare homogene DGL

&/ ()=Bz(t) mit B=T'JT, J=dag(os,...,om).|

Dazu transformieren wir
Z(t) =Tz (t).

Dann ist fiir die exakte Losung

) = JE(h),
also ), (t) = opd (1), k=1,...,m.

Fiir die numerische Approximation

s
Tp_1 + h Z ,BzX;,z

,’L',n =
i=1
S
Xy = Bzaa +hzaz’jX;u’ , t=1,...,s
j=1
folgt mit ) i
T =Ty, Xni =TXp, X, =TX],,
daft
8
Fn = Fn1th) BiX,;
i=1
s
X;n = J|Zna +hzai]’X;j , t=1,...s,
j=1
also
i ~
Fok = Enak+hY BiXpis
i=1
s
X;w',k = Ok | Tn-1kt+ hzai,j)@%k , t=1,...,s.

j=1

Mit der oben definierten Stabilitatsfunktion folgt dann also

i‘n,k = R(Ukh) fi'n—l,k- ‘

Sei nun
Reoy, < 0, k=1,...,m.

Dann gilt fiir alle Losungen z ()
n—oo

z (tp) —— 0.
Gilt auch z,, — 0 fiir die numerische Approximation?
Falls hoy, € IntS, d.h. |R (ho)| <1, k=1,...,m, so folgt
|Zn k| = |R (how)| |Zn—1,k]

also Ty, 2290, k=1,...,m, dh. &, 2225 0. Dann folgt auch

—1~ —
Tp =T 13, —25 0.
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Da die Eigenwerte o1, ...,0,, von B im allgemeinen im Voraus nicht bekannt sind, ist es wichtig,
Methoden zu haben, fiir die der Stabilitdtsbereich die gesamte linke komplexe Halbebene umfasst.
Dies motiviert die Definition der A-Stabilitdt. Da dies aber fiir manche Anwendungen wiederum
auch eine zu starke Bedingung ist, schrinkt man die linke komplexe Halbebene auch auf einen
Keil ein, der komplett in der linken Halbebene liegt und einen Winkel a mit der reellen Achse
aufspannt.

Die Definition der L-Stabilitdt ist motiviert durch die Beobachtung, dafs sich die exponentielle
Dampfung fiir Eigenwerte A - —oo immer stirker beschleunigt. L-Stabilitét fordert nun von der
Integrationsmethode, daf sie dieses Verhalten auch auf die approximierte Losung iibertragt.

Definition 2.21 (stark A-, A-, L-, Ay, A(a)-stabil).

1. Ein Runge-Kutta-Verfahren heifst A-stabil, falls

‘ |R(z)| <1 fiir alle z € C mit Rez <0.

2. Ein Runge-Kutta-Verfahren heifft L-stabil, falls es A-stabil ist und

lim R(z)=0

Rez——o0

3. Ein Runge-Kutta-Verfahren heifit stark A-stabil, falls es A-stabil ist und

lim |R(2)| <1

Rez——o0

4. Ein Runge-Kutta-Verfahren heifit Ag-stabil, falls

[|R(z)| <1 firalle z € Rmit z <0.|

5. Ein Runge-Kutta-Verfahren heift fiir a € (0, %) A (a)-stabil, falls

‘|R(z)|§1 Vz e C, Rez <0, |arg(z)—7r|§a.‘ \m

0 0 0
Beispiel (Trapezregel). Butcher-Tableau: 1 ‘ /2 1/
| 1z 1/2
Die Stabilitatsfunktion ist )
1+3
R(z)= —2
1- 52
Dieses Verfahren ist zwar A-stabil, da
|R(z)] < 1
1 1
1+ = < |[1—-=
=4 ‘ + 2z < ‘ 2z
1\’ 1\’ 1\’ 1\’
@Re(l—i—iz) +Im<1+§z> < Re(1—§z> +Im(1—§z)
1 >N 2 1 >N 2
& (1 + 5Rez> + <§Imz> < (1 — §Rez) + (Elmz>
1 > 1 >
< 14+ Rez+ <§Rez> < 1—Rez+ <§Rez)
& 2Rez < 0.
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Es ist aber nicht stark A-stabil, da

lim |R(z)|=1.

Rez——o0

Siehe dazu auch die Abbildungen auf Seite 41.

Satz 2.22. Kein konsistentes explizites Runge-Kutta-Verfahren ist A-stabil.

Fiir Verfahren mit reguldrer Matrix A ist
R(z) = 1+2p(I—2A) "1,

1 -1
Ces(tea)

1 -1
= 1_,B<A——IS> 1,.
z

Sei dann

R(c0):= lim R(z)=1-pBA"1,.

Rez——o0

Satz 2.23. Radau IIA und Lobatto IIIC-Verfahren sind L-stabil.
Die Gauf-Methoden sind A-stabil.

Beweis. Zur L-Stabilitit der Radau ITA-Methoden: Hierist 8= ( as1 -+ a5 ) = el A, el =
(0 «++ 0 1),alsoist BA™" =el. Dann ist

R(o)=1-¢€el1,=1-1=0,

diese Verfahren sind also L-stabil.

Fiir die Lobatto IIIC-Methoden: Hier ist a;; = (1,4 = 1,...,s, d.h. die erste Spalte von A ist

B11s (Aer = Bils, el =(1 0 --- 0)). Da A reguliir ist, muf 8; # 0 sein. Dann ist
R(x) = 1-pAT'1,
1
= 1-8A47" 14 ’
B B
0
1
1 0
= 1——3|
ﬁlﬂ :
0
1
= 1-—2"p
1
= 0,

also sind diese Verfahren auch L-stabil.

Zur A-Stabilitdt der Gaufi-Methoden siehe das Buch [SW95]. O
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2.3 Globale Fehlerabschitzung, tatsiachlicher Fehler

Wir erinnern uns an die Definition 2.3 des lokalen Diskretisierungsfaktor auf Seite 26: Fiir eine
Inkrementfunktion ¢ (Def. 2.2, Seite 25) ist

T = 5 @ (tn) =2 (tn-1)) =@ (@ (ta-1)  tn1, hn)

Das Einschrittverfahren ist definiert mittels
Tn = Tpn-1+ hn(P (xn—la th—1, hn) .

Zur Bestimmung des lokalen Fehlers betrachten wir den n-ten Iterationsschritt ausgehend von der
exakten Losung x (t,—1),
Tp =2 (tn—l) + thO (.’L‘ (tn—l) atn—la hn) )
so dafs fiir den lokalen Fehler gilt
z (tn) — Tn = hnTy.

Definition 2.24 (globaler, tatséchlicher Fehler). Der globale Fehler an der Stelle ¢, ist
definiert als

‘En =z (t,) —mn.‘

Aus der ndherungsweisen Losung der nichtlinearen Gleichung (z.B. fiir X ;) entstehen noch zu-
satzliche Fehler §,, so daff wir tatsdchlich nur

‘én =T (tn) — In, Tn =Tp-1+hn (SO (-’in—la tn—1, hn) + 6n) ,  To =0 ‘ (25)

erhalten. &,, heifit tatsdchlicher Fehler.

Wir betrachten nun das Intervall [to, T'] mit einer Diskretisierung

to<t1 <...<tn=T, h:= max hj.
j=1,...,N

Aus der Definition des lokalen Diskretisierungsfaktors erhalten wir
z (tn) = o (tn—1) + hn@ (x (tn=1) , tn—1, hn) + hnTn, n=1,...,N. (2.6)
Die Formeln (2.5) und (2.6) ergeben nun
En = x(tn) —Zn
= z(tn—1) = Tn-1 +hn (@ (& (tn-1) ;tn—1,hn) — @ (Fn-1,tn—1,hn)) + hn (Tn — 6n)

En—1

Unter entsprechenden Voraussetzungen an f ist ¢ Lipschitz-stetig bzgl. des ersten Arguments.
Dann ist

|5~n| S |5~n—1| + hnLgo |~T (tn—l) - :Z'n—ll +hn |Tn - 6n|
ﬁ_/

|En—1]

< (14 Lyhn) |En-1| + hn |70 = 60l

< (14 Lyh)" || +hz + Lyh) - max |7 — 4]

|Zo—z0|=0
(1+Lyh)"
pot el =1 _5
I+ Lyh) —1 i=isn I =
1
< (1+L¢,h)n'—' max |m — &, n=1,...,N.
L<p I=1,...,n
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und mit 1 + Lyh < el folgt nun

celehn . max | — 4, n=1,...,N.

1
|En| < I
) l=1,...,n

Fiir dquidistante Zerlegungen ist nh = t,, — tg, ansonsten muf fiir die Konvergenz Nh < const
gelten.

Fiir den globalen Fehler erhalten wir

L"’h”-_max |7l n=1,...,N,

1
len| < —e
Lq, I=1,...,n

also

1 L
< pconst — P .
(08X [en] < e Jnax fnl =0 (k)

D.h. ein Runge-Kutta-Verfahren mit der Konsistenzordnung p hat auch die Konver-
genzordnung p. Aus

max |7 229 ¢ folgt max |g] 229 0.
N 1=0,...,N

=1,...,

2.4 Praktische Umsetzung von Runge-Kutta-Verfahren

2.4.1 Schrittweitensteuerung
Wie koénnen wir die Schrittweite so steuern, daf wir |7,| = TOL fiir eine vorgegebene Toleranz
TOL erreichen?

Da wir den lokalen Fehler z (t,,) — 2, nicht kennen, benutzen wir stattdessen %, — %,, wobei Z,,
eine zusitzliche Approximation ist, die aus einem Verfahren mit Ordnung p + 1 oder manchmal
auch p — 1 entsteht, z.B.

e Berechnung von Z,, aus einem ,eingebetteten Runge-Kutta-Verfahren

c| A
B
B

e Berechnung von %, ausgehend von Z#,_; mit 2 Schritten der Lange %"

Dies ist viel Aufwand, aber sinnvoll in Verbindung mit Extrapolationsverfahren.

Nun approximieren wir den lokalen Diskretisierungfaktor mittels

Tpn = (T, — Zp) -

1
hn
Benutzen wir ein Verfahren der Konsistenzordnung p, so ist |7,| & ¢ph® fiir eine Konstante c¢;,.

Unter der Annahme ¢,, = ¢,41 ist dann

|Tn] _ W

|Tn+1| B hlr)b+1'
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hpn1 soll nun so bemessen sein, daf |7, 41| & TOL gilt, d.h. wir miissen h,41 so wihlen, daff

|Tnl _ A%
TOL ~ 2.,
gilt, d.h.
TOL TOL
hn—i—l::hn Aizhn Py O~ .
|7l |Zn — Zpl

2.4.2 Bestimmung von X

Der grofite Arbeitsanteil im Runge-Kutta-Verfahren ist die Losung der nichtlinearen Gleichungen

: !
zur Bestimmung der Xj,;,

s
Tp_1+ hn Zaijf (an;tnj) )

Xni =
j=1
s
Tn = Tp-1+ hnZij (an:tnj) .
7j=1

Fiir das implizite Eulerverfahren ist Xpn1 = zp—1 + hnf (Xn1,tn). Ist f (z,t) = Bz, so ist

Xn1 =Tpn_1 +hpyBXp1.

Mochten wir die Fixpunktiteration

XLOI] = Tp-1
XU = g+ R BXITY i1,

benutzen, um das Gleichungssystem zu 16sen, so konnen wir Konvergenz gegen eine Losung (d.h.
einen Fixpunkt) nur erwarten, wenn die Abbildung

B:R™ 5 R™,  BX :=x,_1 + haBX,

kontraktiv ist. Dies ist nur der Fall, falls |, B| < 1, d.h. |h,Ag| < 1 fiir die Eigenwerte Ag von B,
ist. Dies ergibt wieder eine Schrittweiteneinschrinkung.

Besser geeignet ist das Newton-Verfahren mit Startwerten X 7{101'] = Xn 1
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Kapitel 3
Stabilitat im Sinne von Lyapunov

Wir betrachten die DGL
z' (t) = f(z(t),1), (3.1)

fiir eine stetige Funktion f: R™ x [0,00) — R™ mit stetiger Ableitung f, nach z.
Dazu betrachten wir die AWA

g (t)=f(z(),t), «(0)=u. (3.2)

Definition 3.1 ((asymptotisch) stabil im Sinne von Lyapunov, instabil).

1. Eine Losung z. € C* ([0,00) ,R™) der DGL (3.1) heifit stabil im Sinne von Lyapunov, falls
fir ein 7 > 0 alle Anfangswertaufgaben (3.2) mit |zg — 2. (0)] < 7 Losungen auf [0, c0)
haben und zu jedem £ > 0 ein 6 (¢) > 0 existiert, derart daf folgende Implikation gilt:

70 —2. ()| <d() = l|o(t,m) —z. (B <e Vi>0]

2. x, heifst asymptotisch stabil im Sinne von Lyapunov, falls zusétzlich ein 7 > 0 existiert, so
daf folgende Implikation gilt:

lmo — 2 (0)| <7 = |z (t,@0) — 3 ()] 22 0.

3. Eine Losung x. heifit instabil, falls sie nicht stabil ist.

Bemerkung ([SH96, S. 126]). Eine Losung . (t) ist also stabil im Sinne von Lyapunov, wenn nicht in der
die Losungen von (3.2) durch geeignete Wahl der Anfangswerte dazu gezwungen werden kénnen, Vorlesung
in einer Nachbarschaft von z, (t) zu verbleiben.

Zx (t) ist asymptotisch stabil im Sinne von Lyapunov, wenn zusétzlich jede Losung, die in der
Nahe von z, (to) startet, gegen x, (t) konvergiert, fiir t — oc.

Beispiel ([SH96, S. 126]). Das Anfangswertproblem nicht in der

Vorlesung
o' (t)=a(t) -2 (t), te[0,00), 2(0)=um,

hat die exakte Losung
¢

z(t) = o

T Vi@ @ -1

Die Gleichgewichtslagen sind 0, 1 und —1. 1 und —1 sind asymptotisch stabil, 0 ist nicht stabil.

49
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Losungen der Anfangswertaufgabe fiir 7o € {—1,-%,0,15,1,3}.

3.1 Lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten

Wir betrachten lineare inhomogene Differentialgleichungen der Form

' (t) =Bz (t) +q(t), (3.3)
und die zugehorige homogene DGL
2’ (t) = Bx (t). (3.4)

Ist 2 (-, o) Losung der AWA zur DGL (3.3) mit = (0) = zo und z. (-) eine Referenzlésung, so ist
2 (-, 20) — =« (-) Losung der homogenen Differentialgleichung (3.4).

Also ist . eine stabile (asymptotisch stabile) Losung der inhomogenen DGL (3.3), gdw. die Null-
Losung (z (-) = 0) eine stabile (asymptotisch stabile) Losung der homogenen DGL (3.4) ist.

Daher betrachten wir in diesem Abschnitt nur noch die homogene DGL (3.4):
x' (t) = Bz (t).

Seien o1, ...,0, die Eigenwerte von B.

Wir mochten zeigen:

e Falls Reo; < 0,7 =1,...,m, so ist die Null-Lésung asymptotisch stabil.

e Falls Reo; < 0,7 =1,...,m, und zu den rein imaginiren Eigenwerten (Res; = 0) gehoren

ausschliefslich Jordanblocke der Ordnung 1, so ist die Null-Losung stabil.
Definition 3.2 (Spektralabzisse). Sei B € L (C™),

| & (B) := max { Re| det (\ — B) =0} |

heifit Spektralabzisse von B.

Numerik gewdhnlicher Differentialgleichungen Sommersemester 2004
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Lemma 3.3. Sei B € L(R™).

1. Ist o (B) < 0, so gibt es eine regulire Matriz C € L (C™) und ein v < 0 derart, daf*

Re(C*CBz,z), <7v- |Cx|§ fir alle z € R™.

2. Ist a(B) = 0 und gehdren zu den rein imagindren Eigenwerten von B ausschlieflich Jor-
danblocke der Ordnung 1, so gibt es eine reguldre Matriz C € L (C™) mit

Re(C*CBz,z), <0 fir alle x € R™.
Erinnerung:

1. Sei A € L (C™) eine hermitische Matrix, d.h. A = A*.

Dann existiert in C™ eine Orthonormalbasis (ONB) von Eigenvektoren vy, ..., v, und die
Eigenwerte Aq,. .., A, sind reell. Sei

m m
2 2
m:chvj, |x|2=2|cj| .
j=1 j=1
Dann ist

m m m
Az, x), = CiAjv;, cu; ) = 0-2)\-§ max \;-|z|>.
2 i AiVj JboA S Iax e Ay 2
j=1 i=1 5 J=1 I ,

=:Amax(A)
2. Fiir eine allgemeine Matrix A € L (C™) ist

(A*z,3), = (z,(A*)" z), = (z, Az), = (A7, 3),.

2

Dann ist fiir z € C™

——

hermitisch 2

1 1—— 1 1
Re (Az,2), = © (Az,2), + L(Az.2), = <§ (A+ A*)w,x> < s (5 (44 49)) - el

Beweis. Sei B € L (R™). Wir stellen B dar als

op 4
B=TJT! mit J=T 'BT= R ., & €{0,1}.
- 6m71
Om
Definiere weiter fiir ¢ > 0 .
g
D, :=
Em
und
g1 6(51
J.:=DI'JD, = R = DT 'BTD, = C.BC. .
' 6(5m71 =C,
Om

IFiir eine Matrix A € L (C™) definiere A* := AT,
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Fiir z,y € C™ definiere dann ein inneres Produkt auf C™ mittels
(z,y). = (CZCex,y), -

Die zugehorige Norm ist
2], = [Cexl, .
Fiir x € R™ berechnen wir:
Re (Bz,z). = Re(C!C.Bz,x),
Re(C.B(C.'C) z,C.x),
= Re(J. (C.2),(C.x)),

1
< s (3 U+ ) - ol

Es ist nun
Re01 551
1 es A A Reo;
* 5 . . e—0
SUan=| =, ,
. . £
50m—1 Reo,,
%5711—1 Ream

also

1 .
Amax (5 (J: + J:)) 2% max Reo; = a(B).

i=1,...,m
zu 1. Wihle nun v so, dak « (B) < v < 0 gilt. Fiir hinreichend kleine £ > 0 gilt dann
]' *
)\max (5 (JE + Jg)) S v
Fixiere solch ein € > 0 und setze C' := C.. Dann folgt also

Re (C*CBa,2)y < Amax (% (J. + Jg)) |Caf2 < v+ |Caf2.

zu 2. Seien o1,...,05 die rein imagindren Eigenwerte (d.h. Reo; = 0,7 =1,...,s). Dann ist
o1
Os
J= Ost1 Ost1 ,
(sm—l
Om
0
) 0
3 (Jo +J) = Reosi1 50541
%63—1-1
%671171

%57”_1 Ream
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und nach Voraussetzung ist

&:= max Reo; <O0.
i=s+1,....,m

Also ist fiir hinreichend kleines € > 0

1
Amax (5 (J- + JE*)) <0.

Fixiere ein solches £ > 0 und setze C := C.. Dann folgt

1
Re (C*Cz,2)y < Amax (5 (J. + J;)) -|Cz|3 < 0. O

Lemma 3.4. Sei C € L(C™) regulir. Dann definiert

b: R™ x R™ — R, b(z,y) := Re(C*Cz,y),, z,y€R™,
ein inneres Produkt auf R™.
Beweis. Es ist die Symmetrie, Linearitdt und positive Definitheit von b zu zeigen:
Zur Symmetrie: Fiir z,y € R™ ist

b(z,y) = Re(C*Cuz,y), = Re(z,C*Cy), = Re(z,C*Cy), = Re(C*Cy, ), = b(y,z) .

Zur Linearitat: Fir z,y,2z € R™ und «, 8 € R gilt

b(z,ay + fz) =Re(C*Cx,ay + fz), = ab(z,y) + fb(x,2) .
Zur positiven Definitheit: Fir z € R™ ist
b(z,z) = Re (C*Cx,x), = |Cx|5 >0
und es ist b(z,z) = |Ca:|§ >0 gdw. z # 0 (da C regulér). O

Aus den letzten beiden Lemmas folgt dann

Satz 3.5. Sei B € L (R™).

1. Ist a(B) < 0, so existiert ein inneres Produkt (-,-) auf R™ und ein v < 0 mit:
(Br,z) <v|z|*, weR™
2. Ist a (B) = 0 und gehdren zu den rein imagindiren Eigenwerten von B ausschlieflich Jor-
danblocke der Ordnung 1, so existiert ein inneres Produkt {-,-) auf R™ mit
(Bz,z) <0, z€R™.

Korollar 3.6 (Stabilitéit fiir lineare DGLn, [SH96, S. 127]). Sei B € L (R™) und betrachte nicht in der
die DGL (8.4): ' (t) = Bz (t). Dann gilt Vorlesung

1. Die Null-Lésung x4« (-) = 0 ist genau dann asymptotisch stabil, wenn o (B) < 0 gilt.

2. Ist a (B) < 0 und gehdren zu den rein imagindiren Eigenwerten von B ausschlieflich Jor-
danblocke der Ordnung 1, so ist die Null-Losung . (-) = 0 stabil.

Beweisidee. Mit dem inneren Produkt aus Satz 3.5 folgt, daf die einseitige Lipschitz-Bedingung
(1.3) (Seite 7) erfiillt ist. Wende nun Satz 1.6 (Seite 8) an. O
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54 3.2. NICHTLINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

3.2 Nichtlineare Differentialgleichungen

Wir méchten nun die Aussage von Korollar 3.6 auf nichtlineare Differentialgleichungen {ibertragen.

Satz 3.7 (Perron). Gegeben sei die Differentialgleichung

o' (t) = f(z(t),1), (3.5)
f(z,t) = Bx + h(z,t), z€R™, te0,00).

Sei a(B) < 0 und h(0,t) =0 fir alle t > 0. Zu jedem € > 0 existiere ein p (€) > 0 derart, daf§
|h (z,t)], <elzl,, fiir alle x € R™ mit |z|, <p(e), t>0.
Dann ist die triviale Losung x. (-) = 0 asymptotisch stabil im Sinne von Lyapunov.
Beweis. Nach Satz 3.5, Teil 1, existiert ein inneres Produkt {-,-) auf R”™ und ein v < 0, so daf§
(Bz,z) < vlz|?*, z € R™.

Sei e > 0, p(¢) > 0. Zu einem Anfangswert zo € B (0, p (¢)) 16sen wir die Anfangswertaufgabe fiir
(3.5) mit z (0) = zo. Die Losung z (t) := z (¢, xo) sei auf [0,7") definiert. Dann ist

L of = 20 0,50
= 2(Bz(t) +h(z(t),t),z(t)
= 2(Bz(t),z (b)) +2(h(x(t),t),z(t))

< e +2(h(z(t),1), (1)

Auf R™ sind die Normen |-| und |-|, &quivalent, d.h. es existieren Konstanten 7,7, so daf8
m|zly < o] <2z,
fiir alle z € R™. Dann folgt

|h (@ (&), 8)] <m2 |h (2 (t),1)|y <m2-el(t)], < Z—j ez (@),

also

d
Sl OF <2vle OF +22 el @) =2 (we”—?) Jz (1)
Ui m
N ——’

=:k=k(e)

Fiir hinreichend kleine ¢ > 0 ist & (¢) < 0, da v < 0. Wir fixieren ein solches £ mit k (¢) < 0. Dann
folgt mit dem Lemma von Gronwall (Lemma 1.5, Seite 8, mit z (-) := |z (-)|?, a := 2k, b := 0), daR

|z (t)] < e |z (0)| = " |zo fir alle t € [0,T) .

Dann ist die Losung z (-, zo) auf [0, o) fortsetzbar. Zusétzlich gilt

z (t) 22 0.

Wegen z, = 0 folgt daraus die asymptotische Stabilitét. O

Bemerkung. Falls h glatt ist, so ist h (z,t) = h(0,t) +h, (0,t) 2 + O (|:1:|2) .
——
=0
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Satz 3.8 (Lyapunov: Lineare Stabilitdt impliziert Stabilitit). Fir eine Funktion f €
C? (R™,R™) sei die autonome Differentialgleichung

g’ (t) = f (= (1))
gegeben. Sei c € R™ mit f (c) =0 eine Gleichgewichtslage und sei B := ' (c).
Gilt a(B) < 0, so ist die stationdre Losung x. (-) := ¢ asymptotisch stabil.
Beweis. Sei zunéchst ¢ = 0. Dann ist

f@)=f0)+f(0)z+h(z) mit|h(z)],<k |m|§ fir z € B (0, R).
\;6./ =:B

Die DGL 2’ (t) = f (z (¢)) hat dann die Form
z' (t) = Bz (t) + h (z (1)) .

Die Aussage folgt nun aus dem Satz 3.7 von Perron.

Sei nun ¢ # 0. Wie fiihren folgende Translation aus

B(t):=z(t)—c, [(&):=f(F+0).

Dann ist
) = fE®+)=FE®),
f0) = f(g)=0,
f(0) f'(c)=B.
Nach dem eben gezeigten ist dann . (-) := 0 eine asymptotisch stabile Lésung der DGL &' (t) =
f (& (1)), also z. = Z« + ¢ eine asymptotisch stabile Losung der DGL z' (t) = f (z (¢)). O
Beispiel ([SH96, S. 132]). Fiir m = 2 betrachte die Differentialgleichung nicht in der
Vorlesun
B (1) = —ai(t)—a (a2 (1), ®
oh(t) = —z1(t) — 222 (t) + 21 (t) 72 (1) .

Die Jacobi-Matrix in der Gleichgewichtslage (0, 0) ist gegeben durch

(%)

Diese Matrix hat die Eigenwerte —1 und —2. Nach Satz 3.8 ist die stationdre Losung z. (-) = 0
also asymptotisch stabil.

NN\ / e ——
NN\ N / = ——
NN\ / e ——
§§§§ Z, ij‘;j; Losungen der Differentialglei-
—_—— ? j//// chung fiir Startwerte z(0) aus
———— =
. {(_272)7 (_23_2)7 (_13_2)7
— == ? % ?/// (272)7 (35 1)5 (37%); (%5_2)7
e i yd a4 (l _2)}
- /- Z VP4 /? 27 :
277 F Z 7Y
[ 1] | LA S L]

\\{ il

j Lottt
EEREE TP NN

S RN

SRR R R PR EZa ANAN
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Beispiel ([SH96, S. 132]). Fiir m = 2 betrachte die Differentialgleichung

i (t) = 232(t) — 21 () 22 (1),
() = —%:cl () + 1 () 22 ()2

Die Jacobi-Matrix in der Gleichgewichtslage (0, 0) ist gegeben durch

(0
_1
2

2
0

).

Diese Matrix hat die Eigenwerte +i. Dann 14t sich Satz 3.8 nicht anwenden, um die Stabilitdt
der stationdren Losung z. (-) = 0 zu beurteilen.

also

NN N NN NN N 2
AN N O N
N N
~ \\\\\y\\N
T T T T

%’:/%

——\_ / Y

—_— T — — — </'_<1t
e e — — — ——
e T e — ——
e S
S S S S S
S S S S S S =P

e L\ e

Ldsungen der Differentialgleichung fiir Startwerte

0) € {(=3,3)(=3,0),(=2,0),(-1,0), (-3,
Beispiel (Routh (1877)).

0),

g () = -2 (t) +25 (1),
zy () = z1(t).

mit Gleichgewichtslage ¢ = (0,0). Dann ist
0 -1
B= ( 1 0 ) , h(x)

' (t)=B-z(t)+h(z(t)).

Die Eigenwerte von B sind 01,2 = =i, es ist also a(B) = 0, so dafl wir Satz 3.8 nicht
anwenden konnen. Nun ist

d

- «(

Elx(t)lg = 2(z' (t),z (1)),

—o + 7
T

) (

1]
1A
]
AN
N\
[y /
{11
T
/]
177
177
|1
T 11
(3,-2),(

Z1
T2

= 2(—zom1 + 7] + 2125)
= 2.2 (t)

> 0,

1. Betrachten wir die Differentialgleichung

))

3
2

'3) )

d.h. die Losungen wachsen. Die stationire Losung z, (-) = 0 kann also nicht asymptotisch

stabil sein.
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Darstellung der Komponente 5 (t) fiir 1 (0) = 15 und z» (0) = 0.

2. Betrachte nun die Differentialgleichung
T (t) = -2 (t) -2 (1),
zy () = z1(t).

mit Gleichgewichtslage ¢ = (0,0). Dann ist

- (35). wo-( )

die Eigenwerte von B sind wieder oq,2 = %4 und es ist o (B) = 0. Nun ist

Sl =2 (1), (0) =2~z — 2} +2072) = 22 (1) <0,

d.h. die Losungen fallen hier. Die Null-Losung z. (-) = 0 ist stabil im Sinne von Lyapunov.

il

Darstellung der Komponente 5 (t) fiir 21 (0) = {5 und 22 (0) = 0.
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Fiir diese Differentialgleichung gilt die Ungleichung der schwachen Kontraktivitdt mit (-, -),
(vgl. Beispiel 1.1 (Seite 7), Punkt 3). Nach Satz 1.6 (Seite 8), Punkt 2, folgt dann

(@), < [z (O)],,  t>0.

Um auch im Fall a (f' (¢)) = 0 eine Aussage iiber die Stabilitat der stationdren Losung zu machen,
bendétigt man den Begriff der Lyapunov-Funktion:

Definition 3.9 (Lyapunov-Funktion). Die AWA (3.1) habe z. (-) = 0 als Losung. Eine Funk-
tion V € C* (R™, R) heifit Lyapunov-Funktion zur DGL (3.1) falls

V() >0 ¥yeR" und V(y)=0ey=0]

und fiir alle Losungen z (t) der DGL gilt:

d
— <
ZV(@(®) <0 V>0

Bemerkung. Falls es eine Lyapunov-Funktion zu (3.1) gibt, so gilt
V(z(t) <V (z(t)),

also sind alle Losungen beschrankt, und daher fortsetzbar auf [0,00). z. ist stabil im Sinne von
Lyapunov.
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Kapitel 4

Randwertaufgaben und periodische
Losungen

4.1 Korrekt formulierte lineare Randwertaufgaben (RWAn)
und Greensche Funktion

Wir betrachten lineare Differentialgleichungen der Form

d () =AM +q(t)  tet,T]| (4.1)

mit A € C ([to,T],L(R™)), ¢ € C([to,T],R™) und Randbedingungen

| Boz (to) + Brz (T) =d| (4.2)

mit By, By € L (R™), und d € R™.
Spezialfille von Randbedingungen (4.2) sind:

e By =1, Br =0, also z (tp) = d. Dann liegt eine Anfangswertaufgabe vor.

I 0
(7 )= )
L BO = —BT, also Bo (ZU (to) - SL'(T)) =d
e Bo=I,Br=-1,d=0, also z (tg) = = (T') (Periodizitat)

Beispiel 4.1. Sei m = 2, und betrachte das Intervall [0, T]. Seien die DGL

1) = z2(b),
vy (t) = —a1(t),

und die Randbedingungen

gegeben. Dann ist
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Die allgemeine Losung der DGL lautet;:

cost sint
z(t) =c1z1(t) + 222 (t) = 1 ( _cint ) + ¢ ( cost ) ci,e2 €R

Die Randbedingung z; (0) = 0 ergibt
0=c1co80+ c2sin0 = ¢y,
und aus z1 (T') = S folgt
x2

B =cicosT + cosinT = cysinT.

Ist nun T # =k fiir alle k¥ € Z, so erhalten wir
c2 = %, also die eindeutige Losung

R
(t) = -2 (Sint)_ \rj Y,

" sinT \ cost

Ist T = 7k fiir ein k € Z, so liefert die 2. Rand-
bedingung die Bedingung 8 = 0. Ist also 8 = 0,
so losen alle Funktionen

cost be fiir T = 27 und 8 = 0 (d.h. die Randbe-

r(t) = e ( sint ) 7 ¢ €R, Losungen (c2 = 1,2,3) der Randwertaufga-
dingungen sind z; (0) = 0 und z; (27) = 0)

die Randwertaufgabe. Ist 8 # 0, so existiert keine
Losung.

4.1.1 Losbarkeitsbedingung

Welche Bedingung miissen wir also an die Randbedingungen (4.2) stellen, damit die Randwert-
aufgabe eindeutig l6sbar ist?

Die lineare Anfangswertaufgabe
) =AWz t)+q®), tE€][to,T], z (to) = 9, o € R™ (4.3)

besitzt eine Losung z (-, z0) € C! ([to, T],R™). Diese hat die Form

z (t,z0) = X (t) o + x4 (t) t € [to,T],
mit Fundamentalmatrix X € C* ([to,T], L (R™)), so da

X' t)=A@®)X(t), te€lt,T], X (to) =1,

und partikuldrer Losung z, € C* ([to, T],R™), so daf

2, () =AMz, () +q(t),  z4(to) =0,
dh. zg (t) = X (t) [y X' (5) q(s)ds.
Durch Einsetzen der Losungen in die Randbedingungen (4.2) erhilt man

ByX (to) xzo + Br (X (T) 20 + 24 (T)) = d,

dh.
(BoX (to) + BrX (T)) mo = d — Bray (T).
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Die Matrix

M = BoX (to) + BrX (T)]

heifit Losbarkeitsmatriz. Wenn M reguldr ist, so ist die lineare Randwertaufgabe (4.1), (4.2) ein-
deutig 16sbar fiir beliebige d € R™ und ¢ € C ([to,T],R™). Die Losung der Randwertaufgabe
entspricht dann der Loésung der linearen Anfangswertaufgabe (4.3) mit

zo =M~ (d— Brz, (T)).

Fiir die Regularitit von

wmcn mn(38)

ist die Bedingung Rang ( By Br ) = m notwendig.

Beispiel. Betrachten wir nochmals die Randwertaufgabe aus Beispiel 4.1:

1(t) = 22(b),
zy () = -z (h),

10 0 0
w=(50) #=(10) =

Die Fundamentalmatrix ist dann

)

X(t):( cost sint )’

—sint cost

so dafs man folgende Losbarkeitsmatrix erhilt
10 10 00 cosT sinT
M = BoX (0)+BrX (T) = ( 0 0 ) ( 0 1 )+( 10 ) ( —sinT cosT >

Diese Matrix ist genau dann regulér, falls T # wk fiir alle k& € Z gilt.

1 0
cosT sinT |~

4.1.2 Darstellung der Lésung z ()

Sei M reguldr. Die Losung der RWA (4.1), (4.2) ist dann

(&) = X (8) - M~" (d = Bra, (T)) + 2, (1

T t
= X () M~'d— X (t) M~ BrX (T) /X (5)" g (s)ds + X (2) / X (5)"" q(s) ds
to

to

t
=X (t) M*1d+/X(t) (=M ~'ByX (T)+ 1) X (s) " q(s)ds

T
- / X (8) M~'BrX (T) X ()" q (s) ds
t
und mit I = M~1ByX (to) + M~1BrX (T) erhalten wir weiter

t T
=X (t) M—1d+/X(t)M—lBOX (to) X (s) ' q(s)ds — /X(t)M‘lBTX (T) X (s) " q(s)ds.
to t

Sommersemester 2004 Numerik gewdhnlicher Differentialgleichungen



4.1. KORREKT FORMULIERTE LINEARE RANDWERTAUFGABEN (RWAN) UND
62 GREENSCHE FUNKTION

Also

T
s (t) = X (1) M—1d+/g(t,s)q(s) ds,  te€l[to,T], (4.4)
to

mit der Greenschen Funktion

X ()M 1BoX (tg) X (s)™"  s<t,
G(t,s):= . (4.5)
—X ()M By X (T)X (s) ' s>t
Die Zahlen
= X@#)MT
K1 (e || X (6) M7,
(4.6)
ky = sup [|G(t,s)]l
t,SE[to,T]

heiffen Konditionszahlen der Randwertaufgabe.

Zu q € C ([to,T],R™) und d € R™ erhalten wir aus (4.4) fiir die Losung = € C* ([to, T],R™) die
Ungleichung

[lzll. < 51 ld] + 52 (T = to) gl - |

Wiederholung:

Definition 4.2 (korrekt gestellt). Sei L : X — Y eine lineare Abbildung in normierten Radumen
X und Y. Die Gleichung
Lz =y

ist korrekt gestellt falls

e die Gleichung lésbar ist fiir beliebige y € Y,
e die Losung eindeutig ist,

e und die Losung z stetig von y abhangt.

Ist L eine Bijektion und L~! beschriinkt, so ist die Gleichung Lz = y korrekt gestellt.
Sei nun X = C! ([to, T],R™) und Y = C ([to, T],R™) x R™. Fiir z € X sei

Lz := ( Boz (;ZI):—%Q;&? (T) ) .

Die Gleichung

sz(Z)z:yEY

-(2)

lllcr = |2/l + 12"l < #1 [d] + 52 [lgll o -

hat dann die Losung

und es ist

Fiir regulares M ist die Aufgabe Lz = y also korrekt gestellt.
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4.2 Uber die Kondition von linearen Randwertaufgaben

Definition 4.3 (skaliert). Die Randbedingung (4.2) heifit skaliert, falls orthogonale Matrizen
Qo, Q7 € L (R™) und Diagonalmatrizen Do, Dy € L (R™) mit

N N 1o
Do=1 o 1| Pr=| ¢ ar |’
—~—— ~——

m—k k m—k k

wobei die Eintrage von Ay und Ar aus [0, 1] stammen, existieren, so daff

BO = DOQg’ und BT = DTQ%

Bemerkung. Falls Rang ( By Br ) = m, so kann die Randbedingung (4.2) in skalierte Form
iiberfiihrt werden.

Sei
() =X(OM, tet,T].]
Dann ist
Bo® (to) + Brd (T) = (BoX (to) + BrX (T)) M~* =1
und

B ®(t) Bo® (to) @1 (s) s<t,
G(t:s) = { —® (t)Br® (T)® 1 (s) s>t

Lemma 4.4. M sei regular, die Randbedingungen (4.2) seien skaliert. Dann ist

e @), <2 sup [IG @ s)lly,  t€to,T],

Se[to,T]

und
k1 <2k (bzgle [l )-

Beweis. Sei By = DoQY und By = DrQ¥ mit
(I 0 Ao 0
D0+DT—<OI>+(O AT)
Da die Eintrage von Ag und Ar aus [0, 1] stammen, ist Dy + D invertierbar und
H(Do + DT)_IH <1
2

Dann ist

lle @Il

| @ ® Do + Dr) (Do + D)

IA

@ (¢) (Do + D), - H(DO +Dr)” Hz

|
<1

1@ (t) Doll, + (|2 () Drll,

H<I> (t) DoQY ||2 + ||<I> ) DrQL. Hz? da Qq, QT orthogonal
|® (¢) Bo - ® (to) " (to)]|, + || @ (t) Br - @ (T) @ (T)]],
IIG(t,to)IIﬁIIG(t,T)IIz

2. sup |G (t, )],
s€[to,T]

A

IA
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Wegen
= XAM?, = ®(t
mo= e X O M7, = max 12 0]
k2 = sup [|G(t8)ll,
t,SE[to,T]
folgt dann die zweite Behauptung. O

Definition 4.5 (dichotomisch). Die DGL
' (t) = A(t)z (t), t € [to,0),

mit A € C ([tg,00), L (R™)) heifft dichotomisch, falls es einen Projektor P € L (R™), also P? = P,
und Konstanten K > 0, a, 8 > 0 gibt, mit der Eigenschaft

IA

HX (t) PX (s)‘IH K-et=9  firs<t, s,t€ [t,00),

HX(t) (I_P)X(s)—lﬂ < K-e P firs>t, st € [ty,00).

Falls «, 8 > 0, so spricht man von ezponentieller Dichotomie.

Beispiel. Fiir m = 3 betrachte die DGL

-2 0 0
x' (t) = 0 0 0 |z(t), t €[0,00).
0 0 3
Dann ist
et 0 0 e 0 0
X (t) = 0 1 0 und X(s)'=[ 0 1 0
0 0 €% 0 0 e3
Wir versuchen
1 00 0 00
p=(01 0], I-P={(0 0 O
0 00 0 01
Dann ist
e 2t=3) 0 0 00 0
X () PX(s) ' = 0 10 und X(H)(I-P)X(s) '=| 0 0 0
0 00 0 0 e 361
also
HX(t) PX (s)*H = 29 firs<t,
HX ) (I—P)X (s) " H = 36D firs>t.
D.h. die DGL ist exponentiell dichotomisch mit K =1, @« =2 und g = 3.
100
Versuchen wir P=| 0 0 0 |, so ergibt sich ebenfalls K =1, a =2, = 3.
000

Bemerkung. Der Projektor P teilt die Losungen in nicht wachsende und nicht fallende Losungen
auf. Konstante Losungen konnen zu beiden Unterrdumen hinzugenommen werden (in Abhéngigkeit
von P), wie das obige Beispiel zeigt.
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Die allgemeine Losung der DGL z' (¢t) = A(t) z () ist

z(t) =X (t)xo = X (t) Pzo + X (t) (I — P) zo.

Definiere nun

S (t) = {X(t)Pxo|wo € R"} =1imX (t) P,
Sy (t) = {X(@t)(I—-P)xo|zo € R"} =imX (t) (I - P).

Bemerkung. Die Mengen S_ (t) und Sy (t) bilden eine direkte Zerlegung des R™:
Sei z € S_ (t) NSy (¢) fiir ein t > t9. Dann ist

z = X (t) Pwy, z2=X (@) (I - P)w,
fiir Punkte wy,ws € R™. Da X (t) regulér ist, folgt
Pw; = (I — P) w,.
Multiplikation mit dem Projektor P (P? = P) liefert dann
Pw; = P’w; = Pw; — Pws = Pwy — Pw; = 0.

Also ist z = X (t) Pw; =0, d.h.
S_(t)® S+ (t) =R™.

Bemerkung. S_ (t) enthilt die nicht wachsenden Losungen, S (t) die nicht fallenden Losungen:

Sei z (t) € S_ (t) mit z (t) # 0, d.h. Pzg # 0. Dann gilt fiir alle s <t

e()] X (&) P |XBHPX(5)7 X (5) Pmo‘
2@ " X@Pal ~ X (s) Pl

<|x®Px )| < ke,

d.h. die Losung z ist nicht wachsend, denn fiir alle ¢ > s ist

|z (8)] < Ke™®= |z (s)].

Sei nun z (t) € Sy (¢) mit z (t) #0, d.h. (I — P)xo # 0. Dann gilt fiir alle s > ¢

L < -Px e < Keot,

d.h. die Losung z ist nicht fallend, denn fiir alle s > ¢ ist
2 () > 220 |z (9]
Nicht jede DGL z' (t) = A (t) z (t), A € C ([to, 0), L (R™)) ist dichotomisch:

Beispiel. Sei m =2, & > 0 und fiir ¢ € [-1, 00) betrachte die DGL

() = -2 (1),

xh (t) xs (1) .

& () — e 0 ()L — es 0
X(t)—( 0 et> und X (s) —( 0 e_g).
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eine Fundamentalmatrix mit X (0) = I. Sei
X(@#t)=X(t)R
8 -1 g
mit der reguliiren Matrix R = (X (—1)) ,sodaf X (=1) = X (-1)R =1I.

10
00

. 1 0o, 1 _ [ e:(E=57) o
20 (4 o) %@ —(e ! 0)

HX (t) PX (s)*H _ o H(P=5) L Ltra)(t-s)

Wir versuchen P = ( ): Dann ist
und
Hier ist keine Bedingung

e~ tta)(t=9) & . omalt=9)

fiir —1 < s <t < 0o erreichbar.

16-
14
12

10+

0 2 4 6 8 1 05 0 05 1 15 2
x(t) t
Losungen der DGL fiir € = 1 und Startwerte (z (—1),y (—1)) € {(1,1),(2,1),(3,1)}.
Satz 4.6. M sei regulir, M = BoX (to) + BrX (T).
1. Die DGL z' (t) = A(t) z (t) sei dichotomisch. Fir die Randbedingungen (4.2) gelte:
BoX (to)(I—P)=0, BrX(T)P=0.

Dann ist ko < K und
emolt=9) < ¢

-_ 2

W@MSK{

e Bl s> ¢
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2. Es gelte ro + 7 = m, r¢ = Rang (By), rr = Rang (Br), und
efa(tfs) s<t,

G (&)l < K - {

e Pl s> ¢

fir alle s,t € [to, T] mit Konstanten K >0, a, 8 > 0.
Dann ist die DGL z' (t) = A (t) z (t) dichotomisch mit den Konstanten K,a, (3.

Beweis. 1. Sei s <t:

G (t,s) X (t) M7 BoX (to) X (s)™"
X (t) M~'BoX (to) PX (s)™",  daBoX (to)(I—P)=0
= X ()M~ (M — BrX (T)) PX (s)”"
= X(#)PX(s)™", daBrX(T)P=0.
Also folgt
G (t,9)[| < K - e =9),
Sei s > t:
G(t,s) = —X({)M 'BrX(T)X(s) "
= - X@®)M 'BpX(T)(I-P)X(s)™", daBrX(T)P=0
= —X ()M~ (M - BoX (to)) [ - P) X ()"
= - X(#)(I-P)X(s)"', daBoX (to)(I - P)=0.
Also folgt

G (¢, 9)[| < K -e~P0).
2. Wir verwenden @ (t) = X (t) M1 mit By® (tg) + Br® (T) = I. Dann ist
{ @ (t) Bo® (to) @ (s)”' s <t,

G(t,s) = 3
—® (1) Br® (T)®(s)™" s>t

Wir zeigen, daff P := By® (t9) der gesuchte Projektor ist.
Sei E € L (R™) orthogonal (ET = E~1), so daf

EBT:(;> yro

Wegen Bo® (to) + Br® (T') = I ist dann
EBy® (to) ET + EB7® (T)ET =1.

Daraus folgt

T _ 1 T _ 1 [ * * Yro _ ( Hu Hie
EBy® (to) ET = I — EB;® (T)ET = I (0 0) - _.( o )

Wegen Rang (By) = g ist auch Rang (EBy® (to) ET) = r¢, also muR Hy; = 0 sein. Dann ist

EBy® (o) ET = (0 Hl?)

2
ein Projektor << 8 His ) 0 H12 ) und dann auch

- ( ) 0
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4.3 Nichtlineare Randwertaufgaben

Wir betrachten nun Gleichungen der Form

dW)=Ff(t),t), tel,T]| (47)

mit f : R™ x Iy — R™ stetig, [to,T] C Ir C R, f, stetig, und Randbedingungen

|r (2 (to) = (T)) = 0] (48)

mit r = (ry,r3) : R™ x R™ — R™ stetig differenzierbar.

Dazu betrachten wir die Anfangswertaufgabe

g W=Ff(W),), telto,T], ()= (4.9)

Sei

‘S(azo) =7 (20,2 (T, 20)) xo € R™ ‘
wobei z (-, zg) eine Losung der AWA (4.9) bezeichne.

S (.’Eo) =0
ist eine nichtlineare Gleichung bzgl. z,.

Fiir eine Losung z. € C! ([to, T],R™) von (4.7), (4.8) gilt S (z. (to)) = 0.

Wir linearisieren die Randwertaufgabe (4.7), (4.8) in z, (Quasilinearisierung langs z. (t), t €
[to,T]), indem wir folgende homogene Randwertaufgabe definieren:

Z(t) = A()z(),

(4.10)
0 = Bysoz (to) + B2 (T) ,
mit
Act) = folza(t),t),  t€][to,T]
B = 1y (24 (to), 24 (1))

~

Bur ry (@4 (to) , 24 (T))

Die Fundamentalmatrix X, (t) zur DGL 2’ (t) = A. (t) z (t) ist Losung von
Xi (t)ZA* (t)X* (t)7 te [to,T], X (tO):I7

und es sei
M, := By + B.r X, (T) -

Satz 4.7. Sei z, € C! ([to,T],R™) eine Losung der RWA (4.7), (4.8), und sei die lineare homo-
gene RWA (4.10) nur trivial lésbar. Dann gilt:

1. x, ist isolierte Losung der RWA.
2. Fir hinreichend kleines § > 0 sind die gestorten RWAn

() = fl@®),)+q), telto,T] (4.11)
r(z(to),z(T)) = d, (4.12)

llgllo, + |d| <6, lokal eindeutig losbar. Die Losung x der RWA hingt stetig von (gq,d) ab.
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3. Alle AWA (4.9) mit zo € B (.« (to),08), & > O hinreichend klein, besitzen Lésungen, die
(mindestens) auf [to,T| definiert sind.  (t, o) ist stetig differenzierbar bzgl. zq.

4. Die Abbildung S (z0) := r (zo,z (T,x0)) ist wohldefiniert auf B (z. (to),d8) und dort stetig
differenzierbar. Es gilt S' (z. (to)) = M..
Beweis. 1. Wir definieren die Abbildung
F:C" ([to,T],R™) = C ([to, T] ,R™) x R™,
F@)=@"()=f@(),), r(@(t),z(T), zeC (t,T],R").

Es ist
F(x) =0 < zerfillt die RWA (4.7), (4.8)

fiir z € Bea (x4, 9),
Bei (24, 9) = {:E eC! ([to,T],Rm)| |z —.’L'*”OO + ||.’l7l —.’L';”oo < (5} .

Wir zeigen, dak F Frechet-differenzierbar ist und F' (z.) reguldr. Daraus folgt dann die
Behauptung.

Proposition. F ist Frechet-differenzierbar und fiir = € C* ([to, T],R™) ist

F' (z4) 2 = (2 — Auz, Byoz (to) + Barz (T))
(F' (x4) ist eine lineare beschrinkte Abbildung von C* ([to, T],R™) in C ([to,T],R™) x R™ ).
Beweis. Sei z € C* ([to,T],R™). Wir berechnen

lim L (F(o+72) = Fa), 2€C" (fto, T],R").

T—=0T

Fiir die erste Komponente von L (F (z + 72) — F (z)) ergibt sich
% {2" )+ 7' () = fa(®) +72(t),8) — 2" (t) + f (2 (¢) , 1)}
= LO- @O0, - f0),0)

7—0

— 2O - fo(z®),)2(t), tEt,T].

Fiir die zweite Komponente von L (F (z + 72) — F (z)) ergibt sich

e o) + 72 10) 2 (1) + 72 (1) = (2 (10) 2 (1)}
- Hrewe@rew @ (ZR ) +o((ZH) -rew @)

i 0
= %{7‘1 (z (to) 2 (1)) 72 (to) + 13 (z (to) ,z (T)) 72 (T') + 0 (1)}
Tl (@ (to) , 7 (T)) 2 (to) + 15 (w (to) , = (1)) 2 (T).
Es ist also
F(z)z= (2" = fo(@(),) z,m1 (2 (o) ,2 (1)) 2 (to) + 73 (z (to) ,2 (1)) 2(T)) -
cine lineare beschriinkte Abbildung von C* ([to,T],R™) in C ([to, T],R™) x R™, und es ist

v v
~~

B.r

~~

Fladz= |2 fo @ 0,027 @ (t) 2. (1) 2 (to) + 13 (o (to) ;2. (T)) 2(T) | O
A B.o
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Die Gleichung
F'(z)2=0

ist die Randwertaufgabe (4.10). Nach Voraussetzung ist diese nur trivial 16sbar, d.h. F' (z.) z =
0 < z = 0ist. Also ist F' (z4) injektiv. Mit der Losbarkeitsbedingung (Abschnitt 4.1.1, Seite
60) folgt dann die Regularitdt von M, und damit die Bijektivitdt von F' (zy).

F' (x«) ist also eine beschrénkte bijektive Abbildung in Banach-Raumen. Dann ist F' (x4)
ein Homoomorphismus.

2. Tux € C* ([to, T],R™), p = (¢,d) € C ([to, T] ,R™) x R™ sei nun

H(z,p) :=F () —p.

Die Gleichung
H(z,p) =0

entspricht der gestorten RWA (4.11), (4.12). Es ist

H (24,0) = F (2«) =0,
‘H ist Frechet-differenzierbar, und es ist

Hy (z4,0) = F' (x,) bijektiv.
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existiert dann eine eindeutig bestimmte Funktion
@ : Boxrm (0,0) = Bor (2x,p),  p <6,

mit der Eigenschaft

H (¢ (p),p) =0 fiir alle p € Boyxgm (0,0) .

Also hat die Gleichung F (z) = (g,d) fiir ¢ € C ([to, T],R™), d € R™, [|q||, + |d| < J, genau
eine Losung ¢ ((¢,d)) auf Boi (24, p).

3. Wie untersuchen die ,kiinstliche” RWA (4.7) mit der Randbedingung z (tg) = z« (to):

() = f(x(),t), te€lto,T]
7 (z (to),z(T)) = 0
F(u,v) = u—um(to), u,v€R™.

Diese RWA hat die Losung z,. Es ist
7 (u,v) =1 und 7 (u,v) =0,
also B*o =1, B*T =0, J\Zf* =1, /L = A,.
Nach 2. sind dann die gestorten ,kiinstlichen” RWAn
d(t) = fla@),)+q(t), t€lt,T],
7@ (to),z(T) = d, (& z(t) =z (to) +d)

lokal eindeutig losbar. Die Losung x = ¢ (g, d) ist stetig bzgl. (¢, d). Speziell ist fiir ¢ = 0 die
Losung z = ¢ (0, d) stetig bzgl. d. D.h. die AWA (4.9)

2@t = fle@®),t), telt,T],

x (to) T (to) +d,

ist fiir |d| < & lokal eindeutig l6sbar, die Losung x = ¢ (0,d) € C! ([to,T],R™) ist stetig
bagl. d.
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4. Nach 3. ist S (x¢) = r (20, (T, 2¢)) wohldefiniert fiir zo € B (2« (to),6) und dort stetig diffe-

renzierbar.
Es bleibt S’ (z« (to)) = M. zu zeigen.
Es ist
iS(m ) =711 (zo,z (T, z0)) + 74 (z0, 2 (T, x ))im(T.r )
6.730 0) — 71 \+o, ;L0 2 \L0, »L0 6.’23'0 »L0) -
Wegen ' (t,20) = f (z (t,20) ,t), t € [to,T] und z (to,zo) = xo folgt nun
d 0 0 0
- - = = = — T
dt 8.’L‘0$ (t7 .CL‘()) 655'0.7: (t7 ':CO) 8:{}0 ("1" (t,.’l]o) 7t) fw ("1" (t,.’l]o) 7t) 8.230:1: (t,.’L'()) , tE€ [t07 ] )
0
6—.113'0$ (to,xo) =1.
Fiir mg = 4 (t0), x (¢, 20) = x4 (t), X (t,0) := a%ox (t, o) also
X' (t,ze (t0)) = fo(@a(t),) X (24 (o)),
—_——
A, ()
X (ta L (tO)) = I

Diese AWA hat die Losung X, (¢), es ist also

s (1,2 (1)) = X (622 (1)) = X. (0,

und damit

S' (2« (to)) = r1 (@« (to) , 24 (T)) + 15 (24 (f0) , 24 (T) X (T)
= M,. O

4.4 Periodische Losungen

Wir betrachten nun Differentialgleichungen
() =f(z(®),t), teR I;=R,

mit

[f@t)=f@t+T), zcR", teR]

Definition 4.8 (T-periodisch). Eine Losung z. € C! (R,R™) der DGL z' (t) = f (z (t) ,t) heift
T -periodisch, falls

‘x*(t)zx*(t+T) telR.‘

Falls die RWA

' (t) = f(z(t),t), te[0,T]
z(0)—2(T) = 0

(4.13)

die Losung z. € C* ([0,T],R™) hat, so kann z. zu einer T-periodischen Losung fortgesetzt werden.

Falls die Losbarkeitsmatrix

|M.=1-X,(T)|

reguldr ist, konnen wir dann Satz 4.7 anwenden?
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Beispiel. Fir m =1, T = 27 und a # 0 betrachte die Differentialgleichung
z' (t) = ax (t) +sin (t)

(lineare DGL mit erzwungener Schwingung). Die Fundamentalmatrix ist

die Losbarkeitsmatrix ist

Die allgemeine Losung der DGL ist

¢
z (t) = e*xg + /ea(t_T) sin 7dr.
0

Aus der Periodizitatsbedingung z, (27) = zo erhilt man dann

_ 1
Yo = 1+ a?
und die periodische Losung
x*(t):—ﬁ(asint+cost).
J = J = J

G EE = ==
7 7 7 77 L7 ] ] S——7 7
X(t) 7 70 —~—7 7 7 A —~—77 7 A —~77
L T~~~ 7 ] I~ ] ] I~ 7
27 N7 T NN T TN~ T
Y AN AN NN
LN NS N
\\\,M/\lo\ Vﬁ\\w
m~ N\ =~ "~ \ N\ =<7~ \ \—_-~
RTINS LN TN NS
——— \ N\ NV Y N———N N\ N—
PR Y NNt R N
SN NN R A

Losungen der DGL 2’ (t) = ;x (t) 4 sin (¢) fiir Startwerte zo € {—3,—1%,0}.

Beispiel. Wir betrachten nochmals Beispiel 4.1 (Seite 59): Sei m = 2 und die DGL

o) = (_01 é)m(t)

gegeben. Die Fundamentalmatrix ist

cost sint
X = ( —sint cost )’

die Losbarkeitsmatrix ist

M:I_X(T):<1—COST —sinT )

sinT 1—cosT
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Falls T' = 27 ist, so ist M = 0. Alle Losungen,

t sint §>\
TURY QR PP &/

—sint cost

sind periodisch.
2m-periodische Losungen der DGL

Im weiteren untersuchen wir autonome Differentialgleichungen:

o' (t)=f(z®), [feC'(R",R").

Sei z, eine Losung. Dann ist

stetig differenzierbar bzgl. ¢, d.h. z, € C? (R,R™),
7y () = fo (24 (1)) - 25 (8) = As (8) 24 ().

Fiir

folgt dann

also zx (0) = 2z, (T"). Dann ist 2, eine Losung der linearisierten Randwertaufgabe (vgl. (4.10), S.
68)

Z(t) = A()z(t),

2 (0) =2, (T) = 0. (4.14)

Falls ., eine nicht-konstante Losung ist, so ist z!, Z 0, d.h. z, ist eine nichttriviale Lésung von
(4.14). Dann 148t sich der Satz 4.7 so nicht anwenden.

Der Vektor z. (0) = ., (0) # 0 ist Eigenvektor von X, (T') zum Eigenwert 1, denn aus
2z« (t) = X (t) 24 (0)
und der Periodizitét z. (0) = 2. (T') folgt
26 (T) = X (T) 24 (0) = X (T) 24 (T) .

Dann ist die Matrix
M,=1-X,(T)
singuldr (M, z. (0) = 0, z. (0) # 0), d.h. es konnen mehrere periodische Lésungen existieren.

Definition 4.9 (periodisch, Grenzzykel, Attraktor). Eine Losung einer autonomen DGL
heift periodisch, falls es ein T > 0 gibt, mit dem sie T-periodisch ist (z. (t) = z. (t +T), t € R).

Eine nicht-konstante periodische Losung (bzw. deren Orbit) heifft Grenzzykel, wenn in einer Um-
gebung dieses Orbits keine weitere periodische Losung enthalten ist.

Ein stabiler Grenzzykel heifst Attraktor.
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Beispiel (Grenzzykel). Fiir m = 2 betrachte die DGL

SONNONON NN DY L/ /7
Ty = wm+a(1- T — x%) T I/ ? ?
e 117
zh = —z1+22(1—2] —123) e f f ? /
i\ |/
e
Die Funktion 777 Z /
z, (t) = (sint,cost) =7 /0
N . o ST 15 15
ist eine 2m-periodische Losung. Weiterhin ist ; ? e
77
|w() =2 (), 2 (1), 771
/!
o T2 + 371 1 - 371 - 1’%) T 771 \\\\\\\\\\\
=2 —z1 + $2 1  — ar%) "\ 77 NN NN N NN

2 — — — —
(3”1 1 a 5'72) + 75 (1 a 5'72)) Losungen der DGL fiir Startwerte

2@l (112 (0)f3) - 20 € {(1,0),(2,1), (- 75,0}

D.h. fiir Losungen x (t) mit |z ()], < 1 ist d 7l (t )|§ > 0, d.h. |z (t)| wachst. Ist |2 (¢)|, > 1, so ist
4z (t)[; <0, d.h. |z (¢)| fallt.

4.4.1 Modifikation der Aufgabenstellung

Falls die Periode T" im Voraus nicht bekannt ist, so haben wir folgende Aufgabe zu betrachten:

z' (t) fl(@®), te0,T],
z(0) = =z(T), T unbekannt.

Dazu transformieren wir [0, 7] — [0, 1] mittels s = % und definieren
Z(s) =z (sT) ==z (t).

Aus
d d dx _

erhalten wir dann die Aufgabe

d _ -
S5(s) = T-[@(s),

Wir fiigen nun die Funktion
Tm+41 (S) =T
mit £ Z,41 (s) = 0 als neue unbekannte Funktion hinzu, so daf wir die Aufgabe

d _ _ _
720 = Tmi(s)- f(2(s),
d _
75 Tme1 (s) = 0,
z0)—z(1) = 0
erhalten. Da nun eine Randbedingung fehlt, fiigen wir noch die zusédtzliche Anfangsbedingung
z;, (0) = a

mit o # 0 fiir ein i, € {1,...,m} hinzu (,, Phasennormalisierung®).
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Kapitel 5

Schielsverfahren

Wir betrachten Randwertaufgaben der Form

' (t) = [fle(®),t), telto,T]
r(z(to),z(T)) = 0

Sei x, € C! ([to,T],R™) eine Losung und sei M, regulér.
Nach Satz 4.7 (Seite 68) ist die ,,Schieflabbildung” S,

| S (@0) := 1 (w0, (T, 20)) |

in einer Umgebung von z, (o) definiert und stetig differenzierbar. Es gilt S’ (2. (to)) = M..

Um das Randwertproblem (5.1) zu l6sen, miissen wir zq so bestimmen, daff (zq,z (T,x0)) die
Randbedingung erfiillt, d.h. wir miissen die Gleichung

S(JIQ) =0

16sen. Fiir jeden Wert g kann man S (zg) berechnen. Man hat dazu den Wert z (T, z9) zu bestim-
men. Eine Berechnung von S (zq) lduft also auf die Losung eines Anfangswertproblems hinaus.
Dies kann man z.B. mit den Methoden aus Kapitel 2 realisieren.

Zur Berechnung der Nullstelle von S (-) kann man im Prinzip beliebige Methoden verwenden, die

eine Nullstelle einer Funktion bestimmen. Kennt man z.B. Werte x(()l) und :L'((]Q) mit S (m(()l)) <0

und S (x(()2)) > 0, so kann man eine Nullstelle durch ein einfaches Bisektionsverfahren berech-

nen. Man sollte aber beachten, daff eine Auswertung der Funktion S immer eine Losung einer
Anfangswertaufgabe bedeutet. Da S eine stetig differenzierbare Funktion ist, kann man auch das
Newton-Verfahren (oder Quasi-Newton-Verfahren) zur Bestimmung der Nullstelle benutzen. Da
dieses Verfahren i.a. eine héhere Konvergenzrate besitzt, sollte man erwarten, daft dann auch we-
niger Funktionsauswertungen bendétigt werden, um ein Ergebnis mit &hnlicher Genauigkeit wie
beim Bisektionsverfahren zu erhalten.

Man koénnte nun meinen, daf das Problem des Losens der Randwertaufgabe durch Bestimmung
des Startwertes zo gelost ist, da man den Wert x (¢, o) der Losung an jeder anderen Stelle ¢ durch
Behandlung des Anfangswertproblems z' (t) = f(z (t),t), z (to) = ®o, bestimmen kann. In der
Praxis treten dabei aber hiufig erhebliche Ungenauigkeiten auf, wenn die Losung z (t) = z (¢, zo)
sehr empfindlich von zy abhingt. Eine approximative Berechnung von z¢ reicht dann hiufig nicht
aus, wie das néchste Beispiel zeigt:
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76 5.1. MEHRZIELMETHODE

Beispiel ([SB90, §7.3.4]). Wir betrachten die Differentialgleichung

o () = ( 1‘1)0 X )x(t), t€0,10].

Die Eigenwerte der Matrix ( 1(1)0 i ) sind Ay = —10 und Ay = 11. Die Losung z (¢,2) der
Differentialgleichung, die der Anfangsbedingung z (0, 2) = z geniigt, hat dann die Form

. 1121 — 22 _10¢ 1 1021 + 22 11¢ 1
z(t,z) = —7 ¢ 10 )T —a1 € 10 -

Wir wollen nun die Losung . (t) bestimmen, die den Randwertbedingungen
Tx1 (0) = 1, Tx1 (10) =1

geniigt. Die exakte Losung ist

= 2. (0) = 1
EEEUE 10+ 040 S )

Koénnen wir z, aber nur mit z.B: 10-stelliger Genauigkeit berechnen, so erhalten wir den N&he-

rungswert
_ 1
£ ( —10+10~° > '

Die exakte Losung z (¢, Z) zum Anfangswert Z liefert nun aber

21-10"° _, 10°° |,
B TR e
107° 110

21

~ 28-10% £1

1 (].0, 2)

~
~

Das Beispiel zeigt, daf die Berechnung des Startwertes zo selbst mit hoher Genauigkeit nicht
garantiert, daf sich die Werte z (¢, 2o) mit dhnlicher Genauigkeit bestimmen lassen. Fiir Systeme,
die die einseitige Lipschitzbedingung (1.3) erfiillen, haben wir in Satz 1.6 (Seite 8) die Abschitzung

| (t,@0) — x (t,Zo)| < 7% |zg — o
erhalten, d.h. der Einfluft fehlerhafter Anfangsdaten kann exponentiell mit ¢ wachsen.

Diese Abschétzung zeigt aber auch, daf der Einfluff ungenauer Anfangsdaten durch Verkleinerung
des Intervalls [to, t] beliebig klein gemacht werden kann. Dies fiihrt zur Idee der Mehrzielmethode:

5.1 Mehrzielmethode

Wir zerlegen [to,T] in Teilintervalle, tg < t; < ... <ty =T.

Bei der Mehrzielmethode werden die Werte z (¢;) der exakten Losung z (t) eines Randwertproblems

5.1 an den Stellen to, . .., t, gleichzeitig iterativ berechnet. Wir betrachten dazu die Anfangswert-
aufgaben
a'(t) = fz(t),t) tetj-1,t],
T j=1,...,N.
T (tj_l) = Zj_l,

und bezeichnen deren Losungen mit x (¢; 2j_1,%-1), t € [tj—1,t;]-
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1.5l K
Ce—

Die Aufgabe besteht nun darin, die Vektoren zg,...,2nx_1 s0 zu bestimmen, daf die aus den
x (t;2j-1,tj—1) stiickweise zusammengesetze Funktion z (¢),

Z‘(t) = Z‘(t,Zj_l,tj_l) fir t € [tj_l,tj), j=1...,N,
z(tn) = z(tn,2N-1,tN-1),

stetig ist, also eine Losung der Differentialgleichung «' (t) = f (z (¢),t), t € [to, T], darstellt und
dariiber hinaus die Randbedingung 7 (z (to) ,z (T)) = 0 erfiillt.

Mit den Bedingungen (Stetigkeitsbedingungen)

‘.Z‘(tj,ijl,tjfl)sz, j=1,...,N—1‘

werden die Segmente zu einer Losung der DGL auf [to, T'] zusammengeklebt.

Zusétzlich bendtigen wir die Randbedingung

[ (20, (tn, 2v—1,tn-1)) = 0.

Dies ergibt ein nichtlineares Gleichungssystem im R™Y bazgl. 2g,...,2y_1 € R™:
S(z)=0

mit Schieffabbildung

z (t1, z0,t0) — 21 %
S(z) :=
T (tN—1,2N—2,tN—2) — ZN_1

ZN_
r (20,2 (tN,2N—1,tN-1)) N-1

Sei z, Losung der RWA (5.1) und sei M, regulér. Sei

Z%0 T« (tO)

ZxN—1 T (tN—l)
Nach Satz 4.7 ist S (2) dann wohldefiniert fiir z; € B (24;,6), j = 0,...,N — 1, und stetig diffe-
renzierbar.

Um das Newton-Verfahren anwenden zu konnen, ist die Regularitit von S’ (z.) wiinschenswert.
Definiere dazu

s

=

=
|

o} .
6—zjx(t;zj,tj), j=0,...,N—1,

0 .
X () = aw(t;zj,tj) , j=0,...,N —1.
J

Zj=24j
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Wie wir im Beweis von Satz 4.7, Teil 4, gesehen haben, ist
X;(t) = fo(x(t,25,t5),0) X; (1), X;(t;) =1, j=0,...,N—1,

und

X, (1) = A (1) X (1), Xuj(t5) =1, j=0,...,N—1.

Dann ist S’ (z) =

a%o(m (t1;205t0) — 21) aih(x (t1;20,t0) —21) O 0
0
: " - .. 0
9 0 0 azg_g (---) azN_la(l" (tN—152N—2,tN_2) — ZN—1)
32T (20,2 (EN, 2v—1,tN-1)) 0 0 221 (20, (tn> N1, tN-1))
Xo (t1) I 0 0
0 Xi(ta) —I 0 :
= : .
0 o Xne2(tv-1) -I
r1 (20,2 (tN,2ZN—1,tN—-1)) 0 . 0 (20,7 (v, 2N—1,tN-1)) Xn_1 (tN)

und speziell fir z = z,:

S(z) = 0,
Xo(t) —I 0 0
0 X (t2) -1 0 :
S'(ze) = : 0
0 o Xanvoa (En-1) -1
B, 0 .- 0 BurXin-1(tn)

Sei y = (yo,---,yn—1)" € R™N mit
S' (z)y = 0.

Fiir die Regularitdt von S’ (z,) miissen wir y = 0 zeigen. Aus S’ (z,)y = 0 folgt

Xeo(t)yo = w1,
Xun-3(tn-2)yn-3 = Yn-2,
Xun—2(tN-1)yn—2 = Yn-1,
B.oyo + Bir Xun—1 (tn)yn—1 = 0,
und die letzte Zeile wird zu
Bioyo + BirXun—1 (tn) - - Xuo (t1) Yo = 0. (5.2)

Es galt: X (¢t) = A« (t) Xi (t), t € [to,T], X« (to) = I. Nach der Eindeutigkeit der Losung von
Anfangswertaufgaben folgt
Xo (t) = Xuo (1),
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also speziell fir ¢t = ¢;
Xuo (t1) = X (t1) -

X (t) X (t1) ist Fundamentalmatrix und

X (t1) Xuo (t1) = Xuo (1) = X (ta) -
I

Dann folgt wegen der Eindeutigkeit der Losung von AWAn, dafs
X*l (t) X*(] (tl) = X* (t) y

also speziell fir ¢t =ty
X (t2) Xuo (t1) = Xu (t2) -

Setzen wir dies fort, so erhalten wir

Xun—1 (t) Xunv—2 (tv_1) - - - Xuo (1) = X (2)

und speziell fir ¢t =t
Xan—1 (tn) - Xao (t1) = X (tN) -

Einsetzen in (5.2) ergibt
0 = Buoyo + Bar X (tn) Yo = Mayo.

Aus der Regularitdt von M, folgt dann yo = 0 und zuriickeinsetzen ergibt dann y; = 0, y2 = 0,
.. yn—1 =0, also y = 0. D.h. S’ (2,) ist regular.

Satz 5.1. Sei x, € C! ([to,T],R™) Lésung der Randwertaufgabe (5.1), M, sei requlir. Es gelte
[|Bo|l <1 und ||Bsr|| < 1. Seien k1 und ko die Konditionszahlen der in x. linearisierten RWA.

Dann ist die Abbildung S der Mehrzielmethode zur Zerlegung to < t1 < ... <ty =T auf einer
Umgebung von z, = (T« (to) ;.- ., %« (tn_1))" € R™N definiert und dort stetig differenzierbar. Es
gilt S (z.) =0, S' (24) ist regulir und

cond (8" (2)) < (r + (N = ) (14 max X1 ()]

bzgl. der Block-Zeilensummen-Norm auf L (RmN).

Beweis. Die Wohldefiniertheit und stetige Differenzierbarkeit von S in einer Umgebung von z,
folgen aus Satz 4.7. Die Regularitat von S’ (z,) haben wir gerade gezeigt. Es bleibt die Abschitzung
der Kondition zu zeigen. Die Kondition ist definiert als

cond (' (22)) = [IS" (z2) 1l | 8" (z)

Es ist
Gu (to,t1) -+ Ga(tostn—1) X, (to) M!

' (z) 7 = : : :
Gu (tN—1,t1) - Gu(tn—1,tn-1) X (tn—1) M, ?
mit der Greenschen Funktion (vgl. (4.5), Seite 62)

G (t ) _ X, (t) M*_IB*OX* (tO) X (S)_l s <t
O E X, () MO Bur X (T) Xu (5) L s > ¢,
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denn
(SI (Z*) S (z*)_l)ll = —X. (tl) G (t07t1) + Ga (tl?tl)
= X.o (1) X. (to) M7 ' Bur X (T) X (1) ™" + Xu (t1) M Buo X (to) X (t2)™"
X, (t1)
= X, (t1) M7 (Bur X (T) + BuoX. (t0)) Xu (t1) "
= I
(8" () 8 (z*)_1)12 = —Xuo (t1) G (to, t2) + Gx (t1, t2)

Xo (t1) X (to) M7 Bur X (T) Xo (82) " = Xo (t1) M7 Bur X (T) X, (£2)
0
usw. Nach Definition von k; und k2 ((4.6), Seite 62) ist

X MY < ke t€[to,T]
G« (t,8)ll < Ko t,s€to,T]

Damit ist also

N-1
§' ()M = _max | DG (b )+ | X () M| | < (V= 1)k +
% | &

und

15" (z)ll =max § ~ max (14 [|Xui (ti4)ll) ;|| Boll + || Ber Xun—1 (t)|
i=0,...,N -2 —— N ~

<1 SllX*Ntl(tN)“
max (14| Xai (t41)]) H

i=0,...,N—

Bemerkung. Bei skalierten Randbedingungen gilt k; < 2k, (Lemma 4.4, Seite 63). Dann ist
K1 +(N—1)I<.’,2 S (N—Fl)lig

Bemerkung. Zur Abschitzung von || X,;_1 (¢;)|| definiere

i = max ”A* (t)” j:07"'7N_17
te€lt; tj+1]
= A, (| = e INZ1) 5
Iz max |4« (t)|| = max (po, - .., pn—1)
d.h. p; < p. Wegen
Xy () = Ac(t) Xuj—a (1) tE€[tj—n,t]
Xuj—1(tj—1) = 1

ist dann
1 Xujz1 ()] < eti—1(ti—tj-1)

Im Spezialfall h = T30 ¢, = to + jh, p; < p, folgt dann

cond (S (2)) < (k1 + (N — 1) ko) (L + ) < (/-el + T ; fo /@2) (1+e).

Im Idealfall méchte man || X,; (tj41)|| <&, j=0,...,N — 1, mit k ~ 10 oder & =~ 100 erreichen.
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Beispiel (AMR, S. 151). Sei m = 2 und wir betrachten das Randwertproblem

0 = (oo 11 10mmn ) 7@ +a0  tel),
s+ = (115,

mit ,passender” Funktion ¢. Dann ist

Die exakte Losung ist

und die Fundamentalmatrix ist

cost sint e 18 0 .
X (t) = ( cost - sint ) ( ) ) mit X (0) = I, X (r) = I.

Dann ist

e 187 0 14 e 187 0
M_I+( 0 620”)_( 0 1+e2O7r )

cond (M) = e?°" ~ 1.9 - 10*".

so dafs

Fiir die Konditionszahlen von S’ (z,) erhdlt man

N | |[S" (z) 7| | cond (8" (24))
1 1 1.9-10%7
3 1 1.2-10°
9 1 1.1-10°
15 1 6.9-10"
24 1.1 1.6-107
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Kapitel 6

Kollokationsverfahren

Wir stellen die Randwertaufgabe

' (t) = f(z(t),t), telt,T],

[to, T 6.)

r(z(t),z(T)) = 0,
wieder in der Form

Fx=0
fiir einen Operator
F: XY
mit
X::Cl([to,T],Rm), Y:=VxR", V:=C(t,T],R")

und

dar. Die Idee der Kollokationsverfahren ist es nun, die Rdume X und Y durch endlichdimensionale
Réume X(,) und Y(,) zu ersetzen (Diskretisierung, Finitisierung), und fiir einen entsprechenden
Operator

Fny + Xw) = Yin

die Gleichung

zu 10sen.

Dazu wahlen wir zunéchst Zerlegungen

T(n) : t0<t§")<...<t§\?2n):T, n €N

von [0,T] in N Teilintervalle. Sei

B o ) )

mi=1,.. ,N® p™ = max  pY,

und

(n) _,m , 1.
80y =" + ohy".
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Sei von nun an eine Zerlegung 7, fixiert. Wir verzichten im folgenden (weitestgehend) auf den
Index ,,n".

Als Diskretisierung wihlen wir nun den Raum X,y der kubischen Splinefunktionen bzgl. m,):

X(n) = {u € X |u ist auf jedem Teilintervall von 7, ein Polynom mit Grad < 3}

X(n) C C* ([to,T],R") ist ein endlich-dimensionaler Teilraum.

Durch die Vorgaben
w(t) =u;, o (t)=uj, i=0,...,N,

ist ein u € X(5) eindeutig bestimmt. Es hat auf dem Teilintervall [t; 1,%;] folgende Darstellung:

w(t) = wiig+(t—tiog) B5EE 4 (= tima) (E— t) vi + (E—tim1)” (E— b)) w;
v = h% (ui—h'l:i—l _ U§_1) (6.2)
wi = gk (w25 )
Die Darstellung fiir v; und w; ergibt sich dabei aus den Bedingungen v’ (t;) = u},i=1,...,N:

Aus der Bedingung u;_; = u' (t;—1) folgt

U; — Uj—1 1 U; — Uj—1
! T 7 2 2 !
U, 1= ——F— — hz"l)i d.h. Vi=—\|——F—"7""—1u; .

Aus der Bedingung u} = u' (¢;) folgt

ug = %+hivi+h3wi
(3
1 Ui — U1 U — U1 1 U; — Uj_1
dhow, = — (iYW Wiz e N o L g T M )
Ws th (ul hz hz + 'Ul171 h? u’t hz + u171

Zu einer Funktion x € X ist eine Funktion u € X(,) durch u; := z (t;), uj := 2’ (t;),7=0,...,N,
eindeutig bestimmt. Wir definieren daher die Abbildung

‘R(n) X > X(n),

indem wir einer Funktion z € X die Funktion R(,)z := u zuweisen, fiir die

u(t,) = .’L’(tz), i=07“‘JN7
u'(ti) = .’L‘I(ti), iZO,...,N,
gilt. Die Restriktionsabbildung Ry ist linear, beschrénkt und ein Projektor (R?n) = R(y)).

Zur Losung der Randwertaufgabe (6.1) war eine Funktion z. € X mit Fz. = 0 gesucht. Bzgl. der
Diskretisierung X,y suchen wir nun eine Funktion u € X, mit

r(u(to),u(tn)) = 0,
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d.h. wir suchen eine Funktion u € X,y C X, die die Randbedingung r (u (to) ,u (t5)) = 0 und die
Differentialgleichung v’ (t) = f (u (¢) ,t) in den Diskretisierungspunkten to,¢1,t1,...,tx erfillt.

Aus (6.2) erhalten wir

' Ui — Ui h?  h?
u(ti—%) = T+0+(—2j+j w;
U~ U h_? L ! Ui — Uj—1 !
- T A he T
3 (u; —uj_1 1
= 5( : hi’ )—Z(u;+u;_1), (6.4)
1 1 , ,
U (tz—%) = 5 (ui—l + uz) - Shi (uz uz—l) (6 5)
Damit erhalten wir aus (6.3) das Gleichungssystem
up = f(uists) i=0,...,N,
3u; —ui—1 1 1 1 .
5% - Witui) = f (5 (i1 +ug) = ghi (u; — i) ati_;) i=1,...,N,

r(ug,uny) = 0,

aus (2N + 2) m Gleichungen in den Unbekannten w;, u}, i =0,...,N.

Ersetzen wir nun noch v} = f (u;,t;), so erhalten wir das Gleichungssystem

U; — Uj_ 2 1 1
% = gf (5 (Wit +u;) — ghz’ (f (uists) — f (wi—1,ti-1)) ;E’%)
k3
1 1
+6f (wi—1,tio1) + af (us, ts) i=1,...,N, (6.6)
r (ug,uny) = 0,
aus (N + 1) m Gleichungen in den Unbekannten uy, ..., uy-

Um den Operator F(,) definieren zu kénnen, bendtigen wir noch eine passende Diskretisierung
Viny von V. Fiir u € X(y,) ist offensichtlich u’ € Vi) fiir

V= {v ev |U ist auf jedem Teilintervall von m(,) ein Polynom mit Grad < 2} .

Ein Element v € V|, ist eindeutig bestimmt durch die Werte

’U(ti) = v, iZO,...,N,
v(ti_%) = vy, i=1...,N.

Fiir t € [t;—1,t;] besitzt v die Darstellung

<
~—~
o~
N—
I
<
o7
|
—
+
—~
~
|
o~
S
|
-
S—r
o
|
D=
|
S
S
|
—
|
~—~
~
|
~
S
|
—
S—
/N
~
|
~
.
|
-
SN——
/N
(4
~
|
D=
SO I
S
S
|
—
|
<
N
<
-
|
[N
~

Wir definieren daher die Restriktionsabbildung

R(Vn) V= Vi
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indem wir einer Funktion v € V' die Funktion Rz;)” zuordnen, die durch die Bedingungen

(R(Vn)v)(t,.) = w(t), i=0,...,N,

(Byo) (tiy) = o(tcy),  i=1...N,

eindeutig bestimmt ist. Ré’n) ist ebenfalls ein linearer, beschriankter Projektor.

Fiirv € Vi) gilt: v (t) =0 v; =0,i=0,...,Nund v; 1 =0,i=1,...,N.

ZuY =V x R™ definieren wir weiterhin

Yoy = Vi) X B™|

Der Operator F : X — Y reprisentierte die RWA (6.1) (Fz = 0). Der Operator

| Py : Xm) = Yiw)|

soll nun die Diskretisierung (6.3) reprisentieren. Zu u € X, definiere deshalb

v
= Fn
(7)) =Fwu

vermoge

<
/N
s
|
[SIE
~—
.. .“.
:\
S

Die Gleichung

entspricht dann (6.3). (6.6), zusammen mit u} = f (u;,t;), ¢ = 0,..., N, liefert ein Gleichungssy-
stem zur Bestimmung von u € X(y).

Es ergibt sich folgende schematische Darstellung;:

x <5 v Fzx=0
R(n)l lR{n)
Fin
Xy = Y Fmu =0

Definition 6.1 (lokaler Diskretisierungsfehler). Sei die Randwertaufgabe (6.1) 16sbar, z. €
X sei Losung.

| 70) = Fioy Ry 4

heiftt lokaler Diskretisierungsfehler (Defekt der exakten Losungswerte in der Naherungsgleichung).

Wir untersuchen 7(,,) genauer. Sei dazu
Us = Rp)Tu.

Nach Definition von Ry ist
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Sei
Ux
( 0 ) =Tn = f(n)R(n)."L'* = f(n)u*.

Aus (6.8) erhalten wir nun

Uy (ti—%) = (ti—%) —f (u* (ti—%
3z (ti) —xs (bic) 1
4

2 I () (t:) + 2% (ti-1))

—f (% (s (tiz1) + 24 (1)) — %hi (@ (t:) — =% (ti—1)) ati—%)

= ; (:c; (tiﬁ) +0 (hi)) - i (m; (ti,%) + O (h;) + =, (ti_%) +0 (hz’))

ve(t) = (t—ti1) U*(lt+%) (=t 1) (t B ti_%) (U* gti_%) N Uy (ti_%))
- 2% (1 — (t=tiiy) h%) o (tioy),

also
o (0] <21+ 1) [on (ti-y) | = O (h),
d.h.
L (1) <O (h™
tén[tg;;,]w(n_O( ).
so dafy

pm 2=y
Tn) —————— 0.

Definition 6.2 (stabil). Die Diskretisierung des Problems Fz = 0 mit der Losung z, durch die
Problemfolge F(,yu = 0, n € N, heifst stabil, falls es Konstanten S > 0, p > 0 gibt mit:

la—lly <S||Fmyi—Fmil, firale a,4 € B (Rmyz«, p) N X(n) (6.9)

Bemerkung. Fiir eine Losung z, von (6.1) mit M, regulér ist Fz, = 0 und F' (z.) ein Homdo-
morphismus (Satz 4.7).

Seien Z,z € B (x4, po) fiir ein py > 0 hinreichend klein. Dann ist

Fi-FF = /f’(sa?+(1—s)a?)ds-(s’c—§)
0
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Nach dem Banach-Lemma (Stoérungslemma) ist M stetig invertierbar und ||./'\/l_1 (:Z,;TG)H < S fiir
alle Z,% € B (x«,po), also

M (z,7)"" (Fz — FZ)
lz-2llx < So-llFz-Filly %, € B(zx,p0)-

8
|
Kl
Il

Sei die Diskretisierung stabil.

Sei x(n)« € X(n) eine Losung der Gleichung F(,)u = 0,
f(n).l'(n)* =0.

Sei zudem (). € B (R(n)Zx, p). Dann folgt aus (6.9)

x <S5 HT(")”Y

[ Bmy@s = @ ()

als Abschitzung fiir den globalen Fehler.
Treten beim Losung von F,yu = 0 Fehler der Grofe 4, auf,

Fn)T(n)x = O(n),

so erhalt man
[Bimy 2 = 2yl x < S |7m) = 0y -

Satz 6.3. Die RWA (6.1) habe eine Losung x., M, sei regulir.

Die durch (6.3) erzeugte Diskretisierung ist stabil. Die Gleichungen Fnyu = 0 besitzen bei hinrei-
chend feinen Zerlegungen () je genau eine Losung (). € B (R, p). Finy (Z(ny«) ist regulir.

Beweis. Fiir den Speziallfall von Anfangswertaufgaben fithre Exponentialabschitzungen durch wie
im Abschnitt 2.3.
Der Fall der Randwertaufgabe wird auf den Fall der Anfangswertaufgabe zuriickgefiihrt. O

6.1 Zusammenhang zu Runge-Kutta-Verfahren

Zur Berechnung des u € X(,,) mit F{,)u = 0 war die Losung des Gleichungssystems (6.6) notig:

U; — Uj—1 _ 1 2 1 .
T - 6f(u1*17t171)+§f (Arg7tz—%) +6f(ul7tl) Z_]-7"'7]\]'7
1 1 ’
Arg = 3 (wi—1 +u;) — ghi (f (us, ti) — f (wi—1,ti1)), (6.6)
r(ug,uny) = 0
Nun ist
1 1 1
Arg = w1+ 3 (u; —ui1) — ghz’f (us, t;) + ghz’f (uwi—1,ti-1)
66h L, fl.. 2 L U A
= Ui—1 + 2hz {6f(uz1>tz1) + 3f (Arg,ti_%) + Gf(“zatz) 8hzf (wi, t;) + Shzf (wi—1,ti 1)

5 1 1
= w1+ ﬂhif (wim1,ti—1) + ghif (Arg, ti_%) - ﬁhz’f (us, t;)
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Bezeichnen wir nun

i Fuio,tiq)

5 1 1
i f (Uz'l + oMl + 3hiliy — o7hi il3> =f (Arg, tw%)
z"3 = f (uiati)a

so erhalten wir aus (6.6’):

1 2 1
ul=u1—1+hz(6 ;1"’5 112+6 113>

Dies entspricht gerade dem Lobatto IIIA-Verfahren fiir s = 3 (p = 2s — 1, A-stabil, nicht L-stabil):

0 0 0 0
1z | Bfaa  1/3  —1/24
1 | Ye 2/3 s

| 6 2/3 /s

6.2 Praktische Verwendung von Kollokation

Um die Kollokationsverfahren anwenden zu kénnen, miissen wir das Gleichungssystem (6.6) 16sen.
Linearisiert man die Gleichungen, so erhélt man ein System dessen linke Seite die Form

—I+hFi1 I+hEFs O e 0
0
: ) - - 0 -
0 e 0 —I+hvaFnoan-1 I+hnvaFnoinN
7-,1 0 .. P Té
—I+ hiFpy I 0 0
0 (=T + hoFy) (I + hiFn)™" I
: - - 0
0 0 (—I+hy1Fx_1n1)(-)" I
r 0 ()t
I
(I + hyF12)
0

hat. Fiir diese nichlinearen Gleichungen in RV+ED™ it zyklischer Struktur, N grof, ist ein nu-
merisch stabiler linearer Loser zu verwenden!

Sommersemester 2004 Numerik gewdhnlicher Differentialgleichungen



90 6.2. PRAKTISCHE VERWENDUNG VON KOLLOKATION
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