1 Das lineare Optimierungsproblem in Gleichungsform
Uberfiihrung des LOP’s

n .
Zj:l a;,;T; < bi,l = 1, -

n ~ .
jzlai,ja:j :bz’,lz ].,...,S

n
min Z CiZT
Jj=1
in ein LOP in Gleichungsform:
Einfithrung von Schlupfvariablen x,4; := b; — 2?21 a;jrj,1=1,...,m >0, cpy; = 0 fiihrt zu einem
dquivalenten LOP:

n+m n .
. Ejzla,-,jxj+xn+,-:b,~,z:1,...,m .
min Cik;j n - = Tnyi >0,i=1,...,m
¥ et pi=bi=1 + ’ 3 )
- dje1 Gijry =bii=1,...,s
Jj=1
ay:x;"—mj_ mit a:j,arj_ZOfﬁrjzl,...,n fiihrt zum &quivalenten LOP:
n+m n _ . _ i
: + - Ej:lai,jw;__ai,jxj +Zpyi=bii=1,...,m mj,:cj >0,5=1,...n
min E CjT; — €T, n o + n o o~ —=b.i=1 .>0.1=1
ot e GGl + 300 Gy =bii=1,..., Tnti >0,i=1,....,m

Dies 148t sich nun durch Variablenumbenennungen auch in der Form min {(d, z)| Az = b,z > 0} schrei-
ben.

Wir betrachten im folgenden das LOP:
min {{c, z)| Az = b,z > 0}

mit A € R™*™ und ¢,z € R™. Sei aukerdem rg (A) = n und b > 0. Diese Bedingungen lassen sich
durch geeignete Umformungen immer erfiillen. Wegen rg (4) = n ergibt sich zudem m > n.

Existenzsatz: Sei die Restriktionsmenge M := {z € R"| Az = b,z > 0} nichtleer und beschrankt.
Dann nimmt die Zielfunktion f (z) = (¢, z) ihr Minimum auf einer Ecke von M an.

Beweis:
Da M kompakt ist, nimmt die stetige Funktion f auf M ihr Minimum in einem Punkt & € M an.
Da M ein beschrinkter Polyeder ist, 1iRt sich # als Linearkombination der Ecken z!,...,z" von M

darstellen: =37 ; Az mit \; >0,i=1,...,rund }|_ Ny =1.

Jj=1,...,r

= (&) = (i) = izzl)\,- (c,2%) > ;A" j:rrii.r.l”r (c,z7) = min (c,27)
Also ist mingen f (z) = minj—,. , (c,27), d.h.
Jio € {L,o..r} min [ (&) = F (=)
q.e.d.

Def. Basispunkt: Sei A = (a',...,a™). £ € R™ heifit Basispunkt, falls Indizes j; € {1,...,m},i =
1,...,n existieren, so daR B = (a’*,...,a’) reguldr ist, Az = i zjal =Y zjal =b
gilt und 2, =0Vk € {1,...,m} \ {j1,...,Jn} ist.

Bezeichnung: Jg (z) = {j1,...,jn}, JN () ={1,...,m}\ Jg (z).
Die zj; heifien Basisvariablen, die z, k € Jn (z) heifien Nichtbasisvariablen.



Satz: x € R™ ist genau dann eine Ecke von M, wenn x ein Basispunkt von M ist.

Beweis:
(=) Sei 2° € R™ eine Ecke von M. Dann existieren i1, ...,i,. € {1,...,m}, r < m, so daR fiir

N:={z e R™" Az =b,2; =0,j € {i1,...,ir},2; >0, € {1,...,m}\ {i1,...,ir}}
gilt: 2° € N und dimN = 0, also N = {2°} und 2 > 0 fiir mindestens ein j € J(z) :=
{1, s dmert i ={1,...om}I\ {i1,.. ., ir}.
Annahme: |J(z)]=m—r>n
Sei A := (a%t,...,alm-r) € R™~"*" Dann folgt aus rg (4) = n, da rg (A) < n.
Also hat die Losung des Gleichungssys. A% = b die Dimension (m-r)— rgA>n—-rgA>n—n=0.
T . T
Wegen (;t:o .,z ) >0,2°#0und A (:1:0 o ) = b existiert dann ein ! € R™ " :

jl’.. P Im—r jl’.' j'm—'r
isl _ ~1 ~1 4 ~0
Az =b, T >0,% #£7%°.

Fiir 2! mit 2} = #} Vk € J (2) und z}, = OVk € {i1,...,i,} ist dann aber Az' = b und damit z' € N.
Dies ist ein Widerspruch zu dim N = 0.

Also ist |J (z)| < n. Dann 18t sich J (x) so zu einer Menge
JB (.'L') = {jl; e ,]n}

erginzen, so daf die Matrix B := (a’!,...,a’") regulér ist und es gilt B- (z )T = b, also ist

20 ein Basispunkt von M.

0 0
G T

(<) Sei nun z° € R™ Basispunkt von M mit Jg (2°) = {j1,...,jn}, B:= (a’,...,a’") regulir und
7 =0 Vk € Jn (2°).

Dann ist
{r e R™"| Az =b;zj, >0,i=1,...,n; 2, =0,k € Ix (z)} =
{:c € R™ B =b; &= (2j,,...,2;,) ;er =0,k € In(z)} = {a°}
Also ist
dim{z € R"| Az =b;z; >0,j € Jg(z); 2, =0,k € Jn ()} =0,
d.h. 20 ist eine Ecke von M. q.e.d.

Def.: Eine Ecke z von M heifit entartet, falls [{j|z; > 0}| < n.

Bezeichnung: Sei T Basispunkt von M mit Jg (Z) = {j1,...,Jn} und Jn () = {jnt1,--->Jm} -
Fiir x € R™ sei
n T m—n
rB = (.’L‘jl,...,.'Ejn)T €ER , TN = (l‘jn+1,...,.'L'jm) €ER
Fir A € R™*" gei

Ap = (a’',...,a'") € R™", Ay = (a’*,...,d') € R(m—mn)xn

Dann 14£t sich das LOP in folgender Form schreiben:

min{(cB,.z‘B) =+ (CN,.'L'N)|ABIL'B +AyzNy = bxp > 0,zny > 0}



Wegen Ap regulér, ist

rp = A 1 (b AN.Z'N)
<CB,.'L'B) = <CB b AN:CN)> = <CB,AEIb> + <CB, —A]_BlAN:cN>
= < 1AN CB;mN> + <CB7A1_31b>

Damit hat das LOP die Form:
: -1 T -1 -1
m1n{<cN — (A5'An) cB,;cN> +(cB,Ag b>| Ag' (b— AnzN) > 0,28 > 0.} (%)
Fiir 7 ist: Ty = 0 und Tp = A5'b > 0.

Lemma: Sei # € R" Basispunkt von M. Wenn ein k € Jy (Z) mit <cN - (A]_BIAN)T B, e’“> < 0 und

(Ag'An) ek < 0 existiert, so ist die Zielfunktion nach unten unbeschréinkt, das LOP also nicht
losbar.

Beweis:
Sei z = ref, r > 0. Dann ist

At (b— Anzn) = Ag'b—r (A5' Ane*) >0 Vr >0,
also liegt der zu xn gehorige Punkt  in M Vr > 0. Fiir die Zielfunktion gilt dann
<cN - (AEIAN)TCB,T . ek> =r <cN - (AglAN)TcB,ek> < 0.

Wegen r > 0 beliebig ist die Zielfunktion dann nach unten unbeschrénkt. q.e.d.

Lemma: Das LOP sei losbar, T ein Basispunkt von M und das LOP auf die Form (x) reduziert.
Gilt ey — (45" A N)T cp > 0, s0 ist Ty eine Losung von () und T eine Losung des urspriinlichen

LOP’s.
Beweis:
Fiir alle zx > 0 ist <cN - (AEIAN)T cB,mN> > 0. Also ist Ty = 0 eine Losung von (x).
Dies ergibt dann, dafs Z eine Losung des urspriinglichen LOP’s ist. q.e.d.

2 Das Simplex-Verfahren

Sei das LOP min {{c,z)| Az = b,z > 0} mit rg(A) = n und b > 0 gegeben und lésbar. Sei T ein
zulassiger Basispunkt, aber kein optimaler Punkt.

Aus dem Lemma folgt dann, daf ein k € Jy (T) existiert, so daf:

(en — (45'4n)"es) <0

Wir definieren eine Richtung d € R™ durch
EB = —Al_glANek, EN = ek

und eine Schrittweite f := max {¢t > 0|z +td € M }.



Lemma (Austausch von Basisvariablen): Z + #d ist eine Ecke von M,
_ [450];,
t = min — Jk’

[AB Ane ]ji

Ts (T +1td) = (J5 (@) \ {jio}) U {k},

In (T +td) = (T (@) \ {k}) U {5io }

[AEIANe’“]ji >0,i= ln} ,

wobei ig € {1,...,n} ein Index ist, an dem das Minimum bei der Bestimmung von # angenommen
wird.

Beweis:
Da das LOP losbar ist, existiert nach dem Lemma zur Losbarkeit des LOP’s mindestens ein j;, so daft
[AglANek]j. > 0, also existiert . Sei

z(t):=7T +td.
Dann ist zu zeigen:
z(t)eM = 0<t<Ht.
Es ist Ad= —ApAg'AyeF + Aye* = 0 und damit A (T + td) = AT = bVt > 0.
zn(t) = Tn+tdvn=0+teF >0 V>0
B (t) = Ip+ tEB = Aglb +1 (—AEIANek)

Aus z (t) € M folgt z;, (t) >0,i=1,...,n.
Im Falle (A;lANek)j, < 0 ist dann zj, (t) > 0Vt > 0.

Al
Im Falle (AglANek)ji > 0ist zj; (t) = [Ag,lb —t (AglANek)]ji >0 e ﬁ >t
Also ist 1
. [Aglb]]l -1 k . —
ZUB(t)ZO < 0<{¢{<min m [ABANe]ji>0,z:1,...,n =1,

zy () >0 & 0<¢t.

Wegen z; () = [te*], = 0Vi € Jx (%) \ {k} und 2 (f) = # > 0 muf der Index k von Jy (F) nach
Jg (T + td) wechseln.
1 [AElAN]j- 1 k .
= [AB b]‘ -0 [AB Apne ] = 0, kann j;,
0

Jig - [AEIANe’“]ji Ji
0

Wegen z;, (f) = [A5'D —f(AElANe’“)]jio

von Jp (Z) nach Jy (T + td) wechseln.

Bleibt zu zeigen: T + d ist eine Ecke.

Da t sein Minimum am Index ig annimmt, ist 0 < [AEIANek]jiO = [Aglak]jio.

Fiir das z € R™ mit Apz = a¥ gilt also z;, > 0, also 1aRt sich a* nicht als Linearkombination der
{a?,...,a/"} \ {a%ic} darstellen. Also ist die Matrix (a’*,...,a%0-1,a¥, afio+1, ... a") regulir und
T + td eine Basisvariable von M. q.e.d.

Algorithmus:
(i) Bestimme eine Ecke 2° von M, [ := 0

(ii) Berechne Jg (z') , Jy (2') . Wenn ¢y — (AEIAN)TCB > 0, dann ist 2! Losung des LOP.
(iii) Wahle k € Jy (') mit (cN - (AJ_BIAN)TCB)k < 0.Bestimmed, %, Jp (2! +1d) , Jy (2! +#d) .
(iv) 2!t := 2! +1d, I := 1 + 1, weiter bei (ii).



Satz: Seien alle Ecken nicht entartet. Dann bricht das Simplex-Verfahren nach einer endlichen Anzahl
1, von Schritten ab, z'* ist Losung des LOP’s und (¢, ') < (¢,2!) VI=0,...,l, — 1.

Beweis:
Nach dem Lemma sind alle ' Ecken. Da a' nichtentartet ist, ist 2 = [Aj b] > 0Vj € Jp (zf).

Daraus folgt > 0.

(c,a™) = (e,a!

>+ B,dB>+t<cN,dN>
= (ea')+
)+i

>+t<CB,—A ANe >

(
(en
<cN— A AN) cB,ek>

t
t

= <c, z!

< <c, xl>

Da die Werte der Zielfunktion also streng monoton fallend sind, kann keine Ecke mehrfach auftreten.
Da die Anzahl der Ecken von M aufserdem endlich ist, bricht das Verfahren nach einer endlichen Zahl
von Schritten ab. q.e.d.

Satz: Wenn das (LOP)" : min{Y /" u,|Az +u =05,z >0, u > 0} eine Losung grofer 0 besitzt,
so besitzt das urspriingliche LOP min {{c, z)| Ax = b, © > 0} keinen zuldssigen Basispunkt, also
auch keinen optimalen Punkt.

Beweis:

Annahme: Die Losung von (LOP)* ist grofer 0 und es existiert ein zuléissiger Basispunkt z° von LOP.
Dann ist (2°,4) mit 4 = 0 optimal fiir (LOP)* und dies ein Widerspruch zur Vorraussetzung, daf
das (LOP)" eine Losung grofer 0 besitzt. q.e.d.

Folgerung: Dieser Satz liefert uns ein Kriterium fiir die Existenz eines Basispunktes fiir das LOP,
denn fiir (LOP)* ist (z,u) = (0,b) ein Basispunkt und die Losung von (LOP)" liefert uns dann
einen Basispunkt von LOP oder die Aussage, dafs ein solcher Punkt nicht existiert.

Am folgenden Schema l4fst sich der Algorithmus auch per Hand praktisch durchfiihren:

Basisvariablen | Nichtbasisvariablen
0 CN
cg | BV I, Ag'AN AG'b
0 CN — (AglAN)l CB

3 Die Entartung

Sei das LOP: min {{c, z)| Az = b, x > 0} gegeben, habe A maximalen Rang n und sei b > 0.

Seie € R™,e > 0 und
(LOP)_ : min{{c,z)| AZ = b+ Ae,2 > 0}.

Fiir einen Basispunkt # von LOP gilt 75 = A3z'b, Ty = 0. Dann ist Z mit
Tp=Ag'b+ep+ Ag' Anen, ZFn =0

ein Basispunkt von (LOP), .

Fiir £ > 0 mit AZ = b + Ae gilt dann: Agig + AnZny = b+ Apep + Anen, also

ip = Ag'b+ep — AgtAnen — Azt Anin



und fiir die Zielfunktion ergibt sich:
~ ~ ~ _ T ~ _ —
(¢, %) = {cB,¥B) + (cN,EN) = <CN - (A5'An) CB,$N> +{cp,Ag'b+ep — Ag'Anen)
Also 1afst sich (LOP), in der Form
. -1 T ~ -1 -1 - ~
min { <CN — (AB AN) cB,:cN> + <CB,AB (b — ANEN) +EB>‘ AB (b — Anen — ANJIN) +ep>0,Zn > 0}

schreiben. Damit hat das Schema fiir den Simplex-Algorithmus zur Berechnung vom (LOP)_ folgende
Form, in der sich nur die letzte Spalte von dem Schema fiir LOP unterscheidet:

Basisvariablen | Nichtbasisvariablen
0 CN
¢cg | BV I, AEIAN Agl (b+ Anen + Apeg)
-1 T
0 CN — (AB AN) CB

Lemma: Es existiert ein € > 0, so daff V0 < € <& (LOP)_ keine Entartung besitzt.

Beweis:

Falls die Ecke Z in LOP entartet ist, dann &ufert sich dies gerade darin, dak (Az'b), = 0 fiir ein
i € Jp (T) ist.

Es existiert nun ein £ > 0, so daf VO <e < &: Agl (b+ Anen + Agep) > 0, d.h. in (LOP), ist die
zu T gehorige Ecke nicht entartet.

Sei Rz := {x € R™|x ist Basispunkt von (LOP).} = {&;,...,%;}. Dann existiert zu jedem & ein
€k > 0, s0 daR V0 < ey < & die zu &y in (LOP)_ gehérige Ecke keine Entartung besitzt.

Sei € := min {£1,...,€x} > 0. Dann besitzen die (LOP)_ keine Entartung Y0 < € < € und das Problem

ist mit dem in 2. angegebenen Algorithmus l6sbar, falls LOP losbar war. q.e.d.

Satz: Wenn #° ein optimaler Basispunkt von (LOP)_ ist, so ist 2° = lim._,o Z2 ein optimaler Basis-
punkt von LOP.

Beweis:
Vi€ Jp (jg) : li_rf(l) (5732)1 = li_r% [AE;I (b+ Anen + ABEB)L. = [Aglb]l. , ;i'gN =0

0

2° := lim z,.

e—0

Bleibt zu zeigen: z° ist optimal fiir LOP.
Da #° fiir (LOP)_ ein optimaler Basispunkt ist, gilt VZ. aus der Restriktionsmenge von (LOP)_ :
(¢, &) — (¢, 82) > 0, d.h.

<CN — (AEIAN)TCB,E'EN> > 0.
Sei k € Jy (22), zn (t) = teF und zp (t) =30, — Az' Anzy (t). Dann ist
i (t) = &, —t [A5" Ane*], Vi e Jp (&).

DaVO<e<Eé: ;?:OB > 0, existiert ein tg, so dak Vi < o : x (t) liegt im Restriktionsbereich von

£

(LOP), und damit ergibt sich:
<CN - (AEIAN)T CB,TN (t)> = (CN - (AEIAN)TCB)k “t>0.

Da k € Jy (t) beliebig ist, folgt damit cy — (ABIAN)T cg > 0, also ist nach dem letzten Lemma aus
1. 20 ein optimaler Punkt fiir das LOP. q-e.d.



Satz: Sei das LOP 1ésbar, dann hat (LOP), einen optimalen Punkt z?2, fiir den 2° = lim._,q 22 ein
optimaler Punkt fiir LOP ist.

Beweis:

Annahme: Das (LOP),_ ist unlosbar. Dann ist die Zielfunktion auf dem Restriktionsbereich M, von
(LOP)_ nach unten unbeschrénkt, es existiert also eine Ecke Z. von M., so dal mindestens eine von
ihr ausgehende Kante eine Halbgerade darstellt, auf der die Zielfunktion unbeschriankt abnimmt.

Da (LOP)_ nicht entartet ist, gilt zudem

Tep = Aglb-i-EB + ABIANEN >0,z =0.

Seizey = t-ef, z., = Ag'b+ep + Ag'Anen —t - Ag'Aner = T, —t- A5' Ane® (t > 0) die
Halbgerade in M., auf der die Zielfunktion unbeschrénkt abnimmt. Wegen Z.,, > 0 ist

AE;lANCk S 0 (*)7

denn sonst wire die Bedingung z., > 0 fiir . € M, nicht erfiillt.

Fiir die Zielfunktion ergibt sich
(c,ze) = <cN - (ABIAN)TCB,ZL“EN> +{c,x.) = (¢,T.) + (cN - (AEIAN)TCB)k
und da die Zielfunktion auf der Kante unbeschrinkt abnimmt, ist
(cN - (AEIAN)TCB)k <0 (xx).

Der Punkt T = lim._,q Z. ist ein zuléssiger Basispunkt fiir LOP mit Tp = Agl b.
Aus der Existenz eines k mit den Eigenschaften (%) und (xx) folgt nun nach dem Lemma aus 1., daf§
das LOP nicht 16sbar ist. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Damit existiert ein optimaler Punkt 22 fiir (LOP)_ und es ist 2° := lim._,g 22 ein optimaler Punkt
fir das LOP. q.e.d.

Folgerung 1: Wenn das LOP keinen optimalen Punkt besitzt, dann hat (LOP)_ auch diese Ei-
genschaft und es existiert ein zuldssiger Basispunkt Z. mit den Eigenschaften 3k € Jy (Z¢) :

(cN — (ABIAN)TCB)k < 0 und (ABIAN) e* < 0. Der Punkt T := lim, T, ist ein zulfissiger
Basispunkt fiir LOP mit denselben Eigenschaften, die auch Z. besitzt.

Folgerung 2: Der Restriktionsbereich des (LOP), ist ein (m — n)-dimensionales Polyeder mit der
Eigenschaft, das von jeder seiner Ecken genau m — n Kanten ausgehen. Wenn Z. eine Ecke

des Polyeder ist, dann wird fiir jedes k € Jn (Z.) durch die Relationen z., = t-e*, z., =
T.—t- ABIA ~neF eine von der Ecke T, ausgehende Kante des Polyeders beschrieben.

Satz: Ein Basispunkt Z des LOP ist genau dann entartet, wenn sich kein (m — n)-dimensionales
Simplex

K() =Sz €eR™ Z migs,xNZO,wB:Aglb—AEIANwN ,EER >0
i€JN(T)

im Restriktionsbereich M des LOP’s einbeschreiben 14£t.

Beweis:
(=) Sei T entartet, sei also Z;, = 0 fiir ein ig € Jp (T) und sei k so gewihlt, daf [AglANekL.o > 0.

Lpyp_p = {.’L’ (S lemN €ER™ " xp= Aglb — AEIANQSN}



ein linearer Unterraum des R™. Dann 14t sich M in L,,_,, beschreiben als

M={z€Ly_n|Ag'b— Ay Ayzy > 0,2y >0} .

Es ist zu zeigen: Ve > 0: K () € M.
Sei € > 0 beliebig und z € R™ mit 2y = t-eF, t € (0,¢) und 25 = Aglb - AEIAN.’EN. Dann ist
x € K () und es ist

2 = [45'8],, - [(A51An) -teH], = =t - [A5'dne?]
also ist g 2 0 und damit x ¢ M.

(<) Vor:Ve>0: K(e) ¢ M

Beh.: 3k € Jy (T): Ve > 0,2 € R™ mit oy =t-e¥, 25 = Aglb— A]_BIAN:L’N,t € (0,e): z ¢ M.
Annahme:

IE>0:VL €N @) : 2k =1, - €, 1, €(0,8), o4 = Ag' (b—Analy) : e M

<0,

ig

Aus der Konvexitit von M folgt dann, daf das abgeschlossene Simplex mit den Ecken zlo := 7,
g, ..., z'm-= in M liegt. Fiir die Punkte z in diesem Simplex gilt:
TN = Z )\li.fL'li = )\IOEN + Z )\litMliei
=0 =1
mit 0 < Ay, Z:’;E” Ai; = 1. Dies ergibt, daf der Punkt = genau dann im Simplex enthalten ist, wenn
er den Ungleichungen

xl" = )\li 't~1. Z 0

i

pDEAR) PSS YRP
= b i=1
geniigt.
Sei €1 := max;—1, . m nt;, dann ist
mon I mon 1
<) —<1,
— &1 — 1,
=1 i=1 ¢

also ist K (g1) in dem Simplex erhalten, welches selbst in M enthalten ist, also ist K (¢;) C M und
dies ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Damit existiert ein k € Jy (T), so daf
Ve>0,z€ K (¢),zny =t-e*,t € (0,¢),25 = A5' (b— AnzN): o & M.
Wegen x > 0 ist dann also 25 < 0, d.h.
Jig € Jp () : [A5'b— A5'Anan]. <O.

i0
Dies fiihrt zu
0 < [A5'Y] L <t [A5' Ane"] i V€ (0s¢).

i

Daraus ergibt sich nun [A5'b]. =0 und [A5'Aye”] i, > 0, also ist T entartet. q.e.d.

ig
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