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Kapitel 1EinleitungGegenstand: Optimierungsprobleme mit sto
hastis
hen Parametern, unter besonderer Berü
k-si
htigung dynamis
her ModelleHistorie: �1950, Dantzig, Wets, Birge, Ro
kafellar, ...; Kall, Ziemba, Prekopa, Dupa£ova, ...1.1 Mathematis
hes ModellGegeben ist ein sto
hastis
her (Daten-)Prozeÿ� := f�tgTt=1über (
;F ;P). Dabei ist �1 determiniert mit bekannter Wahrs
heinli
hkeitsverteilung.Gesu
ht ist ein sto
hastis
her (Ents
heidungs-)Prozeÿx := fxtgTt=1über (
;F ;P). Dabei ist x1 determiniert und xt ni
ht antizipativ, d.h. xt hängt nur von �1; : : : ; �tab, bzw. xt ist Ft-meÿbar, wobei Ft := � f�1; : : : ; �tg :Dann ist f;;
g = F1 � : : : � Ft�1 � Ft � : : : � FT = FMinimiere E [f (x; �) = f (x1; : : : ; xT ; �1; : : : ; �T )℄bzgl. xt 2 Xt; gt (x1; : : : ; xt; �t) � 0 (P-fast-überall) ; xt ist Ft-meÿbar.Oder eine allgemeinere Zielfunktion F [f (x; �)℄, wobei F ein Risiko-Funktional auf einem linearenRaum von reellen Zufallsvariablen ist.Eine spezielle Form ist f (x; �) = TXt=1 ft (xt; �t) ;speziell wenn ft (�; �t) konvex ist. Im linearen Fall istf (x; �) = TXt=1 h
t (�t) ; xtigt (x1; : : : ; xt; �t) = Att (�t)xt + t�1X�=1At� (�� )x� � bt (�t)5



6 1.2. ANWENDUNGSBEISPIELE1.2 AnwendungsbeispieleBeispiel 1.1 (Blumen-Junge).� at Preis für den Kauf einer Lilie am Tag t, 
t > at Verkaufspreis� dt = �t zufälliger Bedarf an Lilien am Tag t� xt Anzahl der gekauften Lilien am Tag t� zt Anzahl der verni
hteten Lilien am Tag t, st�1 Anzahl der vom Vortag übrigen LilienZiel: Gewinnmaximierung:max8>>>><>>>>: (
1 � a1) (x1 � s1)+E " TXt=2 (
t � at) (xt + st�1 � st)� 
tzt# ���������� xt � 0; zt � 0; st � 0; t = 1; : : : ; Tzt � st�1 � dt; t = 2; : : : ; Tst + zt � xt + st�1 � dt; t = 2; : : : ; T(xt; zt; st) Ft-meÿbar t = 1; : : : ; Ts0 = 0; z1 = 0 9>>>>=>>>>;Beispiel 1.2 (sto
hastis
hes Strom-Management).� I Menge von Erzeugereinheiten und Verträge� T Anzahl von Zeitperioden� f�tgTt=1 Prozeÿ bestehend aus sto
hastis
her Last/Preise/Zu�üsse� Si (�) Restriktionsmenge für Einheit i� pi;t Ents
heidung für i und t� ri (�t; pi;t) Gewinn der Ents
heidung pi;t in der Einheit i in t� C (�) Glei
hgewi
htsrestriktionen, Lastde
kung, Reservemax(E "Xi2I TXt=1 ri (�t; pi;t)# ���� pi 2 Si (�)p 2 C (�) )Beispiel 1.3 (OD-Optimierung von Airlines).� I origins i, J destinations j� L � I � J legs l (Flug von i na
h j)� l 2 L, kl 2 N Bu
hungsklassen� xi;j;k Bu
hungsgrenze (maximale Anzahl der Sitze in Klasse k von i na
h j)� 
l Kapazität von leg l von i na
h jxi;j;k � 0; klXk=1 xi;j;k � 
l; l = l (i; j)� fi;j;k Bu
hungspreise für Klasse k von i na
h j� di;j;k Passagieraufkommen für Klasse k von i na
h jmax8<:E 24Xi;j;k fi;j;kxi;j;k35 �����0 � xi;j;k � di;j;k; klXk=1 xi;j;k � 
l9=;Ziel: dynamis
he Modelle, Bu
hungssteuerung, dynamis
he Preise fi;j;k;t, Grenzen xi;j;k;t, Passa-gieraufkommen di;j;k;tSto
hastis
he Optimierung Wintersemester 2002/2003



Kapitel 2Optimalität, Dualität und Stabilität
2.1 MeÿbarkeitZiel. Theorie meÿbarer mengenwertiger Abbildungen und normaler Integranden.(
;F) bezei
hne einen meÿbaren Raum, man
hmal au
h (
;F ;P) mit dem Wahrs
heinli
hkeits-maÿ P. B (Rm ) sei die Borel-�-Algebra. SeiB (x; r) := fy 2 Rm jky � xk � r gdie abges
hlossene Kugel um x 2 Rm mit Radius r (bzgl. einer Norm k�k) und bezei
hneB := B (0; 1) = fy 2 Rm jkyk � 1gdie abges
hlossene Einheitskugel im Rm . De�niere den Abstand eines Punktes x 2 Rm zu einerMenge ; 6= B � Rm mittels d (x;B) := infy2B kx� ykund d (x; ;) := +1. Dann gilt jd (x;B)� d (~x;B)j � kx� ~xk für alle x; ~x 2 Rm und ; 6= B � Rm .Für eine mengenwertige Abbildung � : 
� Rm von 
 in den Rm , d.h. � (!) � Rm , ! 2 
, sei��1 (x) := f! 2 
 jx 2 � (!)g ; x 2 Rm ;��1 (B) := [x2B ��1 (x) ; B � Rm :Dann ist ��1 (B) = f! 2 
 j� (!) \ B 6= ;g :Sei weiterhin dom� := ��1 (Rm ) = f! 2 
 j� (!) 6= ;gund gph� := f(!; x) 2 
� Rm jx 2 � (!)g :Satz 2.1. Es sei � : 
� Rm abges
hlossen-wertig. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:1. � ist meÿbar, d.h. ��1 (O) 2 F für alle O � Rm o�en.2. ��1 (D) 2 F für alle D � Rm abges
hlossen.7



8 2.1. MEßBARKEIT3. Die Funktion d (x;� (�)) : 
! �R ist meÿbar für alle x 2 Rm .4. dom� 2 F und es existiert eine abzählbare Familie fxngn2N meÿbarer Abbildungen von dom�in Rm , so daÿ (Castaing-Selektion)� (!) = 
` fxn (!) jn 2 N g 8! 2 dom�:Beweis. 1.)2. Sei D � Rm , D 6= ;, abges
hlossen. Dann de�niere die o�enen MengenDn := �x 2 Rm ����d (x;D) < 1n � 8n 2 N:O�ensi
htli
h ist D � Dn, n 2 N, und D = Tn2NDn. Na
h Voraussetzung ist ��1 (Dn) 2 F ,also folgt ��1 (D) = \n2N��1 (Dn) 2 F :2.)1. Sei O � Rm , O 6= ;, o�en. Dann läÿt si
hO als abzählbare VereinigungO = Sn2N B (xn; "n)darstellen. Wegen ��1 (B (xn; "n)) 2 F folgt dann��1 (O) = [n2N��1 (B (xn; "n)) 2 F :2.,3. [RW98, Theorem 14.3℄ Für x 2 Rm und � 2 [0;+1℄ ist d (x;� (!)) � �, gdw. � (!) \B (x; �) 6= ;. Also ist f! 2 
 jd (x;� (!)) � �g = ��1 (B (x; �)) :2.)3. Da B (x; �) abges
hlossen ist, gilt ��1 (B (x; �)) 2 F , also f! 2 
 jd (x;� (!)) � �g 2F , d.h. d (x;� (�)) ist meÿbar.3.)2. Sei D � Rn abges
hlossen. Dann existieren xn 2 D, "n 2 R+ , n 2 N, so daÿD = Sn2N B (xn; "n). Also ist��1 (D) = [n2N��1 (B (xn; "n)) = [n2N f! 2 
 jd (xn;� (!)) � "n g 2 F :4.)1. Sei O � Rm o�en. Dann ist��1 (O) = [n2Nf! 2 dom� jxn (!) 2 Og =  [n2Nx�1n (O)! \ dom� 2 F ;da die xn, n 2 N, meÿbar sind.1.)4. [RW98, Theorem 14.5℄Satz 2.2. Sei � : 
� Rm abges
hlossen-wertig und stetig. Ist � meÿbar, so giltgph� 2 F 
 B (Rm ) := � fA�B jA 2 F ; B 2 B (Rm )g :Die Umkehrung gilt, falls f
;F ;Pg vollständig1 ist.Beweis. (() Sei O � Rm o�en. Dann ist G := gph� \ f
�Og 2 F 
 B (Rm ) und es ist��1 (O) = f! 2 
 j9x 2 Rm mit (!; x) 2 Gg = Pr
 (G) :Wegen der Vollständigkeit von (
;F ;P) folgt Pr
 (G) 2 F (Debreu '67, Sainte-Beuve '74).1f
;F ;Pg heiÿt vollständig, falls für A 2 F mit P(A) = 0 gilt: ~A � A) ~A 2 F .Sto
hastis
he Optimierung Wintersemester 2002/2003



KAPITEL 2. OPTIMALITÄT, DUALITÄT UND STABILITÄT 9()) Sei � meÿbar. Es gilt (!; x) 2 gph� , ! 2 
 und x 2 � (!) , ! 2 
 und 8� 2 Q+9a 2 Qmmit x 2 B (a; �) und � (!) \ B (a; �) 6= ;. Dann istgph� = \�2Q+ [a2Qm ��1 (B (a; �))| {z }2F;wg. Satz 2.1� B (a; �)| {z }2B(Rm) 2 F 
 B (Rm )Satz 2.3. Es seien �j : 
 � Rm , j 2 J , abges
hlossen-wertig und meÿbar, J sei hö
hstensabzählbar. Dann sind die mengenwertigen Abbildungen! 7! [j2J �j (!) ; ! 7! \j2J �j (!)meÿbar.Beweis. Sei � (!) := [j2J �j (!) 8! 2 
;und D � Rm abges
hlossen. Dann ist��1 (D) = f! 2 
 j� (!) \D 6= ;g = [j2J ��1j (D)| {z }2F 2 F :Sei nun � (!) := \j2J �j (!) 8! 2 
:Wir beweisen die Meÿbarkeit für den Fall, daÿ (
;F ;P) vollständig ist (ansonsten siehe [RW98,Theorem 14.11℄). Es istgph� =8<:(!; x) 2 
� Rm ������x 2 � (!) = \j2J �j (!)9=; = \j2J gph�j 2 F 
 B (Rm )und gph�j 2 F 
 B (Rm ) na
h Satz 2.2. Mit Satz 2.2 folgt, daÿ � meÿbar ist.Wir vereinbaren �R := R [ f+1;�1g :De�nition (normaler Integrand). Eine Funktion f : 
� Rm ! �R heiÿt normaler Integrand ,falls die mengenwertige Abbildung Ef : 
� Rm � R! 7! Ef (!) := epif (!; �) := f(x; �) 2 Rm � R jf (!; x) � �gabges
hlossen-wertig und meÿbar ist.Satz 2.4. Es sei f : 
� Rm ! �R ein normaler Integrand. Dann gilt1. f (!; �) : Rm ! �R ist unterhalbstetig für alle ! 2 
, d.h. lim infx!�x f (!; x) � f (!; �x) 8�x 2 Rm .2. Ist x : 
! Rm meÿbar, so ist f (�; x (�)) : 
! �R meÿbar.f (�; x) : 
! �R ist meÿbar für alle x 2 Rm .3. f ist F 
 B (Rm )-meÿbar.Ist (
;F ;P) vollständig, f F 
 B (Rm )-meÿbar und f (!; �) unterhalbstetig, so ist f ein normalerIntegrand.Wintersemester 2002/2003 Sto
hastis
he Optimierung



10 2.1. MEßBARKEITBeweis. 1. Sei �x 2 Rm , �� := lim infx!�x f (!; x) und fxngn2N � Rm mit xn ! �x und f (!; xn)! ��.Wegen (xn; f (!; xn)) 2 Ef (!) folgt aus der Abges
hlossenheit von Ef (!), daÿ (�x; ��) =limn!1 (xn; f (!; xn)) 2 Ef (!), also f (!; �x) � ��.2. Sei x : 
! Rm meÿbar und R� : 
� Rm � R,R� (!) := fx (!)g � (�1; �℄ 8! 2 
; � 2 R:Dann gilt für beliebige � 2 R:f! 2 
 jf (!; x (!)) � �g = f! 2 
 jEf (!) \ R� (!) 6= ;g = dom (Ef (�) \ R� (�)) 2 F ;falls Ef (�) \ R� (�) meÿbar ist. Dies gilt, da Ef und R� meÿbar sind und wegen Satz 2.3.Sei x (!) � x 2 Rm . Dann ist f (�; x) meÿbar.3. Sei � : 
! �R meÿbar und wir betra
hten L : 
� Rm .L (!) := fx 2 Rm jf (!; x) � � (!)g ; 8! 2 
Dann ist L abges
hlossen-wertig.Wir zeigen: L ist meÿbar.Sei D � Rm abges
hlossen und wir betra
hten R : 
� Rm � R,R (!) := D � (�1; � (!)℄ :R ist meÿbar und daher giltL�1 (D) = f! 2 
 jL (!) \D 6= ;g= f! 2 
 jEf (!) \ R (!) 6= ;g= dom (Ef (�) \ R (�)) 2 F ;d.h. L ist meÿbar (Satz 2.1). Für � (!) � � 2 R gilt na
h Satz 2.2 speziell:f(!; x) 2 
� Rm jf (!; x) � �g = gphL 2 F 
 B (Rm ) :Dann ist f F 
 B (Rm )-meÿbar.Der Rest folgt analog zu Satz 2.2.Beispiel 2.5. Es sei � : 
� Rm abges
hlossen-wertig und meÿbar.Wir betra
hten die Indikator-Funktion Æ� : 
� Rm ! �R,Æ� (!; x) := (0; x 2 � (!)1; x 62 � (!) :Æ� (!; �) ist unterhalbstetig.Æ� ist ein normaler Integrand gdw. � abges
hlossenwertig und meÿbar ist. epiÆ� (!; �) = f(x; �) 2 Rm � R jÆ� (!; x) � �g = (;; ! 62 dom�� (!)� [0;1) ; ! 2 dom�!Wir betra
hten die Optimierungsaufgabe:min ff0 (!; x) jx 2 � (!)gÄquivalent dazu ist min ff0 (!; x) + Æ� (!; x) jx 2 Rm gFalls f0 : 
� Rm ! �R ein normaler Integrand ist, so ist au
h f0 + Æ� ein normaler Integrand.Sto
hastis
he Optimierung Wintersemester 2002/2003



KAPITEL 2. OPTIMALITÄT, DUALITÄT UND STABILITÄT 11Folgerung. 1. Es sei f : 
�Rm ! R eine Carathéodory-Funktion, d.h. f (�; x) ist meÿbar füralle x 2 Rm , und f (!; �) ist stetig für alle ! 2 
.Dann ist f ein normaler Integrand.2. Es seien fj : 
�Rm ! �R normale Integranden und �j : 
! �R meÿbar für alle j 2 J , wobeiJ hö
hstens abzählbar ist. Dann ist! 7! � (!) := fx 2 Rm jfj (!; x) � �j (!) 8j 2 J gabges
hlossen-wertig und meÿbar.Beweis. 1. Sei (
;F ;P) vollständig (allgemeiner Fall: [RW98, 14.29℄). Für � 2 R giltf(!; x) jf (!; x) � �g = \�2Q+ [a2Qm f! 2 
 jf (!; a) � �+ �g| {z }2F �B (a; �) 2 F 
 B (Rm ) :Mit Satz 2.4 folgt dann, daÿ f ein normaler Integrand ist.2. Aus dem Beweis von Satz 2.4, 3., folgt, daÿ die Funktionen Lj : 
 � Rm , Lj (!) :=fx 2 Rm jfj (!; x) � �j (!)g, j 2 J , meÿbar und abges
hlossen-wertig sind. Na
h Satz 2.3ist dann au
h ! 7! � (!) = Tj2J Lj (!) meÿbar und abges
hlossen-wertig.Satz 2.6. Es sei f : 
� Rm ! �R ein normaler Integrand und wir betra
htenv (!) := infx2Rm f (!; x) ; 8! 2 
;S (!) := argminx2Rm f (!; x) = fx 2 Rm jf (!; x) � v (!)g ; 8! 2 
:Dann ist v : 
! �R meÿbar und S : 
� Rm abges
hlossen-wertig und meÿbar.Beweis. Für � 2 R istf! 2 
 jv (!) < �g = f! 2 
 j9x 2 Rm : f (!; x) < �g= f! 2 
 jEf (!) \ (Rm � (�1; �)) 6= ;g 2 F ;also ist v meÿbar. Die Meÿbarkeit von S folgt aus der letzten Folgerung. S ist abges
hlossen-wertig,da f (!; �) unterhalbstetig ist.Es sei G � F eine weitere �-Algebra.N (G;Rm ) := �f : 
� Rm ! �R jf ist normaler Integrand bzgl. (
;G)	N
 (G;Rm ) := ff 2 N (G;Rm ) jfx 2 Rm : f (!; x) � �g ist kompakt 8! 2 
; � 2 R gSatz 2.7 (inf-Projektion normaler Integranden). Es sei f 2 N
 �G;Rm � Rk� und �f : 
�Rm ! �R, �f (!; x) := infy2Rk f (!; x; y) 8 (!; x) 2 
� RmDann gilt: �f 2 N
 (G;Rm ).Beweis. 1. Wir zeigen, daÿ das Minimum angenommen wird (falls es existiert), d.h. für alle(!; �x) 2 
� Rm existiert ein �y 2 Rk , so daÿ �f (!; �x) = f (!; �x; �y).Sei (!; �x) 2 
� Rm . Falls �f (!; �x) = +1, so ist f (!; �x; y) = +1 für alle y 2 Rk (trivial).Sei nun �f (!; �x) < +1. Dann existiert eine Folge fyngn2N � Rk mit�f (!; �x) = limn!1 f (!; �x; yn) :Wintersemester 2002/2003 Sto
hastis
he Optimierung



12 2.1. MEßBARKEITAlso existiert ein n0 2 N und � 2 R, so daÿ f (!; �x; yn) � � für alle n � n0. Die Menge�(�x; yn) 2 Rn � Rk jf (!; �x; yn) � �; n � n0	 ist na
h Voraussetzung bes
hränkt, also exi-stiert eine konvergente Teilfolge fynlgl2N � fyngn2N, ynl ! �y 2 Rk . Aus der Unterhalbste-tigkeit von f folgt nun�f (!; �x) = liml!1 f (!; �x; ynl) � f (!; �x; �y) � �f (!; �x) ;also �f (!; �x) = �f (!; �x; �y).2. Wir zeigen, daÿ �f (!; �) unterhalbstetig ist für alle ! 2 
.Sei ! 2 
 und fxngn2N eine Folge in Rm mit xn ! �x. Na
h 1. existieren yn 2 Rk mit�f (!; xn) = f (!; xn; yn) 8n 2 N:Es ist zu zeigen: lim infn!1 �f (!; xn) � �f (!; �x).O.B.d.A. gelte lim infn!1 �f (!; xn) = limn!1 �f (!; xn) <1.Dann existiert ein � 2 R und n0 2 N, so daÿ f (!; xn; yn) � �, n � n0, also ist f(xn; yn)gn�n0na
h Voraussetzung an f bes
hränkt. Dann existiert eine konvergente Teilfolge fynlgl2N �fyngn2N, (xnl ; ynl)! (�x; �y), und es folgtlim infn!1 �f (!; xn) = liml!1 �f (!; xnl) = liml!1 f (!; xnl ; ynl) � f (!; �x; �y) � �f (!; �x) :Aus der Unterhalbstetigkeit von �f (!; �) für alle ! 2 
 folgt die Abges
hlossenheit vonepi �f (!; �), ! 2 
.3. G-Meÿbarkeit von ! 7! epi �f (!; �). Es istE �f (!) = �(x; �) 2 Rm � R �� �f (!; x) � �	= �(x; �) 2 Rm � R ��9�y 2 Rk : f (!; x; �y) � �	= P ÆEf (!) ;wobei P : Rm � Rk � R ! Rm � R mittels P (x; y; �) := (x; �) de�niert ist. P ist meÿbar.Sei O � Rm � R o�en. Dann istE�1�f (O) = �! 2 
 ��E �f (!) \ O 6= ;	 = f! 2 
 jP ÆEf (!) \ O 6= ;g= �! 2 
 ��Ef (!) \ P�1 (O) 6= ;	= E�1f �P�1 (O)� 2 G:Aus 2. und 3. folgt nun �f 2 N (G;Rm ).4. Sei ! 2 
 und � 2 R. Zu zeigen: �x 2 Rm �� �f (!; x) � �	 ist kompakt.Sei fxngn2N eine Folge mit �f (!; xn) � � 8n 2 N. Dann existiert eine Folge fyngn2N � Rkmit �f (!; xn) = f (!; xn; yn) � �. Aufgrund der Voraussetzungen an f existiert dann wiedereine konvergente Teilfolge von f(xn; yn)gn2N � Rm � Rk , also au
h von fxngn2N.Sto
hastis
he Optimierung Wintersemester 2002/2003



KAPITEL 2. OPTIMALITÄT, DUALITÄT UND STABILITÄT 13Es sei (
;F ;P) ein Wahrs
heinli
hkeitsraum, G � F eine �-Algebra.Ni (G;Rm ) := 8>>>><>>>>:f : 
� Rm ! �R ���������� 9 �f 2 N (G;Rm ) ; q : 
! �R :Z
 jq (!)jP (d!) < 18x 2 Rm : f (!; x) � q (!) P-f:ü:P �f (!; x) = �f (!; x)8x 2 Rm� = 1 9>>>>=>>>>;N
i (G;Rm ) := 8>>>><>>>>:f : 
� Rm ! �R ���������� 9 �f 2 N
 (G;Rm ) ; q : 
! �R :Z
 jq (!)jP (d!) < 18x 2 Rm : f (!; x) � q (!) P-f:ü:P �f (!; x) = �f (!; x)8x 2 Rm� = 1 9>>>>=>>>>;De�nition (bedingte Erwartung). Für z : 
 ! �R F-meÿbar mit z (!) � q (!) P-f.ü.,R
 jq (!)jP (d!) <1, heiÿt y =: E [z jG ℄ : 
! �Rbedingte Erwartung von z bzgl. G, falls y G-meÿbar ist undZA y (!)P (d!) = ZA z (!)P (d!) 8A 2 G:Die bedingte Erwartung von z bzgl. G existiert und ist P-f.ü. eindeutig. ([Sh96, Kap. II.7℄)Frage: Gegeben ist f 2 Ni (F ;Rm ), x : 
! Rm G-meÿbar. Dann ist f (�; x (�)) na
h Satz 2.4, 2., F-meÿbar. Ist die Abbildung E [f (�; x (�)) jG ℄ : 
! �R, die na
h De�nition G-meÿbar ist, darstellbarin der Form g (�; x (�)) mit g 2 Ni (G;Rm ) ?Satz 2.8 (Dynkin/Evstigneev '76 [DE76, 325-328℄). Für jede �-Algebra G � F und jedesf 2 Ni (F ;Rm ) existiert ein g 2 Ni (G;Rm ), so daÿ für alle G-meÿbaren x : 
! RmE [f (�; x (�)) jG ℄ (!) = g (!; x (!)) P-f:ü:g heiÿt regulär bedingte Erwartung von f bzgl. G. Notation: Er [f jG ℄ := g.Satz 2.9. 1. Ist f 2 N
i �G;Rm � Rk� und ' : 
� Rm ! �R de�niert dur
h' (!; x) := infy2Rk f (!; x; y) 8 (!; x) 2 
� Rm ;so gilt ' 2 N
i (G;Rm )2. Ist f 2 N
i (F ;Rm ), so gilt Er [f jG ℄ 2 N
i (G;Rm ).Beweis. 1. Sei f 2 N
i �G;Rm � Rk�. Dann existiert ein �f 2 N
 �G;Rm � Rk� mitP ��! ��f (!; x; y) = �f (!; x; y)8 (x; y) 2 Rm � Rk 	� = 1Sei �' (!; x) := infy2Rk �f (!; x; y) 8 (!; x) 2 
� Rm :Na
h Satz 2.7 ist dann �' 2 N
 (G;Rm ) undP (f! j' (!; x) = �' (!; x) 8x 2 Rm g) = 1Da q : 
 ! �R existiert mit R
 jq (!)jP (d!) < 1 und f (!; x; y) � q (!) P-f.ü. für alle(x; y) 2 Rm � Rk , folgt �' (!; x) � q (!). Also ist ' (!; x) � q (!) P-f.ü. für alle x 2 Rm unddaher ' 2 N
i (G;Rm ).2. Na
h Satz 2.8 gilt: Er [f jG ℄ 2 Ni (G;Rm ).Zu zeigen: Es existiert ein �g : 
�Rm ! �R mit P [f! j�g (!; x) = Er [f jG ℄ (!; x) ; 8x 2 Rn g℄ =1 und P [f! jfx 2 Rm j�g (!; x) � �g ist kompakt für alle � 2 R g℄ = 1.Beweis: vgl. [Ev76, Theorem 5, 267-272℄Wintersemester 2002/2003 Sto
hastis
he Optimierung



14 2.2. DYNAMISCHE OPTIMIERUNG UND DETERMINIERTE ÄQUIVALENTESTOCHASTISCHE PROGRAMME2.2 Dynamis
he Optimierung und determinierte äquivalentesto
hastis
he ProgrammeWir betra
hten das sto
hastis
he Optimierungsproblemmin8><>:E [f (x1; : : : ; xT ; � (!))℄ ������� xt 2 Xtgt (x1; : : : ; xt; �t) � 0 P� f:ü:xt ist Ft �meÿbar t = 1; : : : ; T9>=>; (SP)wobei � = f�tgTt=1 ein sto
hastis
her Prozeÿ über (
;F ;P) ist, Ft := � (�1; : : : ; �t), t = 1; : : : ; T ,F1 = f;;
g, FT = F , Xt � Rmt , f : T��t=1Rmt| {z }Rm � T��t=1Rst| {z }Rs ! �R;gt : t���=1Rm� � Rst ! Rdt :Wir de�nieren die Funktion fT : 
� Rm ! �R dur
hfT (!; x1; : : : ; xT ) := (f (x1; : : : ; xT ; � (!)) xt 2 Xt; gt (x1; : : : ; xt; �t) � 0; t = 1; : : : ; T+1 sonstfür alle (!; x1; : : : ; xT ) 2 
� Rm = 
���Tt=1 Rmt .Voraussetzung (A): f;Xt und gt, t = 1; : : : ; T , haben die Eigens
haft, daÿ fT 2 N
i (F ;Rm ).(Kriterien dafür sind Beispiel 2.5 bzw. die darau�olgende Folgerung für die Zugehörigkeit zuN (F ;Rm ))Wir de�nieren rekursiv die Funktionen (�Bellmann-Rekursion�)'t (!; x1 (!) ; : : : ; xt (!)) := Er [ft (�; x1 (�) ; : : : ; xt (�)) jFt ℄ (!) P-f:ü:; t = T; : : : ; 1 (2.1)ft�1 (!; x1; : : : ; xt�1) := infy2Rmt 't (!; x1; : : : ; xt�1; y) P-f:ü:; t = T; : : : ; 2 (2.2)Satz 2.10. Es seien die folgenden Voraussetzungen erfüllt: fT 2 N
i (F ;Rm), d.h. (A) ist erfüllt,und es existiere ein ~x : 
! Rm mit ~xt Ft-meÿbar und E [fT (!; ~x1 (!) ; : : : ; ~xT (!))℄ <1.Dann ist eine Abbildung �x : 
! Rm optimal für (SP) gdw. die Bellmann-Glei
hungen't (!; �x1 (!) ; : : : ; �xt (!)) = ft�1 (!; �x1 (!) ; : : : ; �xt�1 (!)) P-f:ü:; t = 1; : : : ; T;erfüllt sind. Überdies existiert eine optimale Lösung von (SP).Beweiss
hritte (vgl. [Ev76, Theorem 1 und 2℄). Na
h Satz 2.9 ist 't 2 N
i �Ft;��t�=1 Rm� �, ft�1 2N
i �Ft;��t�1�=1 Rm� �, t = 1; : : : ; T .()) (SP) ist äquivalent zumin fE [fT (!; x1 (!) ; : : : ; xT (!))℄ jxt ist Ft-meÿbar; t = 1; : : : ; T gund dies besitzt na
h Voraussetzung eine zulässige Lösung mit endli
hem Zielfunktionswert.Wegen 't 2 N
i werden die In�ma angenommen und die Lösungen sind meÿbar (Satz 2.6).Dann sind die Bellmann-Glei
hungen erfüllbar.Sto
hastis
he Optimierung Wintersemester 2002/2003



KAPITEL 2. OPTIMALITÄT, DUALITÄT UND STABILITÄT 15(() Es sei �x : 
! Rm sukzessive dur
h (2.2) so de�niert, daÿ �xt Ft-meÿbar ist. Dies ist mögli
hna
h Satz 2.6 und Auswahl einer meÿbaren Selektion aus der Lösungsabbildung.Zu zeigen: E [fT (!; �x1 (!) ; : : : ; �xT (!))℄ � E [fT (!; x1 (!) ; : : : ; xT (!))℄für jede zulässige Lösung x : 
! Rm von (SP).Wir zeigen induktiv:E [ft (!; �x1 (!) ; : : : ; �xt (!))℄ � E [ft (!; x1 (!) ; : : : ; xt (!))℄ ; t = 0; : : : ; Tt = 0: trivialt� 1! t: Es gelteE [ft�1 (!; �x1 (!) ; : : : ; �xt�1 (!))℄ � E [ft�1 (!; x1 (!) ; : : : ; xt�1 (!))℄für alle zulässigen x. Es giltE [ft (!; �x1 (!) ; : : : ; �xt (!))℄ (2:1)= E ['t (!; �x1 (!) ; : : : ; �xt (!))℄(2:2)= E [ft�1 (!; �x1 (!) ; : : : ; �xt�1 (!))℄Ind.vor.� E [ft�1 (!; x1 (!) ; : : : ; xt�1 (!))℄(2:2)� E ['t (!; x1 (!) ; : : : ; xt�1 (!) ; xt (!))℄(2:1)= E [ft (!; x1 (!) ; : : : ; xt (!))℄Existenz der optimalen Lösung: Wir betra
hten rekursiv die Minimierungsproblemeinfy2Rmt 't (!; x1 (!) ; : : : ; xt�1 (!) ; y)für beliebige (!; x1; : : : ; xt�1) 2 
���t�1�=1 Rm� und x1; : : : ; xt�1 zulässig.'t : 
���t�1�=1 Rm� � Rmt ! �R ist Ft 
B ���t�1�=1 Rm� �-meÿbar als Funktion von y 2 Rmt .Na
h Satz 2.7 existiert eine meÿbare Selektion �t (!; x1; : : : ; xt�1) der Lösungsmengen-Abbild-ung des Minimierungsproblems, d.h. es gilt't (!; x1; : : : ; xt�1; �t (!; x1; : : : ; xt�1)) = ft�1 (!; x1; : : : ; xt�1)Induktives Argument: Seien die �x1; : : : ; �xt�1 bereits bestimmt und F1-; : : : ;Ft�1-meÿbar.Dann ist �xt := �t (�; �x1 (�) ; : : : ; �xt�1 (�)) : 
! Rmt Ft-meÿbar.Die so konstruierten �x1; : : : ; �xT erfüllen die Bellmann-Glei
hungen, also ist �x = (�x1; : : : ; �xT )eine optimale Lösung.Bemerkung 2.11 (determiniertes Äquivalent). Für t = 1 gilt die Rekursionsbeziehung desdeterminierten Optimierungsproblems infx12Rm1 E [f1 (!; x1)℄ (DA)zur Bestimmung der optimalen Erststufen-Ents
heidung. Satz 2.10 gibt Bedingungen, wann (DA)lösbar ist und zu einer Lösung �x1 �ausgebaut� werden kann.In diesem Sinne sind (SP) und (DA) äquivalent. (SP) ist i.a. unendli
hdimensional und (DA) stetsendli
hdimensional. �Erkauft� wird dies mit der i.a. sehr komplizierten Struktur von f1, selbstdann, wenn das Ausgangsproblem (SP) �einfa
h� ist.Wintersemester 2002/2003 Sto
hastis
he Optimierung



16 2.2. DYNAMISCHE OPTIMIERUNG UND DETERMINIERTE ÄQUIVALENTESTOCHASTISCHE PROGRAMMEBemerkung 2.12 (lineare sto
hastis
he Programme). Für a�n-lineare Funktionen 
t (�),bt (�), At� (�), � = 1; : : : ; t� 1, t = 1; : : : ; T , seienf (x1; : : : ; xT ; �) := TXt=1 
t (�t)xt;gt (x1; : : : ; xt; �t) := Attxt + t�1X�=1At� (�t)x� � bt (�t) Glei
hheitsrestriktionen;und seien die Xt � Rmt konvex und polyedris
h. Dann sind die Voraussetzungen von Satz 2.10erfüllt, falls die folgenden Bedingungen gültig sind:(A1) �relativ vollständige Kompensation� (�relatively 
omplete re
ourse�)Für jedes t = 1; : : : ; T gilt P-f.ü.Mt (x1; : : : ; xt�1; �t) := (xt 2 Xt �����Attxt = bt (�t)� t�1X�=1At� (�t)x� ) 6= ;für alle x� 2 M� (x1; : : : ; x��1; �� (!)), � = 1; : : : ; t� 1.(A2) �duale Zulässigkeit�Für jedes t = 1; : : : ; T ist P-f.ü. das zumin(
t (�t (!))xt �����xt 2 Xt; Attxt = bt (�t (!))� t�1X�=1At� (�t (!))x� )duale Optimierungsproblem zulässig 8x� 2 M� (x1; : : : ; x��1; �� (!)), � = 1; : : : ; t� 1.(A3) min f
1 (�1)x1 jx1 2 X1; A11x1 = b1 (�1)g ist inf-kompakt.(A4) E [k� (!)k℄ = R
 k� (!)kP (d!) <1Bemerkung 2.13 (konvexe sto
hastis
he Programme). Es seien f (�; �) konvex, gt (�; �t)konvex,Xt konvex und abges
hlossen für alle t = 1; : : : ; T . Falls ft 2 N
i (F ;Rm), so sind sämtli
heFunktionen 't und ft, t = 1; : : : ; T , konvexe normale Integranden. Insbesondere ist (DA) einkonvexes Optimierungsproblem.Beispiel 2.14 (zweistu�ge lineare sto
hastis
he Programme). Sei T := 2. Seienf (x1; x2; �) = 
1x1 + 
2 (�)x2g2 (x1; x2; �) = A22x2 +A21 (�)x1 � b2 (�)für a�n-lineare Funktionen 
2 (�), b2 (�) und A21 (�). Seien X1, X2 Polyeder und die a�n lineareRestriktion g1 (x1; "�1") = 0 in X1 integriert. Dann hat ein zweistu�ges lineares sto
hastis
hesProgramm die Formmin f
1x1 + E [
2 (�)x2℄ jx1 2 X1; x2 2 X2;A22x2 = b2 (�)�A21 (�) x1 P-f.ü.gEs seien die Bedingungen (A1)-(A4) aus Bemerkung 2.12 erfüllt.Die Bellmann-Glei
hungen sindf2 (!; x1; x2) := f (x; � (!)) = 
1x1 + 
2 (� (!))x2  f2 ist normaler Integrandf1 (!; x1) := inf f
1x1 + 
2 (� (!))x2 jx2 2 X2; A22x2 = b2 (� (!))�A21 (� (!))x1 g= 
1x1 + inf f
2 (� (!))x2 jx2 2 X2; A22x2 = b2 (� (!))�A21 (� (!))x1 g= 
1x1 +�(
2 (� (!)) ; b2 (� (!))�A21 (� (!))x1)wobei � (u; t) := inf fuy jy 2 X2; A22y = tgSto
hastis
he Optimierung Wintersemester 2002/2003



KAPITEL 2. OPTIMALITÄT, DUALITÄT UND STABILITÄT 17Die Menge dom� = f(u; t) j�1 < � (u; t) <1gist ein Polyeder und es existieren endli
h viele polyedris
he Mengen Dj , j = 1; : : : ; l, so daÿ1[j=1Dj = dom�;Di \Dj ist gemeinsame Seite von Di und Dj oder leer (Di \Dj hat Lebesgue-Maÿ 0), i 6= j, und� (u; t) = hCju; ti 8 (u; t) 2 Dj ; j = 1; : : : ; l;wobei Cj eine Matrix geeigneter Dimension ist, d.h. � ist eine stü
kweise quadratis
he Funktionvon (u; t). Überdies ist � auf dom� stetig und die Funktion � (�; t) ist stü
kweise linear kon-kav (8t) und � (u; �) ist stü
kweise linear konvex (8u). (Hauptresultat der sogenannten linearenparametris
hen Optimierung; [WW69, RW98℄)Konsequenz: f1 (!; �) ist stü
kweise linear konvex.Deterministis
hes Äquivalent zum zweistu�gen sto
hastis
hen Programm:min fE [f1 (!; x1)℄jx1 2 X1g = min�Z
 f1 (!; x1)P (d!)����x1 2 X1�2.3 DualitätWir betra
hten das sto
hastis
he Optimierungsproblemmin8>>><>>>:E [f (x1; : : : ; xT ; �)℄ ��������� xt 2 Xtht (xt; �t) � 0 P-f.ü.gt (x1; : : : ; xt; �t) � 0 P-f.ü.xt Ft-meÿbar t = 1; : : : ; T9>>>=>>>; (SP)für f : Rm � Rs ! R, ht : Rmt � Rst ! Rkt , gt : ���t�=1 Rm� � � Rst ! Rdt , wobei dur
hdie explizite Formulierung der Restriktionen ht (xt; �t) � 0 Kopplungen der Komponenten vonxt ausgedrü
kt werden sollen, die vorher in die dynamis
hen Restriktionen integriert waren. Wirnehmen der Einfa
hheit halber an, daÿ� 2 T��t=1L1 (
;F ;P;Rst )(d.h. � ist wesentli
h bes
hränkt) und wir su
hen au
h die Ents
heidungx 2 X := T��t=1L1 (
;F ;P;Rmt ) :Wir formulieren (SP) als Optimierungsproblem im Bana
hraum X :min8>>><>>>:F (x) ��������� x 2 X; xt 2 Xtht (xt; �t) � 0 P-f.ü.gt (x1; : : : ; xt; �t � 0) P-f.ü.Ht (xt) = 0 t = 1; : : : ; T9>>>=>>>;mit F (x) := E [f (x1; : : : ; xT ; �)℄Ht (xt) := xt � E [xt jFt ℄ ; t = 1; : : : ; T:Wintersemester 2002/2003 Sto
hastis
he Optimierung



18 2.3. DUALITÄTVoraussetzung (V): � 2 ��Tt=1 L1 (
;F ;P;Rst ) und Xt kompakt, t = 1; : : : ; T .Wir de�nieren folgende Mengen von Lagrange-Multiplikatoren:� := �1 � �2 � �3�1 := T��t=1L1 (
;F ;P;Rmt )�2 := ��2 2 T��t=1L1 �
;F ;P;Rkt � j�2 (!) � 0 P-f.ü.��3 := ��3 2 T��t=1L1 �
;F ;P;Rdt � j�3 (!) � 0 P-f.ü.�Bea
hte: fx 2 Lp (
;F ;P) jx (!) � 0 P� f.ü.g hat leeres Inneres für p 2 [1;1)!Die Lagrange-Funktion L : X � �! R,L (x; �) := F (x) + E " TXt=1 �1t �Ht (xt) + TXt=1 �2t � ht (xt; �t) + TXt=1 �3t � gt (x1; : : : ; xt; �t)# ;ist für alle (x; �) 2 X � � wohl-de�niert. Die duale Funktion D : �! �R ist de�niert mittelsD (�) := inf fL (x; �) jx 2 X; xt 2 Xt P-f.ü.; t = 1; : : : ; T g ; � 2 �;und das duale Problem ist max fD (�) j� 2 �g (D)Unter der Voraussetzung (V) ist das duale Problem wohlde�niert.Lemma 2.15. Es sei (V) erfüllt. Dann ist die duale Funktion auf dem konvexen Kegel � konkavund es gilt sup�2�D (�) � infx2X;x zulässigF (x) (s
hwa
he Dualität)Beweis. Für alle x 2 X ist L (x; �) : �! R a�n linear und � ist als kartesis
hes Produkt konvexerKegel ebenfalls ein konvexer Kegel. Es seien �; ~� 2 � und � 2 [0; 1℄ gegeben. Dann istD ��� + (1� �) ~�� = inf nL�x; �� + (1� �) ~�����x 2 X; xt 2 Xt P-f.ü.; t = 1; : : : ; To= inf n�L (x; �) + (1� �)L�x; ~�����x 2 X; xt 2 Xt P-f.ü.; t 2 1; : : : ; To� � inf fL (x; �) jx 2 X; xt 2 Xt P-f.ü.; t 2 1; : : : ; T g+(1� �) inf nL�x; ~�����x 2 X; xt 2 Xt P-f.ü.; t 2 1; : : : ; To= �D (�) + (1� �)D �~��Gilt inf F (x) = +1, so ist die s
hwa
he Dualität trivial. Im Fall inf F (x) < +1 gilt für jedeszulässige �x mit F (�x) < +1 und alle � 2 �D (�) = inf fL (x; �) jx 2 X; xt 2 Xt P-f.ü.; t 2 1; : : : ; T g � L (�x; �) � F (�x) :Maximierung über � 2 � und Minimierung über zulässige x 2 X liefert die s
hwa
he Dualität.Im allgemeinen heiÿt infx2X;x zulässigF (x)� sup�2�D (�)Dualitätslü
ke von (SP). Die Gröÿe der Dualitätslü
ke ist häu�g ein Gradmesser für die Kompli-ziertheit von (SP).Sto
hastis
he Optimierung Wintersemester 2002/2003



KAPITEL 2. OPTIMALITÄT, DUALITÄT UND STABILITÄT 19Satz 2.16 (Ro
kafellar / Wets '78 [SI78, 16-36℄). Es sei die Voraussetzung (V) erfüllt.Die Mengen Xt und Funktionen f (�; �), ht (�; �t), gt (�; : : : ; �; �t), t = 1; : : : ; T seien konvex. DasProgramm (SP) besitze relativ vollständige Kompensation im Sinne von (A1) in Bemerkung 2.12und es sei strikt zulässig, d.h. es existieren ein " > 0 und ein �x 2 X, so daÿ �x = E [ �xt jFt ℄,t = 1; : : : ; T , B ( �xt; ") � Xt, ht (�xt; �t) � �", gt (�x1; : : : ; �xt; �t) � �" P-f.ü., t = 1; : : : ; T .Dann existieren optimale Lösungen �� 2 � von (D) und x� 2 X von (SP), so daÿD (��) = F (x�) :Insbesondere gilt starke Dualität:max�2� D (�) = minx2X;x zulässigF (x) :Bemerkung 2.17 (partielle Dualisierung). Eine Mögli
hkeit ist die Dualisierung nur einerGruppe von Restriktionen (Ni
htantizipativitätsbedingungen (NA-Bedingungen), verkoppelndeRestriktionen, dynamis
he Restriktionen). Lemma 2.15 und Satz 2.16 bleiben dabei sinngemäÿerhalten. Wir führen dazu folgende Lagrange-FunktionenL1 : X � �1 ! R; L1 (x; �1) := F (x) + E " TXt=1 �1tHt (xt)# 8 (x; �1) 2 X � �1;L2 : X � �2 ! R; L2 (x; �2) := F (x) + E " TXt=1 �2tht (xt; �t)# 8 (x; �2) 2 X � �2;L3 : X � �3 ! R; L3 (x; �3) := F (x) + E " TXt=1 �3tgt (x1; : : : ; xt; �t)# 8 (x; �3) 2 X � �3;und zugehörige duale Funktionen Di : �i ! R und duale Probleme (Di) ein, i = 1; 2; 3:Di (�i) := inf fLi (xi; �i) jx 2 X; x eindeutig für verbleibende Restriktioneng ; 8�i 2 �i;max fDi (�i) j�i 2 �i g (Di)Motivation: Man sollte mögli
hst wenige Restriktionen dualisieren, da i.a. mit wa
hsender An-zahl von dualisierten Restriktionen die Dualitätslü
ke wä
hst (vgl. [LR01℄). Einen Verglei
h vonDualitätslü
ken für die 3 Dualitätsansätze �ndet man in [DR02℄, z.B.sup fD3 (�3) j�3 2 �3 g � sup fD1 (�1) j�1 2 �1 g (i.a. strikt):Algorithmis
he E�ekte der partiellen Dualisierung: Zur Vereinfa
hung nehmen wir anF (x) = E " TXt=1 ft (xt; �t)# (Separabilität):Szenario-Dekomposition D1: Dekomposition des sto
hastis
hen Programms in �realisierungs-weise� Optimierungsprobleme: Es giltE [�1tHt (xt)℄ = E [�1txt℄� E [�1tE [xt jFt ℄℄ = E [�1txt℄� E [E [�1tE [xt jFt ℄℄℄= E [�1txt℄� E [E [�1t jFt ℄ E [xt jFt ℄℄= E [�1txt℄� E [E [E [�1t jFt ℄xt jFt ℄℄= E [�1txt℄� E [xtE [�1t jFt ℄℄ = E [xtHt (�1t)℄ ;so daÿ L1 (x; �1) = E hPTt=1 fft (xt; �t) + �1tHt (xt)gi = E hPTt=1 fft (xt; �t) +Ht (�1t) xtgi :Wintersemester 2002/2003 Sto
hastis
he Optimierung



20 2.4. STABILITÄTDann ist (mit [RW98, Theorem 14.60℄)D1 (�1) = inf8<:E 24 TXt=1 ft (xt; �t) +Ht (�1t)xt ������ ht (xt; �t) � 0 P-f.ü.;gt (x1; : : : ; xt; �t) � 0 P-f.ü.;xt 2 Xt t = 1; : : : ; T 359=;= E 24inf8<: TXt=1 [ft (xt; �t) +Ht (�1t)xt℄ ������ ht (xt; �t) � 0 P-f.ü.;gt (x1; : : : ; xt; �t) � 0 P-f.ü.;xt 2 Xt t = 1; : : : ; T 9=;35geographis
he Dekomposition D2 Dekomposition des sto
hastis
hen Programms in sto
ha-stis
he Programme für jede Komponente des Ents
heidungsvektor (falls die Restriktionen�gt (x1; : : : ; xt; �t) � 0� und �xt 2 Xt�, t = 1; : : : ; T , auss
hlieÿli
h komponentenweise gege-ben sind).nodale Dekomposition D3 Dekomposition des sto
hastis
hen Programms in sto
hastis
he Pro-gramme für xt, t = 1; : : : ; T .2.4 StabilitätMotivation: Die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung P von � = f�tgTt=1 ist in praktis
hen Anwendungenmeist ni
ht oder ni
ht vollständig bekannt. Falls P bekannt ist, so erfordert die Bere
hnung derZielfunktion E [f (x; �)℄ die Auswertung mehrdimensionaler Integrale (Monte-Carlo Methoden, Ap-proximation von P dur
h einfa
here Verteilungen). Deshalb ist eine Störungstheorie sto
hastis
herProgramme bzgl. der Verteilung P von � notwendig.Ist es mögli
h, allgemeine Resultate aus der Störungstheorien für allgemeine Optimierungsproble-me anzuwenden?� Bank / Guddat / Klatte / Kummer / Tammer: Nonlinear parametri
 optimization, 1982� Ro
kafellar / Wets 1998 ([RW98℄)� Robinson 70er/80er� Bonnans / Shapiro, Springer 2000Ausgangspunkt: Die unendli
h-dimensionale Formulierung von (SP) führt zu methodis
hen Pro-blemen. Dies führt zur Verwendung der determinierten Äquivalente. Dafür wird eine Störungstheo-rie benötigt, die ohne starke analytis
he Voraussetzungen auskommt.Wir betra
hten sto
hastis
he Optimierungsprobleme der Formmin�Z
 f0 (x; � (!))P (d!)����x 2 X� ;wobei f0 : Rm � Rs ! �R ein normaler Integrand ist, X � Rm abges
hlossen, � : 
 ! Rs einZufallsvektor über (
;F ;P). Dies ist äquivalent zumin�Z� f0 (x; �)P (d�)����x 2 X� ;wobei � � Rs abges
hlossen ist und P eine Wahrs
heinli
hkeitsverteilung von � de�niert auf ��P := P Æ ��1�. Wir betra
htenv (P ) := inf �Z� f0 (x; �)P (d�)����x 2 X� (Optimalwert)S (P ) := �x 2 X ����Z� f0 (x; �)P (d�) = v (P )� (Lösungsmenge)Sto
hastis
he Optimierung Wintersemester 2002/2003



KAPITEL 2. OPTIMALITÄT, DUALITÄT UND STABILITÄT 21Mathematis
hes Problem: Stetigkeitseigens
haften der Abbildung v (�) und S (�) in der �Original�-Verteilung P , wobei im Raum der Wahrs
heinli
hkeitsmaÿe eine geeignete Topologie zu de�nierenist.Es sei U � Rm eine beliebige ni
htleere, o�ene, bes
hränkte Menge. Wir betra
htenFU := ff0 (x; �) jx 2 X \ 
`U g �Menge von meÿbaren Funktionen von � in �R�PFU (�) := 8>><>>:Q Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ auf � �������� Z� infx2X\B(0;r)f0 (x; �)Q (d�) > �1 r > 0supx2X\
`UZ�f0 (x; �)Q (d�) < +1 9>>=>>;dFU (P;Q) := supx2X\
`U ����Z� f0 (x; �)P (d�)� Z� f0 (x; �)Q (d�)����= supx2X\
`U ����Z� f0 (x; �) (P �Q) (d�)���� 8P;Q 2 PFU (�)dFU : PFU �PFU ! R+ ist symmetris
h und erfüllt die Dreie
ksunglei
hung. dFU ist eine Pseudo-Metrik ([Du89, Kap. 2.1℄), denn i.a. gilt ni
ht: dFU (P;Q) = 0 ) P = Q (Ursa
he: FU ist ni
htrei
hhaltig genug).PFU wird ein topologis
her Raum mit der Basis, die dur
h alle Kugeln gebildet wird. Er ist i.a.ni
ht Hausdor� (er ist genau dann Hausdor�, wenn dFU eine Metrik ist).Eine Folge fPngn2N konvergiert gegen P in PFU , dFU (Pn; P ) n!1����! 0.Lemma 2.18. Unter den obigen Voraussetzungen gilt: Die Abbildung(x;Q) 7! Z� f0 (x; �)Q (d�)von Rm �PFU in �R ist auf (X \ 
`U)�PFU sequentiell unterhalbstetig.Beweis. Zu zeigen: Für xn ! x in X \ 
`U und Qn ! Q in PFU giltZ� f0 (x; �)Q (d�) � lim infn!1 Z� f0 (xn; �)Qn (d�) :Es ist Z� f0 (x; �)Q (d�) � lim infn!1 Z� f0 (xn; �)Q (d�) (Fatou-Lemma)= lim infn!1 �Z� f0 (xn; �)Qn (d�) + Z� f0 (xn; �) (Q�Qn) (d�)�� lim infn!1 �Z� f0 (xn; �)Qn (d�) + dFU (Q;Qn)�� lim infn!1 �Z� f0 (xn; �)Qn (d�)�Um Lösungsmengen ni
htkonvexer Optimierungsprobleme behandeln zu können, werden zunä
hst�Lokalisierungen� von v und S benötigt.vU (P ) := inf �Z� f0 (x; �)P (d�)����x 2 X \ 
`U�SU (P ) := �x 2 X \ 
`U ����Z� f0 (x; �)P (d�) = vU (P )�Wintersemester 2002/2003 Sto
hastis
he Optimierung



22 2.4. STABILITÄTDe�nition (vollständige Menge lokaler Minimalpunkte). Eine ni
htleere Menge S � Rmheiÿt vollständige Menge lokaler Minimalpunkte (CLM Menge) von (SP), falls eine o�ene, be-s
hränkte Menge U � Rm existiert, so daÿ S = SU (P ) � U .Es gilt: Falls (SP) bes
hränkt ist, so ist S (P ) eine CLM Menge. CLM Mengen sind na
h De�nitionin der Tat Mengen lokaler Minimalpunkte.Satz 2.19 (Stabilität). Es sei P 2 PFU (�), S (P ) sei ni
htleer und U � Rm sei eine o�ene,bes
hränkte Menge mit S (P ) � U . Dann gilt für alle Q 2 PFU (�):jv (P )� vU (Q)j � dFU (P;Q)und ; 6= SU (Q) � S (P ) + B �0;  �1P (2dFU (P;Q))�bzw. supx2SU (Q) d (x; S (P )) �  �1P (2dFU (P;Q)) ;wobei die Wa
hstumsfunktion  P : R+ ! R+ von (SP) de�niert ist dur
h P (�) := min�Z� f0 (x; �)P (d�) � v (P )���� d (x; S (P )) � �; x 2 X \ 
`U� 8� 2 R+ ; �1P (r) := sup f� 2 R+ j P (�) � r g 8r 2 R+ :( P ist ni
htfallend und unterhalbstetig. Dann ist  �1P ni
htfallend und limr&0 �1P (r) � 0 =  �1P (0).)Die Menge SU (Q) ist eine CLM Menge, falls dFU (P;Q) hinrei
hend klein ist.Beweis. Na
h Lemma 2.18 ist die Abbildung x 7! R� f0 (x; �)Q (d�) unterhalbstetig auf X \ 
`Ufür jedes Q 2 PFU (�). Da X \ 
`U kompakt ist, gilt SU (Q) 6= ;.Sei nun Q 2 PFU (�) beliebig.1. Sei �x 2 S (P ) und ~x 2 SU (Q). Dann istv (P )� vU (Q) � Z� f0 (~x; �)P (d�)� Z� f0 (~x; �)Q (d�) � dFU (P;Q)vU (Q)� v (P ) � Z� f0 (�x; �)Q (d�)� Z� f0 (�x; �)P (d�) � dFU (P;Q) :2. Na
h De�nition der Wa
hstumsfunktion  P (�) gilt:Z� f0 (x; �)P (d�)� v (P ) �  P (d (x; S (P ))) 8x 2 X \ 
`U:Sei ~x 2 SU (Q). Dann ist2dFU (P;Q) � Z� f0 (~x; �)P (d�)� Z� f0 (~x; �)Q (d�)| {z }=vU (Q) +vU (Q)� v (P )= Z� f0 (~x; �)P (d�)� v (P )�  P (d (~x; S (P ))) :Also folgt d (~x; S (P )) �  �1P (2dFU (P;Q)).Sto
hastis
he Optimierung Wintersemester 2002/2003



KAPITEL 2. OPTIMALITÄT, DUALITÄT UND STABILITÄT 233. No
h zu zeigen: SU (Q) ist CLM Menge bzgl. U , falls dFU (P;Q) �klein� ist.Angenommen, es existiert eine Folge fPngn2N � PFU (�) mitdFU (P; Pn) n!1����! 0 und SU (Pn) 6� U 8n 2 N:Dann existiert für alle n 2 N einxn 2 SU (Pn) n U � X \ 
`U n U:Aufgrund der Kompaktheit von X \ 
`U nU existiert dann eine in X \ 
`U nU konvergenteTeilfolge fxnkgk2N, xnk k!1����! x 2 X \ 
`U n U , und mit Lemma 2.18 folgtZ� f0 (x; �)P (d�) � lim infk!1 Z� f0 (xnk ; �)Pnk (d�) = lim infk!1 vU (Pnk ) = v (P ) ;also ist x 2 S (P ) � U . Widerspru
h zu x 2 X \ 
`U n U .Bemerkung 2.20 (Wa
hstum). Falls die Wa
hstumsfunktion  P (�) die Eigens
haft  P (�) �
 � �k, für alle kleinen � 2 R+ und gewisse 
 > 0, k � 1, hat, so sagt man, daÿ (SP) ein Wa
hstumder Ordnung k besitzt (k = 1 und k = 2: lineares bzw. quadratis
hes Wa
hstum), d.h.Z� f0 (x; �)P (d�) � v (P ) + 
d (x; S (P ))k 8x 2 X \ 
`U; d (x; S (P )) kleinIn diesem Fall gilt:  �1P (r) � � r
� 1k für �kleines� r 2 R+ .Bemerkung 2.21 (Globalisierung). Die lokalisierten Konzepte vU (�) und SU (�) in Satz 2.19können in den folgenden beiden Fällen dur
h v (�) bzw. S (�) ersetzt werden:1. Die Probleme min�Z� f0 (x; �)Q (d�)����x 2 X�sind konvex und SU (Q) ist CLM Menge. Dann ist SU (Q) = S (Q) � U und vU (Q) = v (Q).2. X ist kompakt (wir wählen U so, daÿ X � U).Bemerkung 2.22 (Vergröÿerung von FU). Wählt man eine Klasse F von meÿbaren Funktio-nen von � in �R und FU � F , so vergröÿert si
h dFU zu dF und die Aussage von Satz 2.19 bleibtri
htig (dabei �verkleinert� si
h au
h PFU ).Dies ist von Bedeutung, um die s
hwer handhabbaren Pseudo-Metriken für die Anwendung nutzbarzu ma
hen, insbesondere für deren Bere
hnung bzw. Abs
hätzung und für die Charakterisierungder Konvergenz bzgl. dFU .Genauer: Man su
ht eine Klasse F , so daÿ eine Normalisierungskonstante C = C (F) > 0 existiert,so daÿ Cf0 (x; �) 2 F , 8x 2 X \ 
` (U), und daÿ F �ni
ht zu groÿ� ist.Beispiel (zweistu�ge lineare sto
hastis
he Programme, vgl. Bsp. 2.14). f0 hat die Formf0 (x; �) = h
1; xi+�(
2 (�) ; A21 (�)x� b2 (�)) 8 (x; �) 2 X1 � �wobei � (u; t) := inf fhu; yij y 2 X2; A22y = tgfür Polyeder X1, X2 und a�n lineare Funktionen 
2 (�), b2 (�) und A21 (�).Unter den Voraussetzungen (A1) und (A2) (vgl. 2.12) existiert ein L > 0, so daÿ���f0 (x; �)� f0 �x; ~����� � L kxkmaxn1; k�k ; 


~�


o


� � ~�


 ; 8�; ~� 2 � 8x 2 X1 \ 
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24 2.4. STABILITÄTO�ene Frage: Wie ist die Struktur von f0 im Fall T > 2 ?Wir wählen F = F2 (�), wobei für p � 1Fp (�) := �f : �! R �������f (�)� f �~����� � max�1; k�kp�1 ; 


~�


p�1�


� � ~�


 8�; ~� 2 �� ;�p := dFp(�);Pp (�) := �Q ����Z� k�kpQ (d�) <1� :�p ist de�niert auf Pp (�) (Fortet-Mourier-Metriken ('53; [Ra91℄)).Es gilt: Eine Folge fPngn2N konvergiert gegen P im Sinne von �p , fPngn2N konvergiert s
hwa
hgegen P und Z� k�kp Pn (d�)! Z� k�kp P (d�) :Ferner existieren Dualitätssätze und Abs
hätzungen für �p (vgl. [Ra91℄).Bemerkung 2.23 (Beziehungen zur s
hwa
hen Konvergenz).De�nition (s
hwa
he Konvergenz ([Bi68, Du89℄)). Eine Folge fPngn2N in P (�) konvergierts
hwa
h gegen P , gdw. für jede (Lips
hitz-)stetige, bes
hränkte Funktion f : �! R:limn!1 Z� f (�)Pn (d�) = Z� f (�)P (d�)Notation. Pn w! P (w ... weak)De�nition (P -Uniformitätsklasse). Konvergiert dF (Pn; P ) gegen 0 für jede Folge fPngn2Nmit Pn w! P , so heiÿt F P -Uniformitätsklasse.Proposition (Topsøe '67). F ist eine P -Uniformitätsklasse, gdw. F glei
hmäÿig bes
hränkt istund F ist glei
hgradig stetig P -f.ü. in �.Falls F ni
ht glei
hmäÿig bes
hränkt ist, kann dF (Pn; P ) ! 0 nur für Folgen Pn w! P erwartetwerden, für die F glei
hmäÿig integrierbar bzgl. fPngn2N ist, d.h.limR!1 supn2N supf2F Zf(�)>R jf (�)jPn (d�) = 0:Bemerkung (diskrete Wahrs
heinli
hkeitsmaÿe). Diskrete Wahrs
heinli
hkeitsmaÿeP = nXj=1 pjÆ�j ;pj > 0, �j 2 �, j = 1; : : : ; n, Pnj=1 pj = 1, n 2 N, Æ� das Dira
-Maÿ, Æ� (B) := � 1 � 2 B0 sonst ,B � �, liegen in vielen Fällen in den Mengen PFU .Satz 2.24 ([Bi68℄). In P (�) ist die Menge aller diskreten Wahrs
heinli
hkeitsmaÿe bzgl. ders
hwa
hen Konvergenz di
ht.
Sto
hastis
he Optimierung Wintersemester 2002/2003



Kapitel 3Sto
hastis
he Programme mitdiskreten Wahrs
heinli
hkeitsmaÿenGegeben sei ein diskretes Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ~P := NXj=1 pjÆ�j ;so daÿ dFU �P; ~P� �klein� ist. Dann betra
hten wir (SP) mit P := ~P .Konzeptionell wird das so modelliert, daÿ � auf (
;F ;P) mit
 = f!1; : : : ; !Ng ; pj := P (f!jg) > 0; j = 1; : : : ; N;de�niert ist. Dann ist PNj=1 pj = 1. Sei�jt := �t (!j) ; xjt := xt (!j) ; j = 1; : : : ; N; t = 1; : : : ; T:Es galt: f;;
g = F1 � F2 � : : : � Ft � : : : � FT = F = Potenzmenge von 
:Sei Ct ein endli
her Erzeuger von Ft, d.h.Ft = � (Ct) für Ct = fEtigi2Itmit ; 62 Ct, Si2It Eti = 
, Eti \ Etk = ;, i 6= k.Für Eti 2 � (Ct+1) gilt wegen Ft � Ft+1, daÿ Eti Vereinigung gewisser Mengen aus Ct+1 ist, und1 � 
ardIt � 
ardIt+1 � N; t = 1; : : : ; T � 1:Lemma 3.1. Für jeden Zufallsvektor f�tgTt=1 auf (
;F ;P) gilt: �t ist bzgl. Ft meÿbar, gdw.�t (!k) = E [�t jEtj ℄ (!k) = Xi:!i2Etjpi�itXi:!i2Etjpi 8!k 2 Etj ; j 2 It; t = 1; : : : ; T:25



26Beweis. �t ist bzgl. Ft meÿbar, gdw.�t = E [�t jFt ℄ = Xj2It E [�t jEtj ℄�Etj = Xj2It 1P (Etj) ZEtj �t (!)P (d!)!�Etj = Xj2It Xi:!i2Etjpi�itXi:!i2Etjpi �EtjDann ist �t konstant auf Etj und es gilt �t (!) = E [�t jEtj ℄, 8! 2 Etj , j 2 It, t = 1; : : : ; T .Bemerkung 3.2. Aus Lemma 3.1 ergeben si
h für die Ni
htantizipativitätsbedingungen (NA)xt = E [xt jFt ℄, t = 1; : : : ; T , in (SP) die folgenden Glei
hungen:xkt = Xj2It �Etj (!k) Xi:!i2EtjpixitXi:!i2Etjpi ; k = 1; : : : ; N; t = 1; : : : ; T � 1: (NA)Dies sind (T � 1)N lineare (vektorielle) Glei
hungsrestriktionen.Für t = 1 ist I1 = f1g und E11 = 
. Dann ergibt si
hxk1 =  NXi=1 pi!�1| {z }=1 NXi=1 pixi1 = NXi=1 pixi1; k = 1; : : : ; N;also x11 = : : : = xN1 .Für t = T ist IT = f1; : : : ; Ng und CT = ff!1g ; : : : ; f!Ngg. Dann ergibt si
hxkT = 1pk pkxkT = xkT ;also sind die Glei
hungen redundant.Szenario-S
hreibweise von (SP):min( NXi=1 pif �xi1; : : : ; xiT ; �i1; : : : ; �iT � ����xit 2 Xt; gt �xi1; : : : ; xit; �it� � 0; i = 1; : : : ; N;t = 1; : : : ; T und (NA))(SPs)Dies ist ein Optimierungsproblem mit NT (vektoriellen) Variablen und N (2T � 1) Restriktionen(ohne �xit 2 Xt�).Idee: Dimensionsreduzierung dur
h explizite Berü
ksi
htigung der (NA)-Bedingungen. Dabei seiNt = 
ard (Ct) = 
ard (It) und es gilt Etj 2 � (Ct+1), j = 1; : : : ; Nt, t = 1; : : : ; T , d.h. Etj ist eineVereinigung gewisser Mengen Et+1;k, k 2 It+1. Konstruiere nun einen Graph, dessen Knotenmengeden Elementen Etj von Ct, t = 1; : : : ; T , bzw. den Szenarien von xt, t = 1; : : : ; T , entspre
hen unddessen Kanten den obigen �Vereinigungen� entspre
hen, d.h. es existiert eine Kante zwis
hen denzu Etj und Et+1;k gehörigen Knoten, gdw. Et+1;k � Etj , j 2 Jt, k 2 Jt+1, t = 1; : : : ; T � 1. DieserGraph besitzt eine Baumstruktur mit der Wurzel in E11 = 
 und den Blättern f!1g ; : : : ; f!Ng.N � N sei eine Numerierung der Knotenmenge des Graphen, so daÿ n = 1 der Wurzelknoten ist.Sto
hastis
he Optimierung Wintersemester 2002/2003



KAPITEL 3. STOCHASTISCHE PROGRAMME MIT DISKRETENWAHRSCHEINLICHKEITSMAßEN 27Notation. Zu n 2 N bezei
hne� n� den Vorgängerknoten von n,� n�k := �n�(k�1)��, wobei n�1 := n�,� N+ (n) die Menge der Na
hfolger von n,� t (n) ist so de�niert, daÿ n�t(n)+1 = 1,� Nt := fn 2 N jt (n) = tgNT ist die Menge der Blätter (
ardNT = N).� i (n) der Szenario-Index aus f1; : : : ; Ng, der zumBlatt n gehörtWir de�nieren:�n := pi(n) = P ��!i(n)	� 8n 2 NT ;�n := Xn+2N+(n)�n+ 8n 2 N n NT :Dann ist Pn2Nt �n = 1 für alle t = 1; : : : ; T . 3 T21

nn_ n+n+n = 1 Szenario

Wir identi�zieren nun ��it	Tt=1 , f�ngn2N �xit	Tt=1 , fxngn2Nund erhalten die Szenariobaum-S
hreibweise von (SP):min( Xn2NT �nf �x1; : : : ; xn� ; xn; �1; : : : ; �n� ; �n� ����� xn 2 Xt(n)gt(n) �x1; : : : ; xn; �n� � 0 8n 2 N ) (SPB)Dies ist ein Optimierungsproblem mit 
ard (N ) (vektoriellen) Variablen und 
ard (N ) (vektoriel-len) Restriktionen (ohne �xn 2 Xt(n)�).Bemerkung 3.3. Haben die Funktion f und gt die spezielle separable Strukturf (x1; : : : ; xT ; �1; : : : ; �T ) = TXt=1 ft (xt; �t) ;gt (x1; : : : ; xt; �t) = Attxt +At;t�1 (�t) xt�1 � bt (�t) ;so entstehen in der Baum-Formulierung folgende Strukturen:Xn2NT �nf �x1; : : : ; xn; �1; : : : ; �n� = Xn2N �nft(n) (xn; �n)gt(n) �x1; : : : ; xn; �n� = At(n);t(n)xn +At(n);t(n)�1 (�n)xn� � bt(n) (�n)Die Restriktionsmatrix ist dabei strukturiert und s
hwa
h besetzt.Bemerkung 3.4 (Generierung von Szenariobäumen). Generelle Methodik:1. Erstellung eines sto
hastis
hen Modells für den Prozeÿ f�tgTt=1 (Varianten: Historis
he Ver-läufe na
h erfolgter Datenanalyse, Anpassung von Zeitreihen- oder Regressions-Modellen)und Simulation von Szenarien.2. Untersu
hung der Ähnli
hkeiten von Szenarien in jedem t mit �Bündelung� ähnli
her Szena-rien (Cluster-Analyse).Für eine konkrete Anwendung müssen nur das Modell in 1. und das Ähnli
hkeitsmaÿ in 2. geeignetgewählt werden.Wintersemester 2002/2003 Sto
hastis
he Optimierung
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Kapitel 4DekompositionsmethodenEs existieren primale und duale Zugänge zur Dekomposition, d.h. sukzessive Zerlegung dergroÿen, strukturierten Optimierungsprobleme (SPs) bzw. (SPB). Literatur: [BL97, RS03℄4.1 PrimalIdee: Sukzessive Einführung von �S
hnitten� (�
uts�), d.h. lineare Restriktionen zur Verkleinerungder zulässigen Menge und der Verbesserung der Zielfunktion.Methodik: nested Benders - Dekomposition (u.a. Gassmann '90)4.2 DualDie Dualisierung von Ni
htantizipativitätsbedingungen führt zur Szenario-Dekomposition. DieDualisierung verkoppelnder Restriktionen führt zur geographis
hen Dekomposition. Es entstehtdann zum primalen Problem (SPs) bzw. (SPB) ein duales Problem.Dana
h wird im linearen Fall (bei Vorliegen von Dualität) ein sogenanntes primal-duales Lö-sungsverfahren angewendet, das glei
hzeitig das primale und duale Problem löst (z.B. augmentedLagrangian methods, splitting methods, interior point methods). Im ni
htkonvexen Fall wird dasduale Problem gelöst und damit eine untere S
hranke für (SP) erhalten. Dies ist Startpunkt fürGlobalisierungste
hniken (bran
h-and-bound, Heuristiken, et
.)4.2.1 Szenario-DekompositionDas duale Problem ist max�1 D1 (�1)wobei die duale Funktion D1 (�) de�niert ist mittelsD1 (�1) := inf8>>>>><>>>>>: nXi=1 pi "f �xi1; : : : ; xiT ; �i1; : : : ; �iT �+ TXt=1 xitH it (�1;t)# ����������� xit 2 Xtht �xit; �it� � 0gt �xi1; : : : ; xit; �it� � 0t = 1; : : : ; Ti = 1; : : : ; N
9>>>>>=>>>>>;= nXi=1 piD1i (�1) 29



30 4.2. DUALwobei für i = 1; : : : ; ND1i (�1) := inf8>>><>>>:f �xi1; : : : ; xiT ; �i1; : : : ; �iT �+ TXt=1 xitH it (�1t) ��������� xit 2 Xtht �xit; �it� � 0gt �xi1; : : : ; xit; �it� � 0t = 1; : : : ; T 9>>>=>>>; :Dies entspri
ht N Optimierungsproblemen, eines für jedes Szenario.4.2.2 Geographis
he DekompositionAusgangspunkt sei das folgende primale Problem in Szenariobaumform (m� N (T � 1)):min8>>>>><>>>>>:Xn2N �n mXj=1 f jt(n) �xnj ; �n� ����������� xnj 2 Xjt(n) j = 1; : : : ;mgjt(n) �xn�j ; xnj ; �n� � 0 j = 1; : : : ;mmXj=1hjt(n) �xnj ; �n� � 0 n 2 N 9>>>>>=>>>>>;Dann zerfällt die duale Funktion D2 (�) folgendermaÿenD2 (�2) = mXj=1D2j (�2)wobei für j = 1; : : : ;mD2j (�2) := inf(Xn2N h�nf jt(n) �xnj ; �n�+ �n2hjt(n) �xnj ; �n�i ����� xnj 2 Xjt(n)gjt(n) �xn�j ; xnj ; �n� � 0 n 2 N )Dies sind m Optimierungsprobleme, jeweils für �xnj 	n2N , j = 1; : : : ;m.
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