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Kapitel 1
Einleitung

Gegenstand: Optimierungsprobleme mit stochastischen Parametern, unter besonderer Beriick-
sichtigung dynamischer Modelle

Historie: ~1950, Dantzig, Wets, Birge, Rockafellar, ...; Kall, Ziemba, Prekopa, Dupacova, ...

1.1 Mathematisches Modell

Gegeben ist ein stochastischer (Daten-)Prozef§

T
£ = {ft}t=1
iiber (2, F,P). Dabei ist £ determiniert mit bekannter Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Gesucht ist ein stochastischer (Entscheidungs-)Prozef

T
ri={x},_,

iiber (Q, F,P). Dabei ist z; determiniert und z; nicht antizipativ, d.h. z; hingt nur von &;,...,&
ab, bzw. z; ist F;-mefbar, wobei

-7:t Z=0’{€1,...,€t}.

Dann ist
{@,9}2.7:1 g...g}-t_l gftgng:}-
Minimiere
E[f({l?,g) :f(wla"':mTaflz"'afT)]
bzgl. s € Xt, gt (®1,...,24,&) <0 (P-fast-tiberall)

Oder eine allgemeinere Zielfunktion F[f (z,£)], wobei F ein Risiko-Funktional auf einem linearen
Raum von reellen Zufallsvariablen ist.

x; ist Fi-mekbar.

Y

Eine spezielle Form ist
T
.f (x,f) = Z ft (xtagt) 3
t=1

speziell wenn f; (-, &) konvex ist. Im linearen Fall ist

T
Z(Ct (&), xe)

fz.6) =
t=1
t—1
gt (@1, &) = Au (&) we + ZAtT (&) zr —be (&)
T=1



6 1.2. ANWENDUNGSBEISPIELE

1.2 Anwendungsbeispiele

Beispiel 1.1 (Blumen-Junge).

e a; Preis fiir den Kauf einer Lilie am Tag ¢, ¢; > a; Verkaufspreis

d; = & zufilliger Bedarf an Lilien am Tag ¢

2; Anzahl der gekauften Lilien am Tag ¢

z¢ Anzahl der vernichteten Lilien am Tag ¢, s;_; Anzahl der vom Vortag iibrigen Lilien

Ziel: Gewinnmaximierung:

iEtZO,ZtZO,StZO, t=1,T
(Cl_al)(‘rl_sl) ZtZSt—l_dt; tZQ,T
max L 3t+2t2xt+3t71_dt, t:2,...,T
+E Z(ct =) (T + 51 = 8t) — oz (zt, 21, 8¢) Fr-mefbar t=1 T
i—2 s “ts PR

Sp = 0, Z1 = 0
Beispiel 1.2 (stochastisches Strom-Management).
e ] Menge von Erzeugereinheiten und Vertriige

e T Anzahl von Zeitperioden

{ét}le Prozef bestehend aus stochastischer Last/Preise/Zufliisse

S; (&) Restriktionsmenge fiir Einheit i

pi,+ Entscheidung fiir ¢ und ¢

i (&, pir) Gewinn der Entscheidung p;; in der Einheit 4 in ¢

C (&) Gleichgewichtsrestriktionen, Lastdeckung, Reserve

T . S,
max{E ZZTi(ft:pi,t) ‘pp E C((gf)) }

iel t=1
Beispiel 1.3 (OD-Optimierung von Airlines).

e [ origins i, J destinations j

o L CIxJlegsl (Flug von i nach j)

e | € L, k; € N Buchungsklassen

e z; ;1 Buchungsgrenze (maximale Anzahl der Sitze in Klasse k£ von ¢ nach j)

¢ ¢; Kapazitit von leg I von i nach j

ky

Zijk >0, Y mijr<a, 1=1(0,))
k=1

fij,x Buchungspreise fiir Klasse k& von ¢ nach j

d; ;.1 Passagieraufkommen fiir Klasse k von ¢ nach j

ki

max QB | > fijrzijn| |0 < zijn <dijk, P wijk <0
ik k=1

Ziel: dynamische Modelle, Buchungssteuerung, dynamische Preise f; ; 1.+, Grenzen z; ;1 +, Passa-
gieraufkommen d; ; 1 +
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Kapitel 2

Optimalitat, Dualitat und Stabilitat

2.1 Mefibarkeit

Ziel. Theorie mefbarer mengenwertiger Abbildungen und normaler Integranden.

(Q, F) bezeichne einen mefbaren Raum, manchmal auch (€, F,P) mit dem Wahrscheinlichkeits-
maf P. B(R™) sei die Borel-o-Algebra. Sei

B(z,r) :={y e R" [[ly -z <r}
die abgeschlossene Kugel um z € R™ mit Radius r (bzgl. einer Norm ||-||) und bezeichne
B:=B(0,1)={y e R [[ly[| < 1}
die abgeschlossene Einheitskugel im R™. Definiere den Abstand eines Punktes z € R™ zu einer
Menge ) # B C R™ mittels
d(2,B) = inf o~y

und d (z,0) := +oo. Dann gilt |d (x, B) — d (%, B)| < ||z — #|| fiir alle z,7 € R™ und ) # B C R™.
Fiir eine mengenwertige Abbildung I': @ = R™ von Q in den R™, d.h. T (w) C R™, w € 0, sei

I '(z) = {weQlrel(w)}, x € R™,
r'@ = [JIr'(@). BCR™
TEB

Dann ist
I'B)={weQl(w)NB#0}.

Sei weiterhin
domI:=T"'(R™) ={we QT (w) A0}

und
gphl := {(w,2) e A X R" |z €' (w)}.

Satz 2.1. Es sei ' : Q = R™ abgeschlossen-wertig. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. T ist mefbar, d.h. T=1 (0) € F fiir alle O C R™ offen.
2. T7Y(D) € F fiir alle D C R™ abgeschlossen.

7



8 2.1. MESSBARKEIT

3. Die Funktion d (z,T () : @ — R ist meflbar fiir alle z € R™.

4. domT' € F und es existiert eine abzihlbare Familie {x,}, .y mefSbarer Abbildungen von domI
in R™, so daf§ (Castaing-Selektion)

I'w) =cl{z, (w)|n € N} Vw € doml.
Beweis. 1.=2. Sei D C R™, D # ), abgeschlossen. Dann definiere die offenen Mengen
1
Dn:z{azeRm d(a:,D)<E} Vn € N.

Offensichtlich ist D C D, n € N, und D = () _y Dn. Nach Voraussetzung ist T~ (D,,) € F,

also folgt

neN

I (D)= ()T (D) €F.

neN

2.=1. Sei O CR™, O # 0, offen. Dann 1t sich O als abzéhlbare Vereinigung O = |J,,cny B (%5, €n)
darstellen. Wegen I'™! (B(z,,e,)) € F folgt dann

I 1(0)=JT " (B(wn,en)) € F.

neN

2. 3. [RW98, Theorem 14.3] Fiir z € R™ und a € [0,+00] ist d(z,[ (w)) < a, gdw. T' (w) N
B(z,a) # 0. Also ist

{weld(T(w)<a}=T""B(za).

2.=3. Da B(z,a) abgeschlossen ist, gilt T ™! (B(z,a)) € F, also {w € Q|d (z,T (w)) < a} €
F,dh. d(z,T () ist meRbar.

3.=2. Sei D C R" abgeschlossen. Dann existieren x,, € D, ¢, € Ry, n € N, so daf
D = J,en B(2n,en). Also ist

r-'(p) = U T (B(xn,en)) = U {weQd(zy, T (w) <ep}elF.
neN neN

4.=1. Sei O C R™ offen. Dann ist

I~ (0) = | J {w e domT |z, (w) € 0} = <U z;! (0)) Ndoml € F,

neN neN

da die z,, n € N, mefsbar sind.
1.=/. [RW98, Theorem 14.5] O
Satz 2.2. Sei I' : @ = R™ abgeschlossen-wertig und stetig. Ist I' mefibar, so gilt

gphl' e FOB(R™):=c{AxB|Ae F,Be B(R")}.
Die Umkehrung gilt, falls {Q, F,P} vollstindig* ist.
Beweis. (<) Sei O C R™ offen. Dann ist G := gphI' N {Q x O} € F @ B(R™) und es ist
I (0) ={we Q|3z € R™ mit (w,z) € G} =Prq(G).
Wegen der Vollsténdigkeit von (Q, F,P) folgt Prq (G) € F (Debreu ’67, Sainte-Beuve '74).

1{Q, F,P} heifit vollstindig, falls fiir A € F mit P(A) = 0 gilt: AC A= A€ F.

Stochastische Optimierung Wintersemester 2002/2003



KAPITEL 2. OPTIMALITAT, DUALITAT UND STABILITAT 9

(=) Sei I mefbar. Es gilt (w,z) € gphl' @ w e Qundz € ' (w) @ we Qund Vp € QyJa € Q"
mit z € B(a,p) und T (w) NB(a,p) # @. Dann ist

gphl' = () |J I'"'(B(a,p)) xB(a,p) € F 2 B(R™) O

PEQ+ a€Q™  r (o Satz 2.1 eB(R™)

Satz 2.3. Es seien I'; : Q@ = R™, j € J, abgeschlossen-wertig und mefbar, J sei hichstens
abzdhlbar. Dann sind die mengenwertigen Abbildungen

wHUFj(oJ), wHﬂFj(w)
jEJ jEJ

mefibar.

Beweis. Sei
I (w):= U T (w) Yw € Q,
jeJ

und D C R™ abgeschlossen. Dann ist

I''(D)={weQlw)nND#0}=|JI;" (D) eF.
jeJT

Sei nun
[(w):=[]Tjw) Ywe
JjEJ
Wir beweisen die Mefbarkeit fiir den Fall, daf (Q, F,P) vollstindig ist (ansonsten siehe [RW9S8,
Theorem 14.11]). Es ist

gphl' = ¢ (w,2) € QX R™ |z €T (w) = [T (w) p = () ephl; € F @ B(R™)
jeJ JjEJ

und gphl'; € F ® B (R™) nach Satz 2.2. Mit Satz 2.2 folgt, daff ' mefibar ist. O

Wir vereinbaren B
R:=RU {400, —00}.

Definition (normaler Integrand). Eine Funktion f : Q x R™ — R heikt normaler Integrand,
falls die mengenwertige Abbildung Ey : Q@ = R™ x R

wi Ep (w) :=epif (w,-) :={(z,a) € R" x R|f (w,z) <a}
abgeschlossen-wertig und mefsbar ist.
Satz 2.4. Es sei f : Q x R™ — R ein normaler Integrand. Dann gilt
1. f(w,"):R™ — R ist unterhalbstetig fiir alle w € Q, d.h. lim_jpff (w,z) > f(w,T) VI € R™.
T T

2. Ist x: Q — R™ mepbar, so ist f(-,2(-)) : @ = R mefbar.
f(,2): Q= R ist mefbar fir alle x € R™.

3. fist F @ B(R™)-mefsbar.

Ist (Q, F,P) vollstindig, f F & B(R™)-mefbar und f (w,-) unterhalbstetig, so ist f ein normaler
Integrand.

Wintersemester 2002/2003 Stochastische Optimierung



10 2.1. MESSBARKEIT

neny € R™ mit 2, — 2 und f (w,z,) — a&.

Wegen (zn, f (w,z,)) € Ef(w) folgt aus der Abgeschlossenheit von E; (w), da (Z,a) =
lim (2, f(w,2z,)) € Ef (w), also f (w,Z) < a.
n— o0

Beweis. 1. Sei z € R™, & :=liminff (w, z) und {z,}
T—T

2. Sei z : Q = R™ mefRbar und R, : Q = R™ x R,
R, (w) :={z (w)} x (=00, a] YVwe QaeR
Dann gilt fiir beliebige o € R:
{we|f(wazWw) <a}={weQE; (W)NRa(w) # 0} =dom (E; ()N Ra (1) € F,

falls Ef () N Ry (+) mefsbar ist. Dies gilt, da E; und R, mefbar sind und wegen Satz 2.3.
Sei z (w) =2 € R™. Dann ist f (-, z) meRbar.

3. Sei @ : Q — R meRbar und wir betrachten L : Q = R™.
Lw):={zeR"|f(w,z)<a(w)}, YweN

Dann ist L abgeschlossen-wertig.
Wir zeigen: L ist mefbar.
Sei D C R™ abgeschlossen und wir betrachten R : Q@ = R™ x R,

R(w):=D x (—o0,a(w)].
R ist mefsbar und daher gilt
L™ (D)

{weN|L(w)ND #0}
{weQlEf (W NR(W) #0}
— dom(E;()NR()) € T,

d.h. L ist mefbar (Satz 2.1). Fiir a (w) = a € R gilt nach Satz 2.2 speziell:
{(w,2) € QX R"|f (w,z) <a}=gphLl € Fo B(R™).
Dann ist f F ® B (R™)-mefbar.
Der Rest folgt analog zu Satz 2.2. O

Beispiel 2.5. Es sei ' : = R™ abgeschlossen-wertig und mefibar.
Wir betrachten die Indikator-Funktion dp : Q x R™ — R,

or (w,z) :== {20 zZ£EZ;

or (w, -) ist unterhalbstetig.

Or ist ein normaler Integrand gdw. I' abgeschlossenwertig und mefibar ist.

0, w¢ domI‘)

(epi&r ) =l R R s 0) = {F(w) x[0,00), w € domI’

Wir betrachten die Optimierungsaufgabe:
min {fo (w,) v € T () }

Aquivalent dazu ist
min {fO (UJ,Q?) + dr (wax) |{E €eR™ }

Falls fo : Q x R™ — R ein normaler Integrand ist, so ist auch fq + dr ein normaler Integrand.

Stochastische Optimierung Wintersemester 2002/2003



KAPITEL 2. OPTIMALITAT, DUALITAT UND STABILITAT 11

Folgerung. 1. Essei f: Q@ xR™ — R eine Carathéodory-Funktion, d.h. f (-, ) ist meRbar fiir
alle z € R™, und f (w,-) ist stetig fiir alle w € Q.

Dann ist f ein normaler Integrand.

2. Esseien fj : @ x R™ — R normale Integranden und a; : @ — R meRbar fiir alle j € J, wobei
J hochstens abzéhlbar ist. Dann ist

wT(w):={zeR"|fj(w,z) <a;(w) VjieJ}

abgeschlossen-wertig und mefibar.

Beweis. 1. Sei (Q,F,P) vollstdndig (allgemeiner Fall: [RW98, 14.29]). Fiir a € R gilt

(@) fwo) <at= (] U {welf(@a)<a+p}xBlap) e FeBREM).
p€Q4 a€eQm gt

EF

Mit Satz 2.4 folgt dann, dafl f ein normaler Integrand ist.

2. Aus dem Beweis von Satz 2.4, 3., folgt, daf die Funktionen L; : @ = R™, L; (w) :=
{z e R |fj (w,z) < j (w)}, j € J, mefibar und abgeschlossen-wertig sind. Nach Satz 2.3
ist dann auch w — I' (w) = (¢ ; Lj (w) mefbar und abgeschlossen-wertig. O

Satz 2.6. Es sei f: Q x R™ — R ein normaler Integrand und wir betrachten

v(w) = iégm f(w,z), Yw € Q,
S(w) = argminf(w,z) ={z € R"|f(w,z) <v(w)}, Yw € Q.
z€R™

Dann ist v: Q — R mefbar und S : Q = R™ abgeschlossen-wertig und mefbar.

Beweis. Fir a € R ist

{welpw)<a}={weQ|FTeR": f(w,z) <a}
={w e Q[E; (w) N (R™ x (-00,0a)) #0} € F,

also ist v mefibar. Die Mefbarkeit von S folgt aus der letzten Folgerung. S ist abgeschlossen-wertig,
da f (w,-) unterhalbstetig ist. O

Es sei G C F eine weitere o-Algebra.

N(G.R™) = {f:QxR™ = R|f ist normaler Integrand bzgl. (2,G) }

N (G,R™) = {feN(GR") {zeR": f(w,z) <a} ist kompakt Vw € Q,a € R}
Satz 2.7 (inf-Projektion normaler Integranden). Es sei f € N (Q,]Rm X ]Rk) und f: Q x
R™ — R,

fw,z) = inf f(w,z,y) V(w,z) € QxR
yER*

Dann gilt: f € N, (G,R™).

Beweis. 1. Wir zeigen, daf das Minimum angenommen wird (falls es existiert), d.h. fiir alle
(w,7) € O x R™ existiert ein § € R*, so daR f (w,z) = f (w, 7, 7).

Sei (w,Z) € Q x R™. Falls f (w,Z) = 400, so ist f (w,Z,y) = +oc fiir alle y € R¥ (trivial).

Sei nun f(w,Z) < +oc. Dann existiert eine Folge {y,,}, .y C R¥ mit

fw,z)= lim f(w,Z,yn).

n—oo

Wintersemester 2002/2003 Stochastische Optimierung
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Also existiert ein ng € N und a € R, so daf f (w,Z,y,) < « fiir alle n > ng. Die Menge
{(:E,yn) ER" x R |f (w,Z,y,) < a,n > ng} ist nach Voraussetzung beschrinkt, also exi-
stiert eine konvergente Teilfolge {yn, };cny € {Un}nens Uny = ¥ € R*. Aus der Unterhalbste-
tigkeit von f folgt nun

[ w,8) = lim £ @.3,90) 2 f (0,2,5) 2 ] (w,3),

also f (w,z) = f (w,Z,7).

. Wir zeigen, daf f (w,-) unterhalbstetig ist fiir alle w € Q.

Sei w € Q und {z,},y eine Folge in R™ mit z,, — Z. Nach 1. existieren y,, € R* mit

fw,zy) = f(W,Zn,yn) YneN
Es ist zu zeigen: liminf f (w,z,) > f (w, 7).
n—oo
0.B.d.A. gelte liminf f (w,z,) = lim f(w,z,) < co.
n—oo n—oo

Dann existiert ein @ € R und ng € N, so daf f (w, Zn,yn) < @, n > ng, alsoist {(zn,Yn)},5n,
nach Voraussetzung an f beschriinkt. Dann existiert eine konvergente Teilfolge {yn, },cn C

{yn}neN= (xm ) ym) - (i: ?j)a und es fOlgt

hmlnff_(w,$n) = lhm .f_(waxm) = lhm f(wa‘rmaym) Z f(wajag) Z f(wai)'
—00 —00

n— o0

Aus der Unterhalbstetigkeit von f(w,-) fiir alle w € Q folgt die Abgeschlossenheit von
epif (w,-), w € Q.

. G-Mefbarkeit von w ~ epif (w, ). Es ist

Ef(w) {(m,a)G]Rmx]R|f(w,w)§a}
{(z,a) e R™ ><]R|3§€]Rk D f(wz, ) <a}

Po By (w)

wobei P : R™ x R¥ x R — R™ x R mittels P (z,y,a) := (z,a) definiert ist. P ist mefbar.

Sei O C R™ x R offen. Dann ist

{weQ|PoEs(w)NO #£0}
= {weQ|Ef(w)nP ' (0)£0}
E;' (P71(0)) €G.

Ej;l(O):{wGQ‘Ef(w)ﬂOaé@}

Aus 2. und 3. folgt nun f € N (G,R™).

. Sei w € Q und a € R. Zu zeigen: {a: € R™ ‘f(w:n) < a} ist kompakt.

Sei {n},cy cine Folge mit f(w,z,) < a Vn € N. Dann existiert eine Folge {yn}, oy C RF
mit f (w,z,) = f (W, Zn,yn) < a. Aufgrund der Voraussetzungen an f existiert dann wieder
eine konvergente Teilfolge von {(n, yn)},eny € R™ x R¥, also auch von {z,}, o O

Stochastische Optimierung Wintersemester 2002/2003



KAPITEL 2. OPTIMALITAT, DUALITAT UND STABILITAT 13

Es sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, G C F eine o-Algebra.

( IfeNGR"),q: Q=R )
P (d
N:(G,R™) = (f:QxR" >R /Q\q(w)\ (o) < oo
Ve e R" . f(w,z) > q(w)P-fi.
L P(f(w,z)=f(w,z)Vz eR™) = 1 )
( IfEN(GR?), ¢g: Q=R )
P (d
Noi (GR™) = {f:QxR™ SR /Q‘Q(w)‘ (o) < oo
VeeR": f(w,z) > ¢q(w)P-ALi.
\ P(f(w,2)=f(w,z)VzeR™) = 1 J

Definition (bedingte Erwartung). Fiir z : Q@ — R F-meRbar mit z (w) > ¢(w) P-fii.,
Jo la (W) P (dw) < oo, heit )
y=E[z|G]: Q>R

bedingte Erwartung von z bzgl. G, falls y G-mefbar ist und
/ y () P (dw) = / (@) P(dw) VAEG.
A A

Die bedingte Erwartung von z bzgl. G existiert und ist P-f.ii. eindeutig. ([Sh96, Kap. I1.7])

Frage: Gegeben ist f € N; (F,R™), 2 : Q@ — R™ G-mefbar. Dann ist f (-, x (-)) nach Satz 2.4, 2., F-
meﬁbar Ist die Abbildung E[f (-, (-))|G]: @ — R, die nach Definition G-mefbar ist, darstellbar
in der Form g (-, z (-)) mit g € N (G,R™) ?

Satz 2.8 (Dynkin/Evstigneev 76 [DE76, 325-328]). Fir jede o-Algebra G C F und jedes
f € N; (F,R™) existiert ein g € N; (G,R™), so daf fiir alle G-mefbaren x : Q — R™

Elf(,z()g] (w) =g(w,z(w)  P-fi.

g heif§it reguldr bedingte Erwartung von f bzgl. G. Notation: E" [f |G] :=

Satz 2.9. 1. Ist f € Noi (G.R™ x R¥) und ¢ : @ x R™ — R definiert durch
p(w, )= yienékf (w, z,y) V(w,z) € Q x R™,

so gilt o € N (G,R™)
2. Ist f € Noi (F,R™), so gilt E" [f|G] € Nei (G, R™).

Beweis. 1. Sei f € NV (g,]Rm X ]Rk). Dann existiert ein f € N, (g,]Rm X ]Rk) mit

P ({w|f (w,2,y) = f (w,2,9)V (z,y) ER™ xR* }) =1
Sei B
@ (w,z):= inf f(w,z,y) V(w,z) € O x R™.
yERK
Nach Satz 2.7 ist dann @ € N, (G, R™) und

P{wle(w,z) = ¢(w,z) Vo e R™ }) =
Da ¢ : © — R existiert mit [, ¢ (w)| P (dw) < oo und f (w,z,
(z,y) € R™ x RF, folgt @ (w,z) > q(w). Also ist ¢ (w,z) > q (W)
daher ¢ € NV,; (G, R™).
2. Nach Satz 2.8 gilt: E" [f|G] € NV (G, R™).
Zu zeigen: Es existiert ein g : Qx R™ — Rmit P[{w|g (w,z) =" [f|G] (w,z),Vz € R* }] =
lund P{w|{z € R" |g(w,z) < a} ist kompakt fiir alle « € R}] = 1.
Beweis: vgl. [Ev76, Theorem 5, 267-272] O

) > ¢ (w) P-fi. fir alle
.

Y
P-f.i. fur alle x € R™ und

Wintersemester 2002/2003 Stochastische Optimierung



2.2. DYNAMISCHE OPTIMIERUNG UND DETERMINIERTE AQUIVALENTE
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2.2 Dynamische Optimierung und determinierte dquivalente
stochastische Programme

Wir betrachten das stochastische Optimierungsproblem

z: € X;
min E[f(a:l,...,a:T,f(w))] gt(xl,...,xt,ft)SO P — f.i. t=1,,T (SP)
x; ist F; — mefibar

wobei £ = {ft};‘ll ein stochastischer Prozef tiber (Q, F,P) ist, F; := o (&1,...,&), t =1,...,T,
flz{wag}afT:f: th]Rmt:

T T B
f o+ XR™x XR* =R,
t=1 t=1
N N —
RrR™ Rs
t
g R™ x R* — R%.
T=1

Wir definieren die Funktion fr : Q x R™ — R durch

f(mlz"':mng(w)) Ty EXt:gt(wlz"':mtzgt) Soat: 1:"'7T
+00 sonst

fr(w,z1,...,x7) ;:{

fiir alle (w,21,...,27) € A X R™ = Q x X/_, R™.

Voraussetzung (A): f, X; und g;, t = 1,...,T, haben die Eigenschaft, daf fr € N; (F,R™).

(Kriterien dafiir sind Beispiel 2.5 bzw. die darauffolgende Folgerung fiir die Zugehorigkeit zu
N (F,R™))

Wir definieren rekursiv die Funktionen (,, Bellmann-Rekursion)

i @,21 @)y @) = B LA Goan ()yem () [F] @) PEil, t=T,..,1 (2.1)
ft,1 (w,xl,...,xt,l) = yelﬁf;"t Pt (w,xl,...,xt,l,y) ]P-flll t:T,...,Q (22)

Satz 2.10. Es seien die folgenden Voraussetzungen erfillt: fr € Nei (F,R™), d.h. (A) ist erfiillt,
und es existiere ein ¥ : Q — R™ mit 2y Fy-mefbar und E[ fr (w, #1 (w),..., 87 (w))] < oo.

Dann ist eine Abbildung T : Q — R™ optimal fir (SP) gdw. die Bellmann-Gleichungen
Pt (w: Z1 (w) oo Tt (w)) = ft—l (wail (w) ooy Te—1 (w)) ]P)_fu;t = 17 s 7T:

erfiillt sind. Uberdies existiert eine optimale Lisung von (SP).

Beweisschritte (vgl. [Ev76, Theorem 1 und 2]). Nach Satz 2.9ist p; € Ny (.7-},)(’;:1 Rm’), fi—1 €
Nci (ft=><t7;11 ]Rmf): t= 1:' 7T

(=) (SP) ist dquivalent zu

min {E[fr (w,z1 (w),...,27 (w))] |2 ist Fi-mekbar, t =1,...,T}

und dies besitzt nach Voraussetzung eine zuléssige Losung mit endlichem Zielfunktionswert.

Wegen ¢; € N,; werden die Infima angenommen und die Lsungen sind mefbar (Satz 2.6).
Dann sind die Bellmann-Gleichungen erfiillbar.
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(<) Essei Z:Q — R™ sukzessive durch (2.2) so definiert, daf Z; Fi-mefbar ist. Dies ist moglich
nach Satz 2.6 und Auswahl einer mefsbaren Selektion aus der Losungsabbildung.

Zu zeigen:
Elfr (w,Z1 (w),...,Z7 (w))] < E[fr (w,z1 (W),...,z7 (w))]

fiir jede zuléssige Losung z :  — R™ von (SP).

Wir zeigen induktiv:
E[.ft (wajl (w)a---aft (w))] SE[.ft (waxl ((U),...,l‘t (w))]/ t=0,....T

t = 0: trivial
t—1 —t: Es gelte

Elfi—1 (W, %1 (W),...,T—1 (0))] S E[fi—1 (w,z1 (W), ..., 2e—1 (w))]

fiir alle zuléissigen x. Es gilt

E[f; (w51 (@), 2 (@)] =) Elg @51 (@), .5 ()]
D E[fl (@0, 7 W), Tt ()]
Ind.vor.
E[ftfl (waxl (W) yeees L1 (w))]
Bl (wrm (@) T ()70 ()]
(2.1)

E[ft (w= L1 (w) RRREEY (w))]
Existenz der optimalen Losung: Wir betrachten rekursiv die Minimierungsprobleme

inf Pt (waml (w) yer s L1 (w) ,y)
yER™t

fiir beliebige (w, z1,...,2¢—1) € Q % Xi;ll R™ und x4, ..., x;—1 zuléssig.
wp QX XtT_:ll R™ x R™ — Rist F; @ B (XtT_:ll R™~ )—mefﬂbar als Funktion von y € R™.

Nach Satz 2.7 existiert eine mekbare Selektion 1; (w, x1, . .., x¢—1) der Losungsmengen-Abbild-
ung des Minimierungsproblems, d.h. es gilt

ot (W, 1y T, (W T1, - T-1)) = fro1 (W, 1,00, Te)
Induktives Argument: Seien die Zi,...,Z;—1 bereits bestimmt und Fi-,..., F;_1-mekbar.
Dannist Z; == (,Z1 (-), ..., ZF¢—1 (1)) : @ = R™* Fy-mefbar.
Die so konstruierten Z1, ..., Zp erfiillen die Bellmann-Gleichungen, also ist Z = (Z1,...,Z7)
eine optimale Ldsung. O

Bemerkung 2.11 (determiniertes Aquivalent). Fiir ¢ = 1 gilt die Rekursionsbeziehung des
determinierten Optimierungsproblems

, nf Elfi (w,21)] (DA)

zur Bestimmung der optimalen Erststufen-Entscheidung. Satz 2.10 gibt Bedingungen, wann (DA)
16sbar ist und zu einer Losung z; “ausgebaut” werden kann.

In diesem Sinne sind (SP) und (DA) &quivalent. (SP) ist i.a. unendlichdimensional und (DA) stets
endlichdimensional. “Erkauft” wird dies mit der i.a. sehr komplizierten Struktur von fi, selbst
dann, wenn das Ausgangsproblem (SP) “einfach” ist.
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Bemerkung 2.12 (lineare stochastische Programme). Fiir affin-lineare Funktionen ¢ (-),
be (1), Aer (), 7=1,...,t—1,t=1,...,T, seien

T
fa,.. 2 &) = th (&) @t
t=1
t—1
gt (1, ..., 24:&) = Apze+ Z A (&) zr — bs (&)  Gleichheitsrestriktionen,
T=1

und seien die X; C R™ konvex und polyedrisch. Dann sind die Voraussetzungen von Satz 2.10
erfiillt, falls die folgenden Bedingungen giiltig sind:

(A1) “relativ vollstindige Kompensation” (“relatively complete recourse”)
Fiir jedes t =1,...,T gilt P-f.d.

My (zy, .2 1,6) = {%& € Xy

Apxy = bt ft ZAtT ft }

fir alle z, € M, (x1,...,2,-1,& (W), 7=1,...,t — 1.

(A2) “duale Zul&ssigkeit”
Fiir jedes t = 1,...,T ist P-f.i. das zu

min {Ct (gt (w)) Tt

xy € Xp, Appy = by (& (w Z Apr (& (w }

duale Optimierungsproblem zuléssig Vz, € M, (z1,...,2,-1,& (w)), 7=1,...,t — L.
(A3) min{c (fl) z1 |z1 € Xy, Aj1my = by (&) } ist inf-kompakt.
(A4) E[[I€ (@)I] = Jq 1€ W) P (dw) < o0

Bemerkung 2.13 (konvexe stochastische Programme). Es seien f (-, £) konvex, g: (-, &)
konvex, X; konvex und abgeschlossen fiir allet = 1,...,T. Falls f; € N,; (F,R™), so sind séimtliche
Funktionen ¢; und f;, ¢ = 1,...,T, konvexe normale Integranden. Insbesondere ist (DA) ein
konvexes Optimierungsproblem.

Beispiel 2.14 (zweistufige lineare stochastische Programme). Sei T':= 2. Seien

f(x1,20;8) = cizy +c2(§) 22
g2 (z1,22;8) = Aoz + Ao (§) 21 — b2 (§)

fiir affin-lineare Funktionen ¢y (+), b2 (-) und As; (+). Seien Xy, X5 Polyeder und die affin lineare
Restriktion g1 (z1;7&”) = 0 in X; integriert. Dann hat ein zweistufiges lineares stochastisches
Programm die Form

min {c1z1 + Efca (&) 22] |21 € X1,22 € Xo; Ao = by (§) — Aoy (§) 1 P-f.id.}
Es seien die Bedingungen (A1)-(A4) aus Bemerkung 2.12 erfiillt.
Die Bellmann-Gleichungen sind
fo(wyzr,22) = f(2,f (W) =cxi+c2((w))xa ~  foist normaler Integrand
fi(w,z1) inf {121 + ¢ (€ (W) 22 |22 € Xo, Asas = by (£ (W) — Aoy (€ (w)) z1 }
= cx +inf {cp (£ (w)) 22 |22 € Xo, Appxs = s (§ (w)) — A21 (£ (w)) 21 }

= as+® (e (E(w)), b2 (§(w)) = Az (§(w)) z1)
wobei ® (u,t) := inf{uyly € X2, Aoy =1t}
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Die Menge
dom® = {(u,t) |—oc < ® (u,t) < 00}

ist ein Polyeder und es existieren endlich viele polyedrische Mengen D;, j =1,...,[, so daf

D; = dom®,

s

j=1

D; N Dj ist gemeinsame Seite von D; und D; oder leer (D; N D; hat Lebesgue-Maf 0), i # j, und

@(u,t):(C’ju,t) V(U,t)EDj,jZI,...,l,

wobei C; eine Matrix geeigneter Dimension ist, d.h. ® ist eine stiickweise quadratische Funktion
von (u,t). Uberdies ist ® auf dom® stetig und die Funktion ® (-,¢) ist stiickweise linear kon-
kav (Vt) und ® (u,-) ist stiickweise linear konvex (Vu). (Hauptresultat der sogenannten linearen
parametrischen Optimierung; [WW69, RW98])

Konsequenz: f; (w,-) ist stiickweise linear konvex.

Deterministisches Aquivalent zum zweistufigen stochastischen Programm:

min {E[f; (w,z1)]|z1 € X1} :min{/gfl (w,z1) P (dw)

1 EXl}

2.3 Dualitat

Wir betrachten das stochastische Optimierungsproblem

Q?tGXt

min { E[f (z1,...,27:&)] he (@,€) < 0 Pt t=1,...,T (SP)

r;  Fi-melkbar
fir f:R™ x R® — R, by : R™ x RS — Rk, g, : (xizl Rmf) x R — R%_ wobei durch
die explizite Formulierung der Restriktionen h; (z+,&) < 0 Kopplungen der Komponenten von

x; ausgedriickt werden sollen, die vorher in die dynamischen Restriktionen integriert waren. Wir
nehmen der Einfachheit halber an, dafl

T
€ X Lo (2, F,P;R™)
t=1
(d.h. ¢ ist wesentlich beschrinkt) und wir suchen auch die Entscheidung

T
x € X := X Lo (Q,F,P;R™).
=1

Wir formulieren (SP) als Optimierungsproblem im Banachraum X:

reX, zeXy

min 4 F (z)| ™ @& S0 PGy
gt (x1,...,x4;& <0) P-fii.
Hy(z) =0
mit
F(z) = E[f(z1,...,27;)]
Ht(xt) = $t—E[$t|ft], t=1 ,T
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Voraussetzung (V): £ € ><3;1 Lo (Q,F,P;R%) und X; kompakt, t =1,...,T.
Wir definieren folgende Mengen von Lagrange-Multiplikatoren:

A = A x Ay xAs
T
A = X Ly (,F,P;R™)
t=1
T
A2 = {A2 € >< L1 (Q,}-,]P;]Rkt) ‘)\2 (w) Z 0 ]P-fll}
t=1
T
A3 = {A3 - >< L1 (Q,]:,]P;Rdt) ‘}\3 (w) 2 0 ]P—fu}
t=1

Beachte: {x € L, (O, F,P) |z (w) >0 P —1fi.} hat leeres Inneres fiir p € [1, c0)!
Die Lagrange-Funktion L : X x A — R,

L(z,\):=F(z)+E

T T T
S - Hy(z) + ) o -hy (&) + > Xae - i (xlz---axt§€t)] ;

t=1 t=1 t=1
ist fiir alle (z,\) € X x A wohl-definiert. Die duale Funktion D : A — R ist definiert mittels
D(\) :=inf{L(z,\)|z € X, 2, € X; Pfii,t=1,....,T}, X€EA,

und das duale Problem ist

max {D (A\) [\ € A} (D)
Unter der Voraussetzung (V) ist das duale Problem wohldefiniert.
Lemma 2.15. Es sei (V) erfillt. Dann ist die duale Funktion auf dem konvexen Kegel A konkav

und es gilt
sup D (A) < inf F (z) (schwache Dualitat)

AEA reX,r zuldissig

Beweis. Fiir allex € X ist L (z,-) : A — R affin linear und A ist als kartesisches Produkt konvexer
Kegel ebenfalls ein konvexer Kegel. Es seien A, A € A und « € [0,1] gegeben. Dann ist

D(a)\+(1—a)5\) - inf{L(m,a)\—}—(l—a)S\)‘mGX,a:tGXt ]P—f.ii.,t:l,...,T}

inf{aL(m,)\)+(1—a)L(m,5\)‘meX,:UtGXt ]P’-f.ii.,tel,...,T}
ainf {L(z,\) |z € X,z € Xy P-fi,tel,...,T}
+(1—a)inf{L(x,5\)‘x€X,xtEXt IP-f.ii.,tel,...,T}

v

- aD(A)+(1—a)D(5\)

Gilt inf F (z) = 400, so ist die schwache Dualitét trivial. Im Fall inf F' (z) < 400 gilt fiir jedes
zuldssige Z mit F' (Z) < +oo und alle A € A

D\ =inf{L(z,\|ze X,z eX, PAfii,tel,....T}<L(Z\<F(.

Maximierung iiber A € A und Minimierung iiber zuldssige € X liefert die schwache Dualitat. O

Im allgemeinen heifst

i F(z) - D (A
xEX,;nzuliissig ($) ,S\lelg ( )

Dualitdtsliicke von (SP). Die Grofe der Dualitétsliicke ist hiufig ein Gradmesser fiir die Kompli-
ziertheit von (SP).
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Satz 2.16 (Rockafellar / Wets 78 [SI78, 16-36]). Es sei die Voraussetzung (V) erfillt.
Die Mengen X; und Funktionen f (&), he (&), ge (..., &), t = 1,...,T seien konvex. Das
Programm (SP) besitze relativ vollstandige Kompensation im Sinne von (A1) in Bemerkung 2.12
und es sei strikt zuldssig, d.h. es existieren ein € > 0 und ein T € X, so daff T = E[Z; |F:],
t= ]-a"'zT’ B(jtag) g Xt’ ht (i‘taft) S —&, 9t (jla"'ajt;ft) S —€ ]P'fu’ t= la,T

Dann ezistieren optimale Losungen \* € A von (D) und z* € X von (SP), so daf
D(\*)=F(z").
Insbesondere gilt starke Dualitét:

max D (\) = min  F ().

AEA z€X,x zuldssig
Bemerkung 2.17 (partielle Dualisierung). Eine Moglichkeit ist die Dualisierung nur einer
Gruppe von Restriktionen (Nichtantizipativitdtsbedingungen (NA-Bedingungen), verkoppelnde
Restriktionen, dynamische Restriktionen). Lemma 2.15 und Satz 2.16 bleiben dabei sinngemé&f
erhalten. Wir fithren dazu folgende Lagrange-Funktionen

rT

Li:XxA =R Li(z M) :=F@)+E|> \H, (xt)] V(z, M) € X x Ay,
Lt=1
r T

L2 X X A2 — R, L2 (37}\2) = F(ZE) +E Z)\cht (mt,gt)] V(CU>\2) € X x AQ,
Lt=1
r T

L3: X xA3 >R, L3(z,A3):=F(z)+E Z)\gtgt (:Ul,...,a:t;gt)] V(z,A3) € X x As,
Li=1

und zugehdrige duale Funktionen D; : A; — R und duale Probleme (D;) ein, i = 1,2, 3:
D; (X)) :=inf {L; (z;, \;) |z € X, = eindeutig fiir verbleibende Restriktionen}, V\; € A;,
max {Dl ()\Z) |/\, S A,} (Dz)

Motivation: Man sollte moglichst wenige Restriktionen dualisieren, da i.a. mit wachsender An-
zahl von dualisierten Restriktionen die Dualitétsliicke wichst (vgl. [LRO1]). Einen Vergleich von
Dualitétsliicken fiir die 3 Dualitdtsanséitze findet man in [DR02], z.B.

sup {Dg ()\3) |>\3 € Ag} < sup {Dl ()\1) ‘)\1 € Al} (1a strikt).

Algorithmische Effekte der partiellen Dualisierung: Zur Vereinfachung nehmen wir an

F(z)=E

T
Z fe (@ ft)] (Separabilitit).
t=1

Szenario-Dekomposition D;: Dekomposition des stochastischen Programms in “realisierungs-
weise” Optimierungsprobleme: Es gilt
E[XiHy (z0)] = E[Auzd] — E[AuE[z |7 ]] = E[Az] — E[E[AE [z |7 ]]]
=E[Azi] — E[E[A¢ | Fe ] Efze | Fi])
=E[A\zi] — E[E[E[ A1 | Fe] ze | Fi )
=E[Aitz¢] — ElzE[A1s | F]] = E[ze He (Mr)] s

sodal Ly (z,\) = E Z; {ft (®,&) + M Hy (Sﬂt)}] =E [2321 {fe (@4, &) + He (M) e} -
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Dann ist (mit [RW98, Theorem 14.60])

T hi (z4;6) <0 P-fii,
D; (M) =inf(E th (;&) + He (Mg) @ | g¢ (T1,...,2456) <0 P-£.ii.,
t=1 re € Xy t=1,...,T
hi (z4;6) <0 P-fii,

T
=E |inf Y [fi (@ &) + He M) 2] | g1 (21,0, 256) <0 P-fi,
t=1 re € Xy t=1,....,T

geographische Dekomposition D, Dekomposition des stochastischen Programms in stocha-
stische Programme fiir jede Komponente des Entscheidungsvektor (falls die Restriktionen
“gi(z1,..., 23 &) <0 und “zy € Xy, t = 1,...,T, ausschlieblich komponentenweise gege-
ben sind).

nodale Dekomposition D3 Dekomposition des stochastischen Programms in stochastische Pro-
gramme fir x;, t =1,...,T.

2.4 Stabilitat

Motivation: Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P von £ = {ft}tT:l ist in praktischen Anwendungen
meist nicht oder nicht vollstindig bekannt. Falls P bekannt ist, so erfordert die Berechnung der
Zielfunktion E[ f (z; ¢)] die Auswertung mehrdimensionaler Integrale (Monte-Carlo Methoden, Ap-
proximation von PP durch einfachere Verteilungen). Deshalb ist eine Stirungstheorie stochastischer
Programme bzgl. der Verteilung P von ¢ notwendig.

Ist es moglich, allgemeine Resultate aus der Stérungstheorien fiir allgemeine Optimierungsproble-
me anzuwenden?

e Bank / Guddat / Klatte / Kummer / Tammer: Nonlinear parametric optimization, 1982
e Rockafellar / Wets 1998 (JRW98])

¢ Robinson 70er/80er

e Bonnans / Shapiro, Springer 2000

Ausgangspunkt: Die unendlich-dimensionale Formulierung von (SP) fithrt zu methodischen Pro-
blemen. Dies fiihrt zur Verwendung der determinierten Aquivalente. Dafiir wird eine Stérungstheo-
rie bendtigt, die ohne starke analytische Voraussetzungen auskommt.

Wir betrachten stochastische Optimierungsprobleme der Form

min { [ fote.@) P @)

xeX},

wobei fy : R™ x R® — R ein normaler Integrand ist, X C R™ abgeschlossen, ¢ : © — R® ein
Zufallsvektor tiber (2, F,P). Dies ist dquivalent zu

min { [ ata.6 P e

wobei = C R® abgeschlossen ist und P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung von ¢ definiert auf =
(P:=Po&!). Wir betrachten

xeX},

o(P) = inf{ [ o6 P e

{xeX
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Mathematisches Problem: Stetigkeitseigenschaften der Abbildung v (-) und S (+) in der “Original™-
Verteilung P, wobei im Raum der Wahrscheinlichkeitsmafse eine geeignete Topologie zu definieren
ist.

Es sei U C R™ eine beliebige nichtleere, offene, beschrénkte Menge. Wir betrachten

Fo={folz,)|[ze X NeclU} (Menge von mefibaren Funktionen von = in R)

A . /mexlgé(o’r)fO(x,ﬁ)Q(df)>—oo >0
() Wahrscheinlichkeitsmaf auf =| °~

>

o]

0
Il

sup / fo (2,€) Q (d€) < +00

zeXNclU

tr (2@ = sw [ 1@ P - [ fooQue

zeEXNclU

= sup
zeXNeclU

[rwor-o (df)‘ VP.Q € Pry (2)

dr, : Pr, X Pr, = Ry ist symmetrisch und erfiillt die Dreiecksungleichung. d,, ist eine Pseudo-
Metrik (|JDu89, Kap. 2.1]), denn i.a. gilt nicht: dr, (P,Q) = 0 = P = @ (Ursache: Fy ist nicht
reichhaltig genug).

Pr, wird ein topologischer Raum mit der Basis, die durch alle Kugeln gebildet wird. Er ist i.a.
nicht Hausdorff (er ist genau dann Hausdorff, wenn dz,, eine Metrik ist).

n—00
— 0.

Eine Folge {P,},cy konvergiert gegen P in Pz, < dg, (Pn, P)

Lemma 2.18. Unter den obigen Voraussetzungen gilt: Die Abbildung
@@ [ foe.9Q@0)
von R™ x Pg, in R ist auf (X NclU) x Pg, sequentiell unterhalbstetig.
Beweis. Zu zeigen: Fiir z,, = zin X N c¢fU und @, = @ in Pr, gilt
[ 1009 @de) < timint [ fo (20, €) @ (a).
= n—oo [z
Es ist

[ 50@9Q@9) <tmint [ fo(zn Q) (Faton-Lemma)
= timint ([ fo en. € @ () + [ fo (0.8 (@ - Q) (06))
<tmint ([ fo o€ @0 (d6) + d5, (.0 )

< lim inf ( / fo (20,€) Qn (d€)> B

n—

Um Losungsmengen nichtkonvexer Optimierungsprobleme behandeln zu kénnen, werden zunéchst
“Lokalisierungen” von v und S benétigt.

Vu (P)

inf { /: fo (x,€) P (d€)

xEXﬂcEU}

Sy (P) := {xGXﬂcZU

[ o rag=wr)
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Definition (vollstindige Menge lokaler Minimalpunkte). Eine nichtleere Menge S C R™
heifit wvollstandige Menge lokaler Minimalpunkte (CLM Menge) von (SP), falls eine offene, be-
schriankte Menge U C R™ existiert, so dak S = Sy (P) C U.

Es gilt: Falls (SP) beschriinkt ist, so ist S (P) eine CLM Menge. CLM Mengen sind nach Definition
in der Tat Mengen lokaler Minimalpunkte.

Satz 2.19 (Stabilitit). Es sei P € Pg, (E), S(P) sei nichtleer und U C R™ sei eine offene,
beschrinkte Menge mit S (P) C U. Dann gilt fir alle Q € Pr, (2):

[v(P) —vv (Q)] < dF, (P,Q)

und

0+ Sy (Q) C S(P)+B(0,45" (2dr, (P,Q)))

bow.  sup d(x,5(P)) < p' (2, (P,Q),
z€Su(Q)

wobei die Wachstumsfunktion ¢p : Ry — Ry von (SP) definiert ist durch

Yp (1) := min{/_fo (z,6) P(d§) —v(P)|d(z,S(P)) >,z € XﬂcﬁU} vr e Ry,
Yp' (r) :==sup{r € Ry [Yp (1) <r} VreRy.
(Y p ist nichtfallend und unterhalbstetig. Dann ist w;l nichtfallend und li\r‘%w;l (r)y>0= 1/)131 (0).)

Die Menge Sy (Q) ist eine CLM Menge, falls dr,, (P, Q) hinreichend klein ist.

Beweis. Nach Lemma 2.18 ist die Abbildung z — [ fo (2, ) Q (d€) unterhalbstetig auf X N /U
fiir jedes @ € Pr, (Z). Da X N clU kompakt ist, gilt Sy (Q) # 0.

Sei nun @ € Pr, (Z) beliebig.

1. Sei z € S(P) und Z € Sy (Q). Dann ist

AN

o(P) (@) < / fo (3,€) P (d€) — / fo (£.6) Q (d€) < dz, (P,Q)
o (@) — v (P)

IN

[ #0660 - [ @0 P < dr, (P.0),
2. Nach Definition der Wachstumsfunktion ¢p (-) gilt:
[ 500 P@) ~0(P) 2 bp (@25 () Vo€ X et
Sei # € Sy (Q). Dann ist

2z, (P,Q) > / fo (3,€) P (d€) — / fo (#,6) Q (d€) +ver (Q) — v (P)

=vy(Q)
[ 500 P - v (p)
b (d (7,5 (P)).
Also folgt d (#,S (P)) < ¢p' (2dr, (P,Q)).

v
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KAPITEL 2. OPTIMALITAT, DUALITAT UND STABILITAT 23

3. Noch zu zeigen: Sy (@) ist CLM Menge bzgl. U, falls dz, (P, Q) “klein” ist.
Angenommen, es existiert eine Folge {P,}, .y € Pr, (E) mit

n—oQ

dr, (P,P,) —— 0 und Sy (P,) ¢ UVneN
Dann existiert fiir alle n € N ein
xp € Sy (P)\UCXNetU\U.

Aufgrund der Kompaktheit von X N elU \ U existiert dann eine in X Nc¢fU \ U konvergente

k—o00

Teilfolge {%n, }rens Tn, —— ® € X NelU \ U, und mit Lemma 2.18 folgt

also ist z € S (P) C U. Widerspruch zu z € X N efU \ U. O

Bemerkung 2.20 (Wachstum). Falls die Wachstumsfunktion ¢p (-) die Eigenschaft ¢p (1) >
v -7k, fiir alle kleinen 7 € R, und gewisse v > 0, k > 1, hat, so sagt man, dak (SP) ein Wachstum
der Ordnung k besitzt (k=1 und k = 2: lineares bzw. quadratisches Wachstum), d.h.

/_fg (z,€) P (d€) > v (P) + ~d (2,5 (P))* Vee XNelU, d(z,S(P)) klein

1
In diesem Fall gilt: 5! (r) < (;) * fiir “kleines” r € R, .

Bemerkung 2.21 (Globalisierung). Die lokalisierten Konzepte vy (1) und Sy (+) in Satz 2.19
kénnen in den folgenden beiden Fillen durch v (-) bzw. S (-) ersetzt werden:

win{ [ fo(2.Q(d9) 2 € x|
sind konvex und Sy (Q) ist CLM Menge. Dann ist Sy (Q) = S (Q) C U und vy (Q) = v (Q).
2. X ist kompakt (wir wihlen U so, daf X C U).

1. Die Probleme

Bemerkung 2.22 (Vergréferung von Fyy). Wihlt man eine Klasse  von mefsbaren Funktio-
nen von Z in R und Fy C F, so vergrofert sich dx, zu dr und die Aussage von Satz 2.19 bleibt
richtig (dabei “verkleinert” sich auch Px,).

Dies ist von Bedeutung, um die schwer handhabbaren Pseudo-Metriken fiir die Anwendung nutzbar
zu machen, insbesondere fiir deren Berechnung bzw. Abschatzung und fiir die Charakterisierung
der Konvergenz bzgl. dr,, .

Genauer: Man sucht eine Klasse F, so daf eine Normalisierungskonstante C = C (F) > 0 existiert,
so daf Cfy (z,-) € F,Vr € X Ncl(U), und daf F “nicht zu grofs” ist.

Beispiel (zweistufige lineare stochastische Programme, vgl. Bsp. 2.14). f, hat die Form

fo(z,8) = (e1,2) + @ (c2 (§), A1 (§) x — b2 (§)) V(z,§) € X1 x =

wobei
® (u,t) :==inf { (u,y)|y € Xa, Asoy =t}

fiir Polyeder X, Xo und affin lineare Funktionen ¢s (), b (-) und As; (+).
Unter den Voraussetzungen (Al) und (A2) (vgl. 2.12) existiert ein L > 0, so daf

fo(@.€) = fo (2.€)| < Llalmax {1, )ell. €]} e &, ve.ée= weexinew.
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24 2.4. STABILITAT

Offene Frage: Wie ist die Struktur von fo im Fall T > 2 ?
Wir wihlen F = F (2), wobei fiir p > 1

7o@ = {r:=or|r©- ()] smax {11 | e ¢ vece=],
G = dr,E),
PE = {o|[lareus <«}.

Cp ist definiert auf P, (=) (Fortet-Mourier-Metriken (’53; [Ra91])).

Es gilt: Eine Folge {P,}
gegen P und

konvergiert gegen P im Sinne von (, < {P,} konvergiert schwach

neN neN

L pe) [ pe).

Ferner existieren Dualitédtssétze und Abschitzungen fiir ¢, (vgl. [Ra91]).
Bemerkung 2.23 (Beziehungen zur schwachen Konvergenz).

Definition (schwache Konvergenz (|[Bi68, Du89])). Eine Folge {P,},, . in P (Z) konvergiert
schwach gegen P, gdw. fiir jede (Lipschitz-)stetige, beschrénkte Funktion f: = — R:

dim [ @ P () = / £ (&) Pde)

Notation. P, 3 P (w ... weak)

Definition (P-Uniformitéitsklasse). Konvergiert dr (P,, P) gegen 0 fiir jede Folge {P,}
mit P, = P, so heifit F P-Uniformitdtsklasse.

neN

Proposition (Topsge *67). F ist eine P-Uniformititsklasse, gdw. F gleichmafig beschrinkt ist
und F ist gleichgradig stetig P-f.i. in =.

Falls F nicht gleichmiRig beschrinkt ist, kann dz (P,, P) — 0 nur fiir Folgen P, = P erwartet
werden, fiir die F gleichméRig integrierbar bzgl. { P}, ist, d.h.

Rlim sup sup/ \f ()] Pn (d€) = 0.
X neNfeF Jf(E)>R

Bemerkung (diskrete Wahrscheinlichkeitsmafie). Diskrete Wahrscheinlichkeitsmafse

n
P = ij‘sij’
i=1

1 ¢eB

p; >0, €2, j=1,...n, Z?lej =1, n € N, 0 das Dirac-MaR, J; (B) := { 0 sonst

B C E, liegen in vielen Féllen in den Mengen P, .

Satz 2.24 ([Bi68]). In P (Z) ist die Menge aller diskreten WahrscheinlichkeitsmafSe bzgl. der
schwachen Konvergenz dicht.
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Kapitel 3

Stochastische Programme mit
diskreten Wahrscheinlichkeitsmaifsen

Gegeben sei ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmaf
} N

P = ij‘séj’
j=1

so dab dg, (P, 15) “klein” ist. Dann betrachten wir (SP) mit P := P.
Konzeptionell wird das so modelliert, daf & auf (2, F,P) mit
Q={w,...,un}, pj =P{w;}) >0, j=1,...,N,
definiert ist. Dann ist Z;V:lpj = 1. Sei
fg::ft(wj), xf::xt(wj), j=1,...,N, t=1,...,T.

Es galt:
0,0 =FL CF C...CF C...C Fr =F = Potenzmenge von ).

Sei C; ein endlicher Erzeuger von Fy, d.h.
.7:t =0 (Ct) fur Ct = {Eti}ielt
mit @ gCt, UiEIt Eti = Q, Eti N Etk = @, ) ;é k.
Fiir Ey; € 0 (Cia1) gilt wegen Fy C Fry1, dall Ey; Vereinigung gewisser Mengen aus Cyyq ist, und

1 <cardl; <cardl;4; <N, t=1,...,T—-1.

Lemma 3.1. Fir jeden Zufallsvektor {ft}thl auf (Q, F,P) gilt: & ist bzgl. Fy mefbar, gdw.

> pigd

1 u)iEEtj

Zpi

1 u)iEEtj

ft (wk) :E[ft ‘Etj] (wk) = Vwy € Etja .7 € It: t= la,T
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Beweis. & ist bzgl. F; mefsbar, gdw.

> pid

i w; GEtJ
& =E[& | F] = E E[& |Ej) xE,; = / & (w XE,; = E Eij
, Et E
e jGI ] jeI; pi

it wi €EEyj

Dann ist & konstant auf E;; und es gilt § (w) = E[& |Ey;j], Yw e By, j eI, t=1,...,T. O

Bemerkung 3.2. Aus Lemma 3.1 ergeben sich fiir die Nichtantizipativitatsbedingungen (NA)
2y =Bz, |F],t=1,...,T, in (SP) die folgenden Gleichungen:

Z pit}

Et]
ok =3 Xm, (wr) S k=1,...,N, t=1,....,T—1. (NA)
JEI; Z pi
it w; EFyj

Dies sind (T — 1) N lineare (vektorielle) Gleichungsrestriktionen.
Firt =1ist I; = {1} und E;; = Q. Dann ergibt sich

N -1 N N
S (sz) Zpiﬂ:z:ﬂimlh k=1,...,N,
i i—1 i=1
N—— '
=1

1 _ N
alsoxy =...=z7.

Firt=Tist It ={1,...,N} und Cr = {{w1},...,{wn}}. Dann ergibt sich

1
rp = —pray = o,
Pk
also sind die Gleichungen redundant.
Szenario-Schreibweise von (SP):
al : : i=1,... N
min{Zpif (xll,...,xé,a;ﬂ,...,f}) zi e Xy, gt( R 5 t’) <0, t; 1,T und (NA)
(SPs)

Dies ist ein Optimierungsproblem mit NT' (vektoriellen) Variablen und N (27" — 1) Restriktionen
(ohne “z} € X}).

Idee: Dimensionsreduzierung durch explizite Beriicksichtigung der (NA)-Bedingungen. Dabei sei
N; = card (C) = card (I;) und es gilt Ey; € 0 (Ceqq), j=1,.... Ny, t =1,...,T, d.h. E;; ist eine
Vereinigung gewisser Mengen Fi1 i, k € I;41. Konstruiere nun einen Graph, dessen Knotenmenge
den Elementen F;; von C¢, t =1,...,T, bzw. den Szenarien von z;, t = 1,..., T, entsprechen und
dessen Kanten den obigen “Vereinigungen” entsprechen, d.h. es existiert eine Kante zwischen den
zu Ey; und Fyiq , gehorigen Knoten, gdw. Ey 1 C Eyj, j € Ji, k € Jiypq,t=1,...,T — 1. Dieser
Graph besitzt eine Baumstruktur mit der Wurzel in Ey; = Q und den Blattern {w;1},..., {wn}.

N C N sei eine Numerierung der Knotenmenge des Graphen, so daf n = 1 der Wurzelknoten ist.
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KAPITEL 3. STOCHASTISCHE PROGRAMME MIT DISKRETEN

WAHRSCHEINLICHKEITSMASSEN 27
Notation. Zu n € N bezeichne
e n_ den Vorgingerknoten von n,
e n_yj = (n—(k—1))7, wobein_q :=n_,
e N, (n) die Menge der Nachfolger von n, . n ny
e t(n) ist so definiert, daf n_;,,)41 = 1, A ‘*»n, Szenario
Y +
e Ni:={neNit(n)=t} & =1
N7 ist die Menge der Blitter (cardN7 = N).
e i(n) der Szenario-Index aus {1,..., N}, der zum
Blatt n gehort
Wir definieren:
= pin) =P ({wim}) Ve N7,
— L | | | |
Tp = Z Tn, V?’LEN\NT. i 2I ?; T T
ny ENy(n)

Dann ist >0\, 7 = 1fiirallet =1,...,T.

Wir identifizieren nun

(e ey {2i), & e en

und erhalten die Szenariobaum-Schreibweise von (SP):

min anf (2t .. 2" a™ L L e e
{'RGZNT ( ) 9t (n) (Ila' - ll.n’gn) <0

z" € Xt(n)

Vn € N} (SPg)

Dies ist ein Optimierungsproblem mit card (V) (vektoriellen) Variablen und card (A) (vektoriel-

len) Restriktionen (ohne “z™ € Xy(,)”).
Bemerkung 3.3. Haben die Funktion f und g¢; die spezielle separable Struktur

T
th (1, &)
t=1

gt (1, w3&) = Awmi+ Arga (&) 1 — b (&)
so entstehen in der Baum-Formulierung folgende Strukturen:
Moomaf (ah, a8 =Y mafum (@75E7)
neNr neN
Gimy (2', 2™ E) = Ay am)@" F Avny i1 (€7) 2" = by (€7)

Die Restriktionsmatrix ist dabei strukturiert und schwach besetzt.

~
)
R
=
3
78
—_
I
2
I

Bemerkung 3.4 (Generierung von Szenariobdumen). Generelle Methodik:

1. Erstellung eines stochastischen Modells fiir den Prozef§ {ft};f:l (Varianten: Historische Ver-
laufe nach erfolgter Datenanalyse, Anpassung von Zeitreihen- oder Regressions-Modellen)

und Simulation von Szenarien.

2. Untersuchung der Ahnlichkeiten von Szenarien in jedem ¢ mit “Biindelung” &hnlicher Szena-

rien (Cluster-Analyse).

Fiir eine konkrete Anwendung miissen nur das Modell in 1. und das Ahnlichkeitsmaf in 2. geeignet

gewahlt werden.
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Kapitel 4

Dekompositionsmethoden

Es existieren primale und duale Zuginge zur Dekomposition, d.h. sukzessive Zerlegung der
grofien, strukturierten Optimierungsprobleme (SP;) bzw. (SPg). Literatur: [BL97, RS03]

4.1 Primal

Idee: Sukzessive Einfiihrung von “Schnitten” (“cuts”), d.h. lineare Restriktionen zur Verkleinerung
der zuléssigen Menge und der Verbesserung der Zielfunktion.

Methodik: nested Benders - Dekomposition (u.a. Gassmann ’'90)

4.2 Dual

Die Dualisierung von Nichtantizipativitdtsbedingungen fiihrt zur Szenario-Dekomposition. Die
Dualisierung verkoppelnder Restriktionen fiihrt zur geographischen Dekomposition. Es entsteht
dann zum primalen Problem (SP;) bzw. (SPp) ein duales Problem.

Danach wird im linearen Fall (bei Vorliegen von Dualitéit) ein sogenanntes primal-duales Lo-
sungsverfahren angewendet, das gleichzeitig das primale und duale Problem 16st (z.B. augmented
Lagrangian methods, splitting methods, interior point methods). Im nichtkonvexen Fall wird das
duale Problem geldst und damit eine untere Schranke fiir (SP) erhalten. Dies ist Startpunkt fiir
Globalisierungstechniken (branch-and-bound, Heuristiken, etc.)

4.2.1 Szenario-Dekomposition

Das duale Problem ist
Hi\aX D1 ()\1)
1

wobei die duale Funktion D (-) definiert ist mittels

1‘,2;€Xt

Dy (M) o= inf QY pi |f (e ahs &l ER) D aiH ) | | g (2, 3l €) <0
=1 =t t=1,....T

i=1,...,N
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4.2. DUAL

wobei firi=1,...,N

iE%GXt

. M
. o , o hy (24,&0) <0
Dy; (A1) := inf Loz, ép) + FHY (A , ol
Q) = int o F (@ @i )+ D aiH O S g
t=1,...,T

Dies entspricht N Optimierungsproblemen, eines fiir jedes Szenario.

4.2.2 Geographische Dekomposition
Ausgangspunkt sei das folgende primale Problem in Szenariobaumform (m < N (T

WeX), j=l..m

) moo gl (2772 €") <0 j=1,....m
min Z wantj(n) (x;,l;fn) t(:l) (4] J )
neN =1 Zhg(m (z7:6") <0 nenN
j=1

Dann zerfillt die duale Funktion Ds () folgendermafen
Dy(A2) =Y Dy (No)
j=1

wobei fiir j =1,...,m

) , e X7
Dyj (N2) = inf{ mnfl (27 €") +ARK (@] T
j nEZN{ t(n) \""j 2% (n) \7J ] gi(n) (xj 71.?;671) <0

Dies sind m Optimierungsprobleme, jeweils fiir {7} m.

neN?]:]‘?"'}

—1)):

nEN}
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