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Kreuzen Sie jeweils die richtigen Aussagen an, und nur diese. In jeder
Aufgabe ergibt die korrekte Bestimmung genau der richtigen Aussagen
jeweils drei Punkte; wird genau ein Kreuz falsch gesetzt oder irrtiumlich
nicht gesetzt, so ergibt dies noch einen Punkt.

AUFGABE 1: Welche der folgenden Aussageformen sind logische Regeln (das heisst
bei beliebiger Zuordnung von Wahrheitswerten zu A, B und C ergibt sich stets eine
wahre Aussage) ?

(a) BV (AN (A= B))

(b) (A=B)A(B=0C))=(A=0)
(c) (AN-A)V B

(d) (Av-A)Vv-B

AUFGABE 2: Welche der folgenden Aussagen gelten fiir alle Teilmengen A, B, C
einer Menge X 7

() (ANB)UA=A—B
(b) (AUB)—C = (A—C)U(B - C)
()A—(A-B)=A4

(d) (A— B =0) < (AN B = A)

AUFGABE 3: Welche der folgenden Aussagen sind fiir alle Abbildungen f: X — Y
zwischen nichtleeren Mengen X und Y richtig ?

(a) Existiert ein y € Y, fiir welches f~1(y) = {z € X | f(z) = y} leer oder einele-
mentig ist, so ist f injektiv.

(b) Ist f injektiv, so auch surjektiv.

(c) f ist genau dann surjektiv, wenn fiir jede Teilmenge N von Y gilt: f(f~1(N)) =
N. [Zur Erinnerung: f~*(N) = {z € X | f(z) € N}

(d) f ist genau dann surjektiv, falls ein y € ¥ und ein x € X mit f(z) = y existiert.

AUFGABE 4: Betrachten Sie die folgende Eigenschaft einer Abbildung f: X — Y
(L) fir alle Mengen V und alle Abbildungen g : V. — X und h : V — X mit
fog= foh gilt notwendig g = h.

Welche der folgenden Implikationen gelten fir alle f ?

(a) Ist f injektiv, so erfiillt f die Bedingung (L).

(b) Ist f surjektiv, so erfiillt f die Bedingung (L).



(c) Erfiillt f die Bedingung (L), so ist f injektiv.
(d) Erfillt f die Bedingung (L), so ist f surjektiv.

AUFGABE 5: Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum, seien v,w € V. Welche der
folgenden Aussagen gelten immer 7

(a) v e<w > oder w €< v >

(b)we<v> +—= wve<w>

) (wW#0)A(W#0) = <vw>#(Kv>U<w>)
(d) <v,w>=<v>+<w>

AUFGABE 6: Sei K ein Kérper, V ein K-Vektorraum. Welche der folgenden Aussagen
sind richtig ?

(a) Die leere Menge ist ein K-Untervektorraum von V.

(b) Zu jedem Vektor v € V existiert ein A € K mit \v = v.
(c) Sind A1, A9 € K und v € V mit A\jv = Agu, so gilt A\; = Ao.
(d) Fiir alle A € K und v € V gilt A(—v) = (—=A)v.

AUFGABE 7: Betrachten Sie in R? die Vektoren

() e (0w (h)

Welche der folgenden Aussagen sind richtig ?
(a) Das System vy, vo ist linear abhéngig.
(b) Das System vy, vs,v3 ist ein Erzeugendensystem von R2.

(c) Nach Weglassen eines beliebigen der drei Vektoren vy, vs, v3 verbleibt eine Basis
von R2,

(d) Das System v1, v2,v3 enthilt eine Basis von R2.

AUFGABE 8: Sei K ein Kérper und V ein zweidimensionaler K-Vektorraum. Welche
der folgenden K-Vektorrdume sind isomorph zu K* ?

() VeV

by VeveVeV

(c) Homg (V, V)

(d) Ker(¢) fiir £ € Homg (K?, K), £ # 0.

AUFGABE 9: Sei K ein Korper, f: V — W eine K-lineare Abbildung zwischen K-
Vektorrdumen V und W mit dim(V) = 5 und dim(W') = 3. Es seien vy, va, v3, v4, U5
beziehungsweise wi, w2, ws Basen von V und W, sei Ay = (a;);; die (beziiglich
dieser Basen) darstellende Matrix fiir f. Welche der folgenden Aussagen sind richtig
o

(a) Fiir alle 1 < j < 5 gilt f(v;) = Yo, aijw;.



b) Die Matrix A hat 5 Zeilen und 3 Spalten.
f

(c) Im(f) =W <= Rang(Ay) =3

(d) Rang(4;) < 3

AUFGABE 10: Welche Aussagen iiber lineare Gleichungssysteme iiber den reellen
Zahlen sind richtig ?

(a) Es gibt lineare Gleichungssysteme ohne Losungen.
(b) Jedes homogene lineare Gleichungssystem besitzt eine Losung.

(c) Jedes lineare Gleichungssystem, das mindestens zwei verschiedenen Losungen
besitzt, besitzt unendlich viele Losungen.

(d) Besitzt ein lineares Gleichungssystem genau eine Losung, so ist es inhomogen.

AUFGABE 11: Seien U,W zwei K-Untervektorraume des endlich erzeugten K-
Vektorraums V. Welche der folgenden Aussagen sind stets richtig ?

(a) Gilt U+ W = U, so folgt dim(U) — dim(U N W) = dim(U + W).
(b) Fir allev e V—W, gilt UN (W +v) = 0.
(¢) Seien U’ ein Komplement von U in V und W’ ein Komplement von W in V. Gilt

U +W' =V, sofolgt UNW = 0.
(d) Aus UL + W = V* folgt UNW = 0.

AUFGABE 12: Sei K ein Korper und < Z b ) € Matg 2(K). Welche der folgenden

d
Aussagen sind stets richtig 7

(a) Ist A regulér, so ist a # 0 oder b # 0.

0 ad — be

(b) Ist ad — be = 0, so ist die zu A gehorige lineare Abbildung £4 : K2 — K?2 nicht
surjektiv.

(d) Ist K = C und gilt ¢ = —b und d = a, so Rang(A) # 1.

(b) A2 = (a+ d)A — (ad — be) Ty [hier ist (ad — be)Ty = < ad=be 0 )]

AUFGABE 13: Sei K ein Korper und f : V — W eine K-lineare Abbildung zwischen
endlich erzeugten K-Vektorrdumen, seien vy,...,v, Elemente von V. Welche der
folgenden Aussagen sind stets richtig ?

(a) Ist v1,...,v, ein Erzeugendensystem von V, so ldsst sich f(v1),..., f(v,) zu
einer Basis von W ergénzen [das heisst dann existieren wi,...,w,, derart, dass
fv1),..., f(vp),wi,..., wy eine Basis von W ist].

(b) Ist das System wvy,...,v, linear unabhéngig, so lasst sich f(v1),..., f(v,) zu
einer Basis von W erganzen.

(c) Ist das System f(v1),..., f(v,) linear unabhéngig, so lasst sich vy,...,v, zu
einer Basis von V ergénzen [das heisst dann existieren vf,...,v; derart, dass
Vly ...y Un, V], ..., v, eine Basis von V ist].



(d) Ist f(v1),..., f(v,) eine Basis von W, so lésst sich vy, ..., v, zu einer Basis von
V erganzen.

AUFGABE 14: Sei K ein Korper, sei A € Mat,, ,,(K). Welche der folgenden Aussagen
iiber A sind dquivalent zur Regularitdt von A ?

(a) Es gibt ein B € Mat,, ,(K) mit AB = I, = BA.

(b) Fiir alle b € K™ existiert mindestens eine Losung x € K™ des linearen Gle-
ichungssystems Ax = b.

(c) Die durch A beschriebene lineare Abbildung K" — K",z — Ax, ist injektiv.
(d) Die Spalten von A bilden ein Erzeugendensystem fiir K™.

1 2 0
AUFGABE 15: Sei A = 2 30 € Mats 3(R). Diese Matrix ist reguldr, sei
3 4 1

A7t = (bij)1<ij<3 die inverse Matrix. Welche der folgenden Aussagen iiber die
Koeffizienten b;; von A~ sind richtig ?

(a) b13=0
(b) bag =0
(c) bz =4
(d)bia=1



