
Notebook-Reisen ins Mathe-Land: Von der babylonischen Winkelmess-Tafel 
zu Pythagoras, Gauß, Jacobi und Dedekind

0. Vorwort.

Unternehmen wir eine virtuelle Zeitreise bis zurück ins antike Babylon. Ein Notebook mit 
modernem Arithmetik-, Analysis-, und Geometrie-Programm nebst Visualisierungen nehmen 
wir mit. Es lohnt sich, denn die Mathe-Tontafeln der Babylonier offenbaren uns dadurch spielend 
deren Lösungen. Sie ermöglichen es uns, anlehnende Fragestellungen, deren Beantwortung damals 
außer Reichweite lagen, zu beantworten. Ausgangspunkt ist die Keilschrift-Tontafel Plimpton 322, 
die heute in der Columbia-Universität New York aufbewahrt wird. Sie wurde schon des öfteren 
in der Neuzeit Gegenstand mathematischer Überlegungen, insbesondere im 20. Jahrhundert. Es 
handelt sich um eine Tabelle von 15 Winkeln zwischen  und  mit ungefähren Grad-Abständen. 
Man entnimmt diese zwei Tontafel-Spalten mit ganzzahligen Seiten rechtwinkliger Dreiecke, die 
leicht konstruiert werden können und besagte Winkel enthalten. Wurde bisher auf griechische 
Kenntnisse zu antik-rechnerischer Rekonstruktion der Tafel zurückgegriffen, so zeigt sich nun, dass 
dies nicht unbedingt nötig ist. Der Gebrauch von Mittelwerten - arithmetischen und geometrischen - 
reicht völlig aus. In ihnen steckt bereits geburtshelfend die Pythagoras-Relation als Vorläufer des 
berühmten Lehrsatzes, Mit der Mittelwert-Methode wird die numerische Aufstellung der Tabelle - 
die immerhin Zahlen bis nahe 20000 enthält - überraschend leicht nachvollziehbar, sogar mit Papier 
und Bleistift. Mit dem Notebook wird man - anders als mit einem Großrechner (brute force) - 
gezwungen, einen einfachen Weg zu den Resultaten zu finden. Damit kommt man spielend den 
ursprünglichen mathematischen Ideen nahe, die oftmals später infolge zeitsparender eleganter 
Modernisierungs- Schritte verschüttet wurden. Das führte bekanntlich zum Frontal-Unterricht 
in Mathematik. Stattdessen sollte man doch besser die kreativen Ursprungs-Ideen mehr ins Zentrum 
der Mathematiklehre rücken und die Stofffülle an unseren Lehranstalten etwas zurückfahren. 
Dann würde vielleich auch Mathe kein Horrorfach mehr für Normalbürger sein. 
    Spielerisch wird auch klar, dass die Babylonier sogar die vollständige Winkeltabelle hatten, 
wenn man die Kathetenlängen auf 15000 beschränkt und die Werte der antiken Winkelfunktion 
des "reziproken Sinus" exakt in Keilschrift ausdrücken kann. Diese Winkelvollständigkeits-Aussage 
habe ich nirgendwo gefunden. Sie wird mitsamt transparentem (Notebook-) Beweis hier nachgereicht. 
   Wieviele pythagoräische Dreiecke (rechtwinklige mit ganzzahligen Seiten) gibt es eigentlich, wenn 
man die Keilschrift-Bedingung fallen lässt ? Wir werden zunächst die primitiven zählen, deren 
Hypothenuse - wie bei der Tontafel - unterhalb 20000 liegt. Dazu ist ein Sprung in die Neuzeit 
zu Gauß erforderlich. Gewiss haben die pythagoräischen Dreiecke bei seiner Schöpfung der komplexen 
Gaußschen Zahlen und deren Untersuchung zahlentheoretischer Eigenschaften eine Rolle gespielt. Die 
Primzerlegung im Gaußschen Zahlbereich liefert uns dann nicht nur Anzahlbestimmungen, 
sondern auch die Aufzählung der pythagoräischern Tripel. Diese können unmittelbar von den 
Exponenten einer Reihe abgelesen werden, die ich pythagoräische Reihe nennen werde. 
   Mit (weiterer) Hilfe einer Jacobischen Thetareihen können wir dann sogar die rechtwinkligen 
Dreiecke mit gannzahligen Katheten (und Wurzel-Hypothenuse) ermitteln. Dazu werden 
pythagoräische Wurzel-Reihen aus einer klassischen Theta-Reihe "herausgewaschen". Wie von einer 
Wäscheleine lassen sich dann die pythagoräischen Dreieckstripel von der Reihe pflücken, 
abschnittsweise, unmittelbar und explizit. 
   Den Anstoß zu den Wurzeln kommt auch von den Babyloniern. Sie berechneten  bis auf 
ein Millionstel genau. Man muss zum arithmetischen Mittel nur noch das harmonische 
hinzunehmen, um schnell Wurzeln von natürlichen Zahlen approximieren zu können. Auch 
dieser Weg wird hier praktisch beschrieben. Wir können dabei bereits explizit die Geburtswehen 
des Dedekindschen Schnittes erleben und finden somit auch kreativen Zugang zu den Ideen des 
modernen Aufbaus der Mathematik-Grundlagen im 19. Jahrhundert. 



    Zusammenfassend sei bemerkt, dass die Erkundungen mit dem Notebook Zeit- und Ländergrenzen 
überfliegen. Genau besehen vollziehen wir weitgehend Gedankengänge des Schülers und Studenten 
Carl-Friedrich-Gauß nach. Nachweislich führten umfangreiche Rechenexperimente zu bedeutenden 
Weiter-Entwicklungen der Mathematik. Zahlreiche heutige Anwendungen gingen aus seinem Werk 
und dessen Weiterentwicklungen hervor. Auch hat Gauß vorbildlich die Grenzen innerhalb der 
Mathematik überwunden, was mit dem Notebook wunderbar nachvollzogen werden kann. Die 
kreativen Wege (zu seinen und späteren geglätteten Beweisen) muss man wohl nachträglich finden, 
um eigene Kreativität für die Aufgaben des neuen Jahrhunderts zu erlangen. Eine aktuelle Aufgabe 
besteht z.B. darin, Klassenzahlen indefiniter hermitescher Formen explizit zu bestimmen. Theoretisch 
stützt man sich dabei auf höhere Modulformen, die von E. Hecke bestimmt wurden, und auf meine 
Balluniformisierungs-Arbeiten. Die Reisen mit dem Notebook werden damit demnächst fortgesetzt. 
   In den Abschnitten 1 bis 8 stellen wir nun alte und neue Ergebnissse mit den z.T. neuen Beweisideen 
zusammen. Für die transparente Ausführung mit dem Notebook, die nicht im Artikel erscheint, wurde 
ein Anhang geschrieben, der auf meiner Hompage-Version zugänglich ist: 
www-irm.mathematik.hu-berlin.de/~holzapfl/
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1. Mittelwert-Erzeugung der Tontafel. 

Für zwei Zahlen 0 <  und das arithmetische Mittel wie folgt: 

Letzteres lässt sich problemlos auf negative Zahlen fortsetzen:  Wie 

man leicht sieht, ist die Pythagoras-Relation  erfüllt, so dass wir  als Katheten und 
 als Hypothenuse eines rechtwinkligen Dreiecks interpretieren können. Wir sprechen von 

pythagoräischen Zahlentripeln bzw. Dreiecken. Um geometrische Ähnlichkeiten auszuschließen, 
beschränken wir nur uns auf primitive (d.h. teilerfremde) Tripel (b,h,d). Wir erzeugen sie durch 
primitive ungerade Paare (u,v) oder gerade Paare mit primitiver Halbierung. Alle anderen u,v 
generieren imprimitive Tripel. Lässt man nur gerade u,v mit kleinen Primteilern 2, 3, 5 zu , nur 
Katheten < 15000 und Dreieckswinkel zwischen und  zu, so erhält man folgende 
Tabelle:  



Damit haben wir schon die babylonische Tontafel-Winkeltabelle Plimpton 322 generiert, was wir 
sogleich genauer erörtern werden. Ohne Zweifel waren die Babylonier in der Lage, die nötigen 
Mittelwert-Rechnungen auszuführen, und zuvor die generierenden Paare aufzulisten. 

2. Vergleich mit der babylonischen Tontafel 

Die Keilschrift-Tontafel Plimpton 322 enthält die letzten 3 Spalten der obigen Tabelle bis zur Zeile 
Nr. 15. Die d-Spalte der Hypothenusen wird dort mit "Diagonale" überschrieben und die h-Spalte 
mit "Höhe". Es ist naheliegend, dass die Begriffe - auch die "Breite" b - der Betrachtung eines 
rechteckigen Tores entlehnt ist. Das Fehlen der letzten Zeile (Nr. 16) auf der Tafel kann dadurch 
erklärt werden, dass die Tontafel längs der vorigen Zeile augenscheinlich weggebrochen ist. 
   Statt des Gradmaßes für Winkel wurde - aus heutiger Sicht - die Winkelfunktion des reziproken 
Sinus  in der ersten Spalte der Tontafel als babylonisches Maß für die Winkel, womit die 
Anordnung nach Winkelgröße erklärt ist. 
   Um diese Quotienten im babylonischen Hexagesimal-System exakt - nämlich als Summe 
ganzzahliger 60er-Potenzen - schreiben zu können, muss verlangt werden, dass die Höhe h nur 
die Primteiler 2,3,5 hat. Dazu müssen die generierenden Zahlen u, v diese Eigenschaft haben. 
Solche Zahlen werden (im Sechzigersystem) regulär  genannt. 
    Das Paar (h,d) der Nr. 11 wird auf der Tontafel imprimitiv angeben, nämlich als (h,d) = (60,75). 
Das hat einen einfachen praktischen Grund, der auf die Längenmessung zurückzuführen ist. Bekannt 
ist ein babylonischer Messstab, der die stark vergrößerte Form eines Schreibergriffels hat. Mit 



Hilfe dieser - in 30 Teile durch Kerben unterteilten (nach dem Fundort benannten) "Nippur-Elle" - 
lässt sich nun leicht das Dreieck Nr. 11 legen, indem ein Gehilfe einfach zwei dieser Stäbe senkrecht 

in die Höhe reckt, am Ende eine Schnur der Länge von  Stäben befestigt und sie glatt zum Boden 

zieht. Dort bildet sich dann der Winkel von etwa . Auf diese Weise lassen sich übrigens alle 
Winkel der Tabelle mit passenden Stäben und Seilen legen. 

noch ein primitives pythagoräisches Tripel mehr gefunden, nämlich (b,h,d) = (
das als Nr. 11a in der Literatur erscheint, siehe [A]. Es hätte mit dem Winkel von ca.  
ausgezeichnet nach Nr. 11 in die Tabelle gepasst. Die Rechengeduld war wohl bei Katheten bis 15000 
im Altertum erschöpft. 

3. Sonnenkalender, eine mögliche (antike) Anwendung.

Auf den ersten Blick ist unklar, warum nicht einfach nur d  in der Tontafel auftaucht, anstelle der 

Quadrate. Allerdings ist eine vertikale Bruchlinie der Tontafel zu erkennen, so dass durchaus die 

Möglichkeit der Existenz einer ursprünglichen - Spalte besteht. Es gibt aber auch einen praktischen 

Vorteil der Quadratspalte. Wenn ich genau wissen will, in welchem Zeitabschnitt des Jahres ich mich 
befinde, dann messe ich einfach die Schattenlänge  eines Einheitsstabes zu fixierter Tageszeit. Nach 
dem Strahlensatz (siehe ähnliches Dreieckspaar mit markiertem Winkel in der Figur (1)), habe damit 

das cotangentiale Seitenverhältnis b  =  = s. Mit den  - Werten der Tontafel lässt sich die 

Schattenlänge schnell zuvor bestimmen. Es gilt nämlich 



4. Vergleich mit der Quadratsummen-Methode.

Die alten Griechen wussten bereits wie man (alle) pythagoräischen Tripel konstruiert. Wir beschreiben 
zunächst, wie man geometrisch darauf kommt. Es wird einfach die ebene Version der 
stereographischen Projektion angewandt: Von einem Punkt Q des Einheitskreises, man verwendet 
bequemerweise Q = (-1,0), werden die Punkte R = R(t) = (0,t) der y-Achse auf die Einheitskreislinie 
projiziert. Der Parameter t ist dann die Steigung der projizierenden Geraden y = t(x+1) durch Q und R, 
siehe Figur (punktierte Linie). Damit erhält man die Parametrisierung der offenen Kreisperipherie 
(ohne Q): 

Setzen wir t = 



(1)(1)

Es ist nun klar, dass es für jedes 
pythagoräische Dreieck/Tripel ein primitives natürliches Zahlenpaar (p,q)  geben muss. Da die Höhe h 
und Diagonale d in der Tontafel Plimpton 322 gegeben sind, kann man aus (h,d) = ) leicht 
das Ursprungspaar (p,q) berechnen. Als Beispiel berechnen wir es für Nr. 4 der Tontafel: 

5. Die Winkel-Vollständigkeit der Plimpton-Tafel. 

Wir wollen zeigen, dass alle Winkel zwischen und  (außer Nr. 16) mit der Tontafel erfasst 

Kleinigkeit, nachvollziehbar und völlig transparent. Das Programm dazu wird mit der Mathe-
Software MAPLE 14 aufgestellt. Diese wurde auch schon oben für die Figur (1) und die Lösung 
(2) benutzt. Wir folgen der Mittelwert-Methode. Die Schritte (Befehle) dazu werden im Anhang 
A.5 angegeben. 
     Mit der Quadratsummen-Methode (Abschnitt 4) klappt es natürlich auch. Jedoch ist der Aufwand 
beträchtlich größer, so dass für den Nachweis der Winkel-Vollständigkeit der Tafel unbedingt 
ein PC-Rechner herangezogen werden muss. Ich kann auch in der Literatur keinen Hinweis auf 
die Winkel-Vollständigkeit der Tontafel entdecken. Nur die Rekonstruktion der Plimpton- 
Tafelwerte wurde nachvollzogen. Diese kann man aber leicht mit Bleistift, Papier und mit etwas 
Geduld bewerkstelligen. 

6. Die pythagoräische Reihe zur Erfassung primitiver pythagoräischer Dreiecke.   

Im Anhang A.7 stellen wir eine Reihe auf, deren Abschnitte bis zum Exponenten 20000 unmittelbar 
abrufbar sind. Sie sieht am Anfang und in späterer Fortsetzung folgendermaßen aus:  

Die Exponenten stimmen mit den Hypothenusen/Diagonalen d geordneter primitiver pythagoräischer 
Tripel/Dreiecke (b,h,d) , 0 < b < h, , überein. Man überlegt sich schnell, dass gerade 
Exponenten nicht vorkommen können. Der Koeffizient bei  gibt die Anzahl dieser Dreiecke mit 
fixierter Hypothenuse d an. Man kann sofort die Anzahl Pyth(d) aller solcher Tripel bis zu jeder 
vorgegebenen Schranke N angeben
Babylonier, nur ohne Regularitätsbeschränkung: 

Satz.



aufgelistet werden (siehe A.6): 

Der Abruf funktioniert auch für jeden anderen Abschnitt unserer Reihe. Am Beispiel d = 7085 
wollen wir Aufstellung der pythagoräischen Reihe und den Algorithmus zur Dreiecksgewinnung 
erläutern. Das Quadrat  von 7085 wird in Gaußsche Primzahlen zerlegt: 

Eine Seminorm der Gaußschen Normzahl 7085
. Es gibt in unserem Falle genau 4 nichtassoziierte Seminormen:  

Das sind alle Möglichkeiten, denn wir wechseln bei der ersten Seminorm von den Primfaktoren 
3+2i, 3+10i jeweils zu ihren konjugierten (bei Fixierung des ersten). Von den Real- und Imaginärteilen 
liest unser Algorithmus dann die pythagoräischen Tripel ab:

Aus der elementaren Zahlentheorie ist bekannt, dass genau diejenigen d > 1 die Hypothenuse eines 

stimmt mit Pyth(d) überein und hat die einfache Berechnungsformel , wobei t(d) die Anzahl 
der Primteiler von d ist. Auf diese Weise werden die Exponenten und Koeffizienten der 
pythagoräischen Reihe gewonnen. 

7. Approximation von Quadratwurzeln. 

Natürlich interessierten sich die Babylonier auch für die Diagonale eines Quadrates, sagen wir mit 
Seitenlänge 1. Erstaunlicherweise konnten sie  bis auf ein Millionstel genau im Hexagesimalsystem 
approximieren. Für das Notebook ist es ein Kinderspiel. Man braucht noch ein weiteres Mittel zweier 

Zahlen, nämlich das harmonische: H(u,v)  =  . Für 0 < u < v erhält man die Abschätzung 

Approximationen des geometrischen Mittels : die  - Folge von unten und die  - Folge von 

oben. Um  zu approximieren, starten wir mit u = 1, v = 2:

Damit ist  auf 6 Stellen nach dem Komma genau berechnet, Details in Anhang A.7. 



8. Pythagoräische Wurzel-Reihen, abgeleitet aus einer Jacobischen Theta-Reihe. 

 = 1 +   q = e

  

Wir haben die Konstante 1 weggelassen. Durch 4 geteilt können wir von den Koeffizienten 
jetzt die Anzahl der nichtnegativen Lösungen von Wir wollen nur noch die positiven

Lösungen haben. Dazu müssen wir einfach alle Glieder mit quadratischen Exponenten abziehen. Mit 

einem Schlag erreichen wir das, indem wir subtrahieren. Die Exponenten der Reihe 

 =  sind gerade die Normen  der ganzen Gaußschen Zahlen . Der Koeffizient von 

 stimmt mit der Anzahl der (ungeordneten) Paare  mit überein. Wir 
nennen  in diesem Falle ein pythagoräisches Wurzel-Tripel., das rechtwinklige Dreieck 
mit den Seitenlängen des Tripels ein pythagoräisches Wurzel-Dreieck. Durch Abzug der Reihe 

 und anschließender Division durch zwei erhalten wir die pythagoräische Wurzelreihe 

geordneter Dreiecke. Von ihr liest man die Anzahl geordneter (d.h. mit Wurzel-Tripel/
Dreiecke mit fixierter Hypothenuse  ab. Anfangs- und Endabschnitt sehen folgendermaßen aus: 

Arithmetisch-geometrisch betrachtet werden alle Dreiecke mit ganzzahligen Katheten mit 
) 

. Dann 
ergibt sich aus der Kenntnis von  die folgende Tabelle:
 



Darin sind leider auch alle Dreiecke mit imprimitiven Kathetenpaaren erfasst. Es gelingt uns, die 
Teilreihe der primitiven (a,b,N) herauszulösen. Wir nennen sie die primitive pythagoräische 
Wurzelreihe. Aufgeteilt in ungerade (bis100) und gerade Exponenten (bis 200) findet man (siehe 
Anhang A.8):

Für jeden Abschnitt der Reihe lässt sich sofort per Algorithmus mit Hilfe Gaußscher Primzahlzerlegung 
die entsprechende Folge pythagoräischer Wurzel-Dreiecke aufstellen. Für ungerade Exponenten 
kriegt man 

für die geraden hingegen 

siehe Anhang A.8. Zum Abschluss wollen wir die geordneten primitiven pythagoräischen Wurzel-
Dreiecke zählen. Mit PW( ) bezeichnen wir die Anzahl der primitiven geordneten pythagoräischen 

Bemerkumg. Man muss noch überall das gleichschschenklige Dreieck mit Seitenlängen [1,1,
hinzuzählen. 
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Anhang: Notebook-Transparenz mittels MAPLE 14

A.3 Erzeugung der Figur.
A.5 Winkel-Vollständigkeit
A.6 Aufstellung und Gebrauch der pythagoräischen Reihe
A.7 Wurzel-Approximation
A.8 Ableitung der pythagoräischen Wurzel-Reihen aus der klassischen Modulform

A.5 Winkel-Vollständigkeit.

Die Winkelungleichungen  sind äquvalent zu den Restriktionen 

für das Mittelwert-generierende Paar (u,v), wie man leicht mit etwas Dreiecks-Trigonometrie einsieht.  



(3)(3)

(2)(2)

(4)(4)

Wir stellen zunächst die generierenden regulären Paare u < v zusammen mit ggT = 2, von denen 
u oder v eine reine Potenz von 2 ist: 

Mittelwertpaare

Damit hat man schon fast die Hälfte der Tabelle erfasst, nämlich die Nr. 11, 5, 13, 16, 8, 2, 3. 
Nun verteilen wir die Faktoren 3, 5 getrennt auf u, v :

Mittelwertpaare

der Tontafel. 
Um die restlichen Nr. 

Die 11a bekommen wir noch gratis dazu: 

Mittelwertpaare



(5)(5)

(6)(6)

A.6 Aufstellung und Gebrauch der pythagoräischen Reihe.

Grundlegend sind hier folgende Paket-Öffnungen: 

65



(9)(9)

(6)(6)

(11)(11)

(7)(7)

(8)(8)

(10)(10)



(12)(12)

(6)(6)

(13)(13)

(11)(11)

A.7 Wurzel-Approximation.

A.8 Ableitung der pythagoräischen Wurzel-Reihen aus der klassischen Modulform.  



(16)(16)

(15)(15)

(17)(17)

(6)(6)

(13)(13)

(11)(11)

(14)(14)

W(

Primitiv-Reihe herauswaschen: 
zunächst quadratfreie Teilfolge ermitteln:



(18)(18)

(21)(21)

(20)(20)

(6)(6)

(13)(13)

(19)(19)

(11)(11)

Indexverschiebung, dann Teilreihe von  mit quadratfreien Exponenten:

PW(

Ungerade Teilfolge:



(23)(23)

(22)(22)

(6)(6)

(13)(13)

(11)(11)

(24)(24)

Bemerkung: 
Pu und auch Pg (unten) funktionieren nur für Primzahlpotenzen N oder Produkte zweier Primzahlen. 

Gerade Normen unter 200:


