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Probeklausur - Musterlosung

Aufgabe 1 (6 Punkte)

a) Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Definieren Sie was es heifit, dass eine Folge (a,)
aus X gegen a € X konvergiert.

b) Betrachten Sie in (R, | -|) die Folge (z5,) mit z1 := 1 und zp41 := Vx, + 6.

i)
ii)

Losung

Zeigen Sie induktiv, dass die Folge (z,) monoton ist und fiir alle n € N gilt:
0<g, <3.

Zeigen Sie, dass die Folge (x,) konvergiert, und berechnen Sie den Grenzwert.

a) Eine Folge (a,) in einem metrischen Raum (X, d) konvergiert gegen a € X genau
dann, wenn fiir alle € > 0 ein ng € N existiert, sodass fiir alle n > ng gilt: d(ay,, a) < €.
Alternativlésung: (ay) konvergiert gegen a < Ve>0 IngeNVn>ng : d(ap,a) < e.

b)

i)

i)

Z.z.: Fiir die Folge (z,) € R mit #1 = 1 und @41 = V2, + 6 gilt: 0 < z,, < 3.
Beweis: (induktiv) Induktionsanfang: 0 < z; =1 < 3 ist wahr.
Induktionsvoraussetzung: Es gelte 0 < x,, < 3 fiir ein n € N.
Induktionsbehauptung: Dann gilt auch 0 < x4 < 3.

Beweis:

33n+1=\/33n+62\/0+6:\/6>0, da z, > 0 laut IVor.
T+l = VI, +6 <V/3+6=3, da z, < 3 laut IVor.

}$O§$n+1§3

Z.z.: Die Folge (z,,) ist monoton wachsend.

Beweis: (induktiv) Induktionsanfang: x5 = v/z1 + 6 = V7 > V1 =1 = 1.
Induktionsvoraussetzung: Es gelte x,, 11 > x, fiir ein n € N.
Induktionsbehauptung: Dann gilt auch 19 > z,41.

Beweis: 242 = /Tnt1 + 6 > Vo, + 6 = 2,11, laut IVor und wegen der Mono-
tonie der Wurzelfunktion.

Da nach i) die Folge (x,,) monoton wachsend und durch 3 nach oben beschrénkt
ist, ist sie konvergent. Der Grenzwert heifle x. Zur Bestimmung von = beachte,
dass wegen den Rechenregeln fiir Grenzwerte gilt:

2 . 2 .
Tnt1 = VIp+6 < ($n+1) =z, +6= nh_)rrolo (an) = nll—>rgo($" +6)

2

S r =x+6.

Also folgt: x = %j: %—1—6 = %j: % Da z, > 0 fiir alle n gilt, folgt x > 0 wegen

Monotonie der Grenzwerte und somit x = % + g =3.
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Aufgabe 2 (4 Punkte) Beweisen oder widerlegen Sie:

a) Seien (z,), (w,) C C zwei Folgen, sodass (z, - wy,) eine Nullfolge ist. Dann ist (z,)
oder (wy,) eine Nullfolge.

n—oo
(zn - yn) eine in [0, +00) konvergente Teilfolge.

b) Seien (zy), (yn) C R zwei Folgen, sodass lim z, =0 und lim y, = +oo. Dann hat
n—oo

Losung
a) Gilt nicht. Betrachte folgendes Beispiel

B {0 falls n gerade B {1 falls n gerade
n — n —

1 falls n ungerade ’ 0 falls n ungerade

Hier gilt z, - w, = 0 fiir alle n, also ist (z, - wy,) eine Nullfolge, aber (z,) und (wy,)
sind beide keine Nullfolgen, da sie jeweils 1 als Haufungspunkt haben.
1
b) Gilt ebenfalls nicht. Betrachte hier folgendes Beispiel: z, = —— und 1y, = n?.

n
Dann ist lim z, =0, lim y, = 400 und lim (2, - y,) = lim —n = —oco.
n—00 n—00 n—r00 n—00

Aufgabe 3 (34341 Punkte)

a) Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Definieren Sie das Innere von A, int(A),
den Abschluss von A, cl(A), und den Rand von A, 0A.

b) Zeigen Sie, dass die folgende Abbildung eine Metrik auf R? definiert:
d:R? xR? 5 R,

A((era). (o)) = 4 17 Rl el el o) 7 ()
T 0 falls (21, 72) = (y1,y2)

Dabei diirfen Sie sich bei der Dreiecksungleichung auf den Fall beschrdnken, dass
alle 3 Punkte verschieden sind.

c¢) Skizzieren Sie die Kugel vom Radius 1 um den Punkt (0, 0).
Losung
a) Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Dann gilt:
o int(A):={zecA|Te>0: K(x) C A}

e cl(A):={z€A|Ve>0: K(x)NA#D}
o J(A) :=cl(A) \ int(A).

b) Z.z.: Die Abbildung d : R? x R? — R mit

d((ﬂﬂl 2), (11 y2)) _ Jler =il lzof +fye| - falls (21, 22) # (41, 42)
) i ’ O faHS (fL’l,xQ) — (yl;yQ)

ist eine Metrik auf R?. Beweis:
Positivitiit: Da Betriige nicht negativ sind, gilt offensichtlich d ((wl, x2), (Y1, yg)) >0
fiir alle (JC;), (g;) e R%
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Gilt (z1,22) = (y1,y2), so ist nach dem 2. Fall d((xl,:vg), (yl,yQ)) = 0. Gilt anderer-
seits d((wl,xg), (yl,yg)) = 0, so wiirde im ersten Fall zo=y>=0 und z1—y; = 0 &
x1=y; folgen, also (z1,x2) = (21,0) = (y1,0) = (y1,y2). Daauch im 2. Fall (1, z2) =
(y1,y2) folgt, gilt also d((xl,a:g), (yl,yg)) =0 < (z1,22) = (Y1, Y2)-

Symmetrie:

[y1—21|+|ye|+|z2]
:d((

T1—Y1|+|r2|+
|21 —y1|+| 2| |3/2’:{0 Y1, Y2), (21, 22))

d((x17x2)7 (ylny)): {O

da |a| = |—a| und wegen der Kommutativitit der Addition.
Dreiecksungleichung: Wenn (x1,x2), (y1,¥2), (21,22) drei paarweise verschiedene

Punkte in R? sind, so gilt:

d((z1,22), (Y1, 92)) = |z1—v1] + [x2| + |92

(%)
< w1 — 2] + |21 — ya| + |z2] + 2]22] + |y2|

= d((xl, x2), (Zl, ZQ)) + d((Z17 Z2)a (Y1, y2))’

dabei gilt die Ungleichung (x), wegen der Dreiecksungleichung fiir Betrige und da
Betrége nicht negativ sind.

Die Kugel bzgl. dieser Metrik d vom Radius 1 um den Punkt (0,0) erfiillt:
K1((0,0)) = {(z1,22) € R?| d((z1,2),(0,0)) < 1}
= {(z1,22) € R? | (z1,22) = (0,0) oder 1 > |21 —0[+|z2|+(|0] = |21|+|z2|}
= {(z1,22) € R? ‘ |z |+ |zo| < 1}
Diese Menge ist das Quadrat (ohne Rand) mit den Ecken (1,0), (0, 1), (—1,0), (0, —1).

Aufgabe 4 (1+2+2 Punkte)

a)

b)
c)

Geben Sie eine Definition dafiir was es heifit, dass eine Teilmenge A eines metrischen
Raums (X, d) kompakt ist.

Formulieren Sie den Satz von Bolzano-Weierstrafl in R mit der Standardmetrik.

Zeigen Sie mit dem Satz von Bolzano-Weierstra$, dass das Intervall [0, 1] in (R, |- )
kompakt ist.

Losung

a)

Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. A ist kompakt, falls jede Folge (a,) aus
A eine in A konvergente Teilfolge besitzt.

Alternative: A ist kompakt, falls aus jeder offenen Uberdeckung von A eine endliche
Teiliiberdeckung ausgewéhlt werde kann.

2. Alternative: A ist kompakt, falls A vollstindig und total beschrankt ist.

Satz (Bolzano-Weierstraf)
Jede beschrinkte Folge in (R, |- |) besitzt eine konvergente Teilfolge.

Z.z.: [0,1] ist in (R, |- |) kompakt.

Beweis: Wir zeigen, dass [0, 1] folgenkompakt ist. Sei (a,) C [0,1] eine beliebige
Folge. Dann gilt also 0 < a,, < 1 fiir alle n € N. Also ist (a,) beschrinkt. Nach
dem Satz von Bolzano-Weierstraf} existiert eine Teilfolge (ay, ) die in R konvergiert.
Da [0, 1] abgeschlossen ist und (a,, ) C [0, 1], liegt der Grenzwert auch in [0, 1], d.h.
(an,) ist in [0, 1] konvergent. Also ist [0, 1] folgenkompakt und damit kompakt.



