Vektorwertige Funktionen einer reellen
Verédnderlichen

Bezeichnungen: Sei (X, || - ||) normierter Raum iiber R. X* = dualer Raum, (z*,z) =
Wert von z*. Fiir —oo < a < b < 400 sei

I'={teR|a<t<b}.

L(R) = o-Algebra der Lebesgue-mefibaren Teilmengen von R. |A| = Lebesgue-Mafi von
A e L(R).
Fiir 1 < p < 400 sei

+o00 fir p=1,
pi=q—— fir 1<p<+oo,

1 fir p=+4o0.

1 Das Bochner-Integral

DEFINITION 1.1u : I — X heifit einfach, wenn

> xaze  fir te U A,
(1.1) ult) = { k=t =L

0 fir teI\ U Ag,
k=1

wobei Ay, C I, A € L(R), A NA; =0(k #£1), |Ag| < +oo.
m
(1.1) heiBt Normaldarstellung. Setzt man Ay :=1\ |J Ag, =zo:=0, so gilt
k=1

u(t) = 3" xa, (Dax )
k=0

DEFINITION 1.2 u : I — X heifst

) Wir bemerken, da |Aq| = +oo, falls |I] = +o0.



1) schwach Bochner-meflibar, wenn fiir jedes z* € X die Funktion
t— (z*,u(t))

mefSbar ist;

2) (stark) Bochner-meflbar, wenn eine Folge einfacher Funktionen uj : I — X exi-
stiert, so daf

uj(t) = u(t) ffa.tel.

Bemerkung: 1. Sind u,v : I — X schwach (bzw. stark) Bochner- mefibar, so ist fiir alle
a, B € K die Funktion au + Bv schwach (bzw. stark) Bochner-mefibar.

2. Ist w : I — X Bochner-meBbar, so ist ¢ — ||u(t)|| meBbar. In der Tat, ist ug : I — X
eine Folge einfacher Funktionen, die fast iiberall gegen u konvergiert, so gilt:

lug (|| = Nlu@)|| ffa- t € 1.
Da t — ||ug(t)|| meBbar ist, folgt die MeBbarkeit von ¢ +— ||ul|-

DEFINITION 1.3 (Bochner-Integral)

1) Seiu:I — X einfach.

/u(t) dt =" Ayl
4 k=1

heifit Bochner-Integral der einfachen Funktion u.

2) u : I — X heifit Bochner-integrierbar, wenn eine Folge einfacher Funktionen
uj : I — X emistiert, so daf

(i) wui(t) = u(t) ffatel

(i) /I||uj(t)—u(t)||dt—>0.

Das Bochner-Integral von u ist definiert durch:

/Iu(t) dt := lim [ w;(t)dt.

u heifit lokal Bochner-integrierbar auf I, wenn u auf jedem Teilintervall |ty,to]
(a < t1 <ty < b) Bochner-integrierbar ist.



Bemerkung: 1. Sei u: I — X einfach und

u(t) = ZXAk (t)zp = ZXB, t)u
k=1 =1

zwel Normaldarstellungen von u. Dann gilt:

m n
D |Aklze = [Bilui-
k=1 =1

Das heifit: das Bochner-Integral fiir einfache Funktionen ist eindeutig bestimmt.
AuBlerdem ist ¢ — ||u(t)|| meBbar und es gilt:

H/Iu(t)dtH - Hg'AkWH < i‘Ak|||$k|| =/I||u(t)||dt.

k=1

2. Sei u : I — X Bochner-integrierbar geméfl Definition1.3 und u; : I — X eine Folge
einfacher Funktionen mit (i), (ii). Dann:

' /I“i(t)dt—/luj(t)dtH < /IHUz'(t)—uj(t)Hdt <
< /IHUi(t)_U(t)||dt+/l||uj(t)—u(t)“dt_)o

fiir 4, 5 — oco. Somit ist ( / uj(t) dt) eine Cauchy-Folge in X, also eine konvergente Folge.
I
Sei nun v; = X eine weitere Folge mit (i), (ii). Wir betrachten nun die Mischfolge w41 :=
uj, we; = vj(j € N). Auch diese geniigt (i) und (ii). Dann ist (/ w;(t) dt) eine in X
I

konvergente Folge. Dies impliziert

lim /I wi(t)dt = lim /1 wi(t)dt = /1 v;(8) dt.

Also ist das Bochner-Integral eindeutig bestimmt.

SATZ 1.4 (Pettis)Sei X ein Banach-Raum. Fir u:1 — X sind dquivalent
1° wu ist (stark) Bochner-mefbar;

2 1) u ist schwach Bochner-mejSbar,

2) 3N C I, so daf: |N|=0, {u(t)|t € I\ N} ist separabel.



SATz 1.5 (Bochner)Sei X ein Banach-Raum. Fir u: I — X sind dquivalent

1° w ist Bochner-integrierbar;

2 1) u ist Bochner-mefSbar,

2) /I||u(t)||dt<+oo.

Eigenschaften des Bochner-Integrals

1. u,v : I - X Bochner-integrierbar, o, § € K. Dann:

/I(au(t) + Bu(t)) dt = a/Iu(t) dt+ﬂ/lv(t) dt

2. u,v : I — X Bochner-integrierbar, ¢ : I — R meflbar, beschrdnkt. Dann ist u-¢
Bochner-integrierbar auf I und es gilt

| [swead <swiol [ luwae

BEWEIS. - Sei uj : I — X eine Folge einfacher Funktionen, die fast iiberall in I gegen
u konvergiert und sei ¢; : I — R eine Folge einfacher Funktionen, die fast {iberall ge-
gen ¢ konvergiert. Dann ist uj-@; : I — X einfach fiir jedes j € N und mit Hilfe der
Dreiecksungleichung folgt

luj ()i () — w(®) @) < [[(w;(t) = w@)ll0i@)] + [lu@)lle; () = @@)]-

Somit konvergiert (u;-;) fast iiberall gegen u-¢, was zeigt, dal up Bochner-mefibar ist.
Auf der anderen Seite gilt:

/||u Hlldt < sup|<p|/||u |dt < +oo.

Die Behauptung folgt nun aus dem Satz 1.5. [

3. Sei Y ein Banach-Raum, u : I — X Bochner-integrierbar, 7' € L(X,Y). Dann ist
Tow:I—Y Bochner-integr. und es gilt:

/I(Tou)(t) dt = T(/Iu(t) dt) (in V).

BEWEIS.- 1) Sei u: I — X einfach. Dann



T(u(t)) = T(iXAk(t)xk) = 3 a7,
k=1 k=1
/I(Tou)(t))dt - E\A“Ta:k _ T(§|Ak|xk) _ T(/Iu(t) dt).

2) u : I — X Bochner-integr., u; : I — X approximierende Folge. Dann ist T o u wegen
Tuj(t) = Tu(t)ffa. t € I Bochner-mebar. Da T' beschrinkt ist, folgt aus Satz 1.5, da§
T o u Bochner- integrierbar ist und wir haben

T(/Iu(t)dt> _ hmT(/u]( )dt) _ hm/Tuj £ dt =
:hm/ —u) dt+/ITu()dt—hm/Tu

Insbesondere: <:1: /I u(t) dt> - /I (@)t dt Vo' e X,

4. —00 < a < b < +o0; u :]a, b[— X stetig und beschrinkt. Dann ist u Bochner-integrierbar
auf |a, b[.

Lebesgue-Punkte
Sei f : I — R lokal integrierbar. ¢y € I heifit Lebesgue-Punkt von f, wenn

1 to+h

lim — — =0.
i . |f(t) — f(to)]dt = 0

SATZ (Lebesgue) Sei f: I — R lokal integrierbar. Dann existiert N C I:
|I| =0, jedes te€ I\ N ist Lebesque-Punkte von f.

Ist ty ein Lebesgue-Punkt von f, so gilt

1 to+h

lim — f@t)dt = f(to).

h—0 h

SATZ 1.6 Sei u: I — X lokal Bochner-integrierbar Dann:



1 to+h
i — t) —ult dt = .t I.
im / lut) — u(to)]| dt = 0 fa. to €

o
BEWEIS. - Sei (u;) approximierende Folge fiir u auf [a, 8] C I. Dann ist |J u;([e, f])

j=1
abzéhlbar. = 3N C [o, ] mit |[N| =0, so dafi:

) ) »ult) Vielap\N

2) t€o,p]\ N ist Lebesgue-Punkt fiir ||u(:) —z|| Ve U u;([a,s]), d.h.
j=1

1 t+h
li — —z|lds = t) — fla. tg € I.
im = [ () ol ds = ) —all . to €

Dann erhilt man mit Hilfe der Dreiecksungleichung

1 t+h
lim sup —/ |lu(s) —u(t)||ds < 2||lu(t) — z||.
h—0,h>0 t

Die Behauptung folgt nun wegen z = u;(t) — u(t). ]

FOLGERUNG 1.7 Sei u : I — X lokal integr. mit

/u(t)cp(t) dt =0 Ve o)
I
Dann: u(t) =0 ffa. t € 1.

BEWEIS. - Seien a < t1 < t3. Sei 0 < ¢ < min{t; —a,b—t2}. Sei ¢ € CXP(I) mit 0 < ¢ <1
inI, p=1auf [t;,t2]o=0in I\ [t; —€,t2 + €]. Dann

[l
-

t1 to+e
/ ||u(t)||dt+/ lu(®)]|dt — 0 fir e — 0.
t to

1—¢&

/ * ()olt) df — / " )0l dtH -

t1 a

[ wwewars [ et o <

1—€ ta

AN

Dies liefert

1 t+h
E/ u(s)ds = 0 Vte€ (a,b),0<h<b-t.
¢

Die Behauptung folgt nun unmittelbar aus Satz 1.6. ]



2 Die Riume LP(a,b; X)

Sei I =]a,b[(—oo < a < b < 400), X Bannach-Raum.

DEFINITION 2.1 Sei 1 < p < oo. Mit LP(a,b; X) bezeichnen wir den Vektorraum aller
(Klassen) Bochner- mebarer Funktionen u : (a,b) — X, so daf

b 1/p
( / lu()I% dt) <o fir 1<p<oo
HUHLI’(a,b;X) = a
esssup ||u(t)||x < oo fir p= 0.
a,b

SATZ2.2 1. LP(a,b; X) ist ein normierter Raum.

2. Ist X ein Banach-Raum, so ist LP(a,b; X) beziiglich der Norm |- ||p»(a,5,x) €in Banach-
Raum.

3. Ist X ein Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt (-,-), so ist L?(a,b; X) ein Hilbert-Raum
bez. des Skalarproduktes

b
(1:0) 20y = [ (0 0(0) (v € I(a b X))

a
SATZ 2.3 Sei —00 < a < b < +o00.
1. Sei u € L*®(a,b; X). Dann: u € LP(a,b; X) Vp € [1,+00] und
(*) pli{go ||U||Lz>(a,b;X) = ||U||L°°(a,b;x)-
2. Seiu € LP(a,b; X) Vp € [1,4+00] mit

||u||Lp(a,b;X) < Co = const. Vp € [l,+o0l.

Dann ist u € L*®(a,b; X) und es gilt (x).
Dichte Teilmengen

SATZ 2.4 Sei Xy dicht in X, sei M dicht in LP(a,b;R) (1 < p < +00; —00 < a < b < +00).
Dann ist

span{p(t)z [p € M,z € Xo}
dicht in LP(a,b; X).



BEWEIS. - Sei v € LP(a,b;R). Sei ¢ > 0 beliebig. Es existiert eine einfache Funktion
m
welt) = 35 xay (B mit [l — el o) < /3

m
13
Fzor € Xo:  (b—a)'/P ) " |lag — zok]| < 5

k=1
m €
Jpp €M Y llmoklllxa, — erllegaey < 3
k=1
Dann haben wir
m
w —
) 5 Z‘Pkmok L7(a,b;X) —
k=1
m m
< _ _ <
- HZXAk(wk ok) L?(a,b;X) + HZ(XAk k) 0k Lr(a,b;X)
k=1 k=1
m m 2e
< DA Pl — morll + Y llwokllixa, — erllzagapy < 5 m
k=1 k=1

FOLGERUNG 2.5 X separabel. Dann ist LP(a,b; X) (1 < p < +00) separabel.
Beispiel Sei 1 < p,q < +o0o. X = LP(2). Dann ist

span{y(t)f(z) | € D(I), f € D(Q)}
dicht in L?(a, b; L9(2)).

Anwendung Q C RN offen, beschrinkt; Q = Qx]a,b[. Es existiert eine Isometrie ¢ :
LP(Q) — LP(a, b; LP(%2)).

BEWEIS. - Sei u € C(Q). Setzen

d(u)(t) :=u(-,t) € LP(Q) VYt €]a,b|.

Mit Hilfe von Fubini bekommen wir

b
|mm&mmm=/wmwm@a=LMMMt



Also ist ¢ auf einer dichten Teilmenge von LP(Q)definiert und dort eine Isometrie. Diese
kann man auf eindeutige Weise auf LP(Q) fortsetzen. Es bleibt also nur noch zu zeigen,
dafl ¢ surjektiv ist. Dies folgt aber aus der Tatsache, daf§

span{ef | € D(I); f € D(N)} C H(C(Q)),
was nach Satz 2.4 impliziert, daB ¢(C(Q)) in LP(a,b; LP(R)) dicht ist. ]
SATZ2.6 Sei —00 < a < b < 400. Sei u € LP(a,b; X) (1 < p < +0). Dann ezistiert fir
jedes € > 0 eine Treppenfunktion u. : I — X, so daf

Hu_uEHLP(a,b;X) <e

BEWEIS. - 1. Die Menge der einfachen Funktionen sind dicht in LP(a,b; X): Sei u €
LP(a,b; X). Dann ist w : I — X Bochner- integr. Sei (u;) approximierende Folge fiir
u. Setzen

uj(t)  falls  |lu;(0)]] < 2[lu@)|
’Uj(t) =
0 sonst

Dann ist v; einfach, und es gilt: v;(t) — u(t), [|v;(¢) — u(?)||P < 3||u(?)||P ffa. t € I. Nach
dem Satz von Lebesgue folgt

/||'uj(t)—u(t)||pdt—>0 fiir j — +o0.
1

2. Approzimation einer charakteristischen Funktion durch Treppenfunktion: Sei A € L(I)
und sei § > 0 beliebig. Dann existiert eine kompakte Menge K C A : |[A\ K|'/? < §/2 und
eine offene Menge U mit K C U cC I und |U \ K|'/P < §/2, so da

k

U= kL_jl]ak,bk[ ([, b] N [as,bi] = 0,k #1).2)

Offensichtlich ist dann yy eine Treppenfunktion und es gilt:

Ixv — xallzeqapy < lIxv = xKllzeqapy + XK — XAllLPapp <
U\ K|'? + A\ K|'? <.

IN

2 Sei V C I offen, so dal K C V. Dann existiert fiir jedes t € K ein offenes Intervall I; C V, welches ¢

ko
enthilt. Da K kompakt ist, existieren t, € K (k=1...,ko),sodaS K CU:= |J I;, C V.
k=1



3. Sei u € LP(a,b; X) und sei € > 0 beliebig. Nach 1. existiert eine einfache Funktion v =
m

> XAy (t)zg mit ||u—v||1rqp;x) < €/2. Nach 2. existieren Treppenfunktionen ¢y : I — R,
k=1

so da

£

x4, — @rllrgapy < (k=1,...,m).

2m||z |

m
Dann ist u. := ) @gx) eine Treppenfunktion und es gilt:
k=1

|w — el Lr@apix) < [l —vllLo(apx) + 1V — UellLr(ap,x)

m
3
< =+ X llewllixa, = erllisgasp < e
k=1

Mittelfunktionen und Steklov-Mittel
Sei w € C*°(R) mit

Low(t) =0 V|f>1,

2. w(t) = w(-1) VteR

3. /wdt: 1.
R

Beispiel .
ce 1-t% fir |t <1,
w(t) :=
0 fir |t > 1.

Setzen wy, := nw(nt), t € R, n € N. Dann ist w, € C*°(R), supp(wy,) C [-1/n,1/n],

/wndt:/wdtzl.
R R

Sei u € LP(a,b; X) (1 < p < +00); u durch Null auf R fortsetzen. Setzen

Un(t) = uxwp(t) = /an(t — s)u(s)ds = wp(s)u(t — s)ds.

10



SATZ2.7 Es gilt:
1. up, € C®(R;X) VneN

2. ||un||LP(a,b;X) < ||U||Lp(a,b;X) VnelN;
3. lun — UHLp(a,b;)Q =0 fir n— oo

4. up,;(t) = u(t) in X ffa. t €]a,b].
BEWEIS. - 1. Sei h > 0 beliebig. Dann gilt:

%«un(t +h) —wn(t) = wp():

wobei

1 t+h 1
wn(h)(t) = E/t wn(s) ds = /(; wn(t + hS) ds

Aus der gleichmifBigen Stetigkeit von w/, folgt fiir beliebiges t € [a, b]:

Wi () —wn ()] = /0 wn(t+ hs) —w,,(t)ds <

AN

I[naﬁc |wl (t+ hs) —wl(t)] = 0 gleichmiBig in  [a, b],
0,1

also

‘(u * wp)(t+ h) — (uxwy)(t)

- — (wrwp)(t)] =

‘u § (wn( + h) — wn(t)

: )(®) = () )] = | @y -] <

IN

ull 21 (a,p:) 1wy — WpllLoew) = 0 fiir  h — 0.
(k)

Somit ist (uxwp) = uxw), € C([a,b]; X). Analog zeigt man (uxwy)” = uxwl € C([a,b]; X)
usw.

2. Fir ¢ €]a, b] gilt:

1w * wn) ()7

INA

(/Iwn(S)Il/p'Iwn(S)Il/pIIU(t—S)||d8> <
R

IN

Jwnll 47 /R jwon () lIlu(t — )| ds < /R (wn($)l[lult — )| ds.

11



Hieraus folgt nach Anwendung von Fubini:

/abII(U*wn)(t)ll”dw < /R/len(s)|||u(t—s)||1’dtds < 3

< Nenllg iy < Nl

3.t €la,b:

P
<

lun(t) — u(t) [P = ‘

/ wn(3) (u(t — 8) — u(t)) ds
R

1/p
( /R w(s) ds> /R ws)l|(ut - s/n) — u(®)|P ds <

< /1 w(s)||(u(t = s/n) —u(?))||P ds.

AN

Mit Fubini und Absolutstetigkeit des Lebesgue-Integrals. folgt

b rl
i =l iy < [ [ wlolate = s/m) — el dsa =

1 b
= [ o [ Ittt —s/m) — )P dras =
— 0 fir n— oo.

4. Nach dem Satz von Riesz-Fischer existiert eine Teilfolge up;, so da§

Up; (t) = u(t) ffa.t €la,b]. m

DEFINITION 2.8 Sei u € LP(a,b; X). Setzen u durch Null auf R fort. Fir h € R'h # 0
definieren wir das Steklov-Mittel

1 t+h
E/ u(s) ds falls h >0
uh(t) = 1 tt
—/ u(s)ds falls h <O0.
h Jisn
(t €]a, b]).

%) Wir setzen u durch Null auf R fort und bezeichnen diese Fortsetzung ebenfalls mit w.

12



SATZ 2.9 Seiu € LP(a,b; X) (1 <p < +oo;—00 < a<b< +00). Es gilt:
1. up € C([a,b]; X) Vh>0;
2. |unllr@px) < llullze(anx);
3. up > uin LP(a,b; X) fir h— 0.

4. Seiu € C(R; X) gleichmafig stetig. Dann

up = u  gleichméfig fiir h — 0.

Bemerkungen (Faltungsintegrale). Sei 1 < p < +o0. Es gilt:
1. Fiir alle u € LP(R; X) und ¢ € L}(R):

u*goz/Ru(- —s)p(s)ds € LP(R; X);

lu* @llLe@xy < l@llpllull e x)

2. Fiir h > 0 bezeichne uy, das Steklov-Mittel. Dann

upxp =uxp_p, Yu€IP(R;X), VoeL'R) (heRh#D0).
3. Firu € LY(R; X), p € D(R) ist u* p € C°(R).

BEWEIS. - 1. Siehe Beweis von Satz2.7; 2.

2. Sei h > 0. Dann
1 s+h
up * p(t) = / —/ u(t)dro(t —s)ds =
R h ]

N /OI/RU(”Th)sO(t—s) dsdr =

_ /()I/Ru(s)cp(t—s—Th)dsdT =
— /Ru(s)%h/t:ihtp(ﬂd’rds = u* @_p(t).

3. Siehe Beweis von Satz2.7; 1.

13



3 Der Raum W}, (a,b; X,Y)

Seien X,Y Banach-Riume, wobei X in Y stetig eingebettet sei, d.h. es existiert eine
Injektion i € L(X,Y), so daBl
li(z)lly < eollzllx V€ X (cp=const).

Bemerkung: Ist u : (a,b) = X Bochner-mefibar, so ist die Abbildung i(u(-)) : (a,b) = Y
ebenfalls Bochner-mefibar.

DEFINITION 3.1 Seien 1 < p,qg < 00, — 0 < a < b < +o0o. Wir definieren
Wy (a,b; X,Y) == {u € LP(a,b; X) ‘ Jv € LY(a,b;Y) :

b b
/ o(t)p(t)dt = (~1) / i(u()) 0™ (1) dt}.

Dann heift u(™ := v m-te schwache Ableitung von u in Y.
Der Raum W, (a,b; X,Y') versehen mit der Norm

||U||W,§'}q(a,b;X,Y) = [Jull Lo (a,px) + ||“(m) | za(ab;v)
ist ein Banachraum. Insbesondere setzen wir W"(a, b; X) := W (a, b; X, X).
LEMMA 3.2 Der Raum
(D(R; X) falls a = —00,b= 400
C*([a,+0); X) falls a€R,b =+

W(a,b; X) := <
C®((—o00,b; X) falls a=—o0,b€R

L C*([a,b]; X) falls —oo<a<b< 400

ist in Wyly(a,b; X,Y) dicht.

BEWEIS. - 1. a = —00,b = +oo0: Sei u € W) (R; X,Y") beliebig gewihlt. Setzen
ue ;= u*pe (e >0).

Dann ist i(u:) = (i(u)): und es gilt:
ul™ = (i(u))™.

£

14



Hieraus folgt

us —u in LP(R;X), u™ —u(™ in LYRY).

Es geniigt also, Funktionen der Gestalt v = u * p. durch Funktionen aus W(R; X) in
W, (R; X,Y') zu approximieren. Sei N € N beliebig. Sei (v € D(R) mit (y = 1 auf

[-N,N], (v =0in R\ [-N - 1,N +1], || < ¢(k = 1,...m; c = const). Dann:
(vo—v in LP(RX), (yoi™ —=i(w)™ in LIYRY);
CmBiw)® 50 in L(RY) (k=1,...,m)
fir N — +oc.

Die ersten beiden Konvergenzaussagen folgen unmittelbar aus der Absolutstetigkeit des
Lebesgue-Integrals. Es bleibt also noch, die dritte zu beweisen. Hierfiir beachte man
supp(C](Vm_k)i(v)(k)) C[-N —1,—N]U[N,N + 1] und die Ungleichungen:

k+1

N

||i(v)(k)||Lq(N,N+1;Y) > C(H'U(k)HLP(N,N—I—l;X) + ||U( )HLP(N,N—H;X))a

AN

||i(U)(k)||Lq(—N—1,—N;Y) = C(||U(k)||LP(—N—1,—N;X) + ||'U(k+1)||LP(—N—1,—N;X))-
Die Behauptung folgt auch hier aus der Absolutstetigkeit des Lebesgue-Integrals.

2. Die Dichtheitsaussage fiir die anderen Félle beweist man mit einer analogen Argumen-
tation wie die obige unter Verwendung geeigneter Fortsetzungen iiber die Intervallgrenzen
hinaus. [ |

DEFINITION 3.3 Eine Funktion u : [a,b] — X heifit absolutstetig, falls fiir jedes e > 0 ein
0 = 6(e) > 0 existiert, so daf fiir jedes endliche System (a1,b1),.-.,(am,bm) disjunkter
m

Teilintervalle von [a,b] mit Z(bk —ag) <0 gilt:
k=1

> lubr) — ular)|x < e

k=1

SATZ 3.4 Sei u :|a,b[— X eine Bochner-mefbare Funktion. Die folgenden Aussagen sind
dann dquivalent:

1° u € Wi(a,b; X)

2° 3@ mit a(t) = u(t) ffa. t €]a,b], w € L'(a,b; X):
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t
i) = a(a)+/ w(s)ds Vi€ [a,b).

(d.h.: @ ist ein absolutstetiger Vertreter der Aquivalenzklasse w.)

BEWEIS. - 1° = 2° Sei u € W(a, b; X'). Dann existiert ein ¢ € [a, b]:

b
u(to)llx = ﬁ/ llu(s)|x ds.

Unter Verwendung partieller Integration bekommt man:
t
u(t) = u(ty) + / u'(s) ds,
to

also

(3.1) gmwwusmwmwm<%:mQWwﬂnh

Sei nun u € Wi (a,b; X) beliebig gewiihlt. Nach Lemma 3.2 existiert eine Folge (u;) C
W(a,b; X), die in W{(a,b; X) gegen u konvergiert. Nach (3.1) ist diese eine Cauchy-Folge
in C([a,b]; X), die somit gegen ein & € C([a,b]; X) konvergiert. Unter Verwendung des
Satzes von Riesz-Fischer folgt: 4(t) = u(t) ffa. ¢ € (a,b). Sei z* € X* beliebig. Wir setzen
Par () := (x*,0(t)) (t € [a,b]). Dann folgt fiir jedes ¢ € D(]a, b]):

lﬁwwwwazx{l%mdm&>=
_ —x*< / " (0o(t) dt> - / " (1) o(t) dt.

Hieraus schlieBt man 1y« € Wh1(]a,b[) mit .. (t) = (z*,u'(t)) (¢t €]a, b]). Hieraus schliefit
man

t

Vo (t) = bor(@) + [ @ (o)) ds V€ fad,

a

Dies impliziert

t
<J;*,ﬂ(t) — i(a) —/ u'(s) ds> =0 Vz" e X"Vt € [a,b],
a
was die Aussage 2° nach sich zieht.
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2° = 1°: Sei p € D(Ja, b]). Dann bezeichne ¢y, (h > 0) das Steklov-Mittel von ¢. Bekannt-
lich gilt

S(8) = lim p(t+h) — ¢(t)

— 1; /
g SIS i) e,

Unter Verwendung der Transformationsformel fiir das Lebesgue-Integral und Satz2.9; 3.
bekommt man:

/aba(t)<p’(t) g Vorauss. /b (a(a)+/at (s )ds)cp'(t) dt
zflll_rg// s) dsey, (t) dt

b
— iy [ (et dt = — / w(t)e(?) dt.

Somit ist w die verallgemeinerte Ableitung von u, und es gilt u € Wi(a,b; X). [
FOLGERUNG 3.5 Sei Y ein Banach-Raum. Seien 1 < p,q < oo;—00 < a < b < +o0o. Dann
gilt fiir alle u € W) ,(a,b;Y,Y):

1 _
(3.2) ulloas;y) < mHUHLI’(a,b;Y) + (b—a) l/qHu,HLq(a,b;Y)-

BEWEIS. - Sei u € Wpl’q(a, b;Y,Y). Nach Satz 3.4 gibt es einen absolutstetigen Vertreter
@ € u. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert ein g € [a, b]:

b b
Jatol = 5 [ lats)lds = = [ uts)]as

Sei t €la,b[,t > ty. Dann folgt nach Satz 3.4 mit Hilfe der Dreiecksungleichung und der
Holderschen Ungleichung

_ _ t 1 b t
)] <t + [ 'l as = 5= [ u@lds+ [ @)ds <
0 a 0
1 —
= (b_a)1/pHUHLP(a,b;Y)dS‘|”(b—@)1 l/q“uI“Lq(a,b;Y)-

Analog zeigt man, daB fiir jedes ¢ €]a, b, t < o gilt:

la@) < —

< G llesn s+ (0= 0 sy
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Dies bestitigt die Behauptung (3.2).

SATZ 3.6 Sei p € [1,+00]; ¢ € (1,400) und Y reflexiv; ¢ = +oo und Y reflexiv und

separabel. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
i) ue W, (a,b;X,Y).
i) u € LP(a,b; X);
b—h
t<p<oos [ liGult+h) - i) dt < Cie
a

YVO<h<b—a, Ci=const>0

g=-+oo: esssup [|j(u(t+h) — ju®)lly < Csh
te(a,b—h)

VO<h<b—a, Cy=const>0
i) u € LP(a,b; X);

b
/a (v (1), 5 (u(t)))yddt < Cllvllpe qpy) Vv € D((a,b),Y7),

q
qg—1

wobei ¢’ = fir1 < g < 400 und ¢’ =1 fiir ¢ = +ooc.

Beweis. - (i) = (it). Sei @ : [a,b] — Y eine absolutstetige Funktion gemif Satz2.2.1:

At + h) —i(t) = /tHhu'(s)ds, t € [a,b—h]

b—h b b—h
/ gt +h) — g(t)] dt = / o(s) ds — / o(t) dt

+h

- bihg(s)ds + ’ g(s)ds — bihg(S)ds
/a+h /bh a

g

1<g<+oor  g(t):= [Lu(s)|% ds, ¢€ [a,b].

1/q

fate+m sl < [ enas <o d [ g )

— W7 g(t + h) — g(1)]1

Hieraus folgt
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b—h . [b—h
| itate+ )~ it d < w07 [ gt ) — gt
b
< hq/q’/ g(s)ds < hq/q’+1g(b)’
b—h

Beachtet man % +1=(g—1)+1 = g, so folgt

b—h b
/ liu(t + h)) — j(u(®)]% dt < hq/ /()% ds.  ( gilt auch fiirq = 1).
(13) = (4i1). Sei v € D((a,b); Y*) beliebig gewihlt. (supp(v) C [a, ] C (a,b);0 < h <
min{a —a,b — 8})

b
/(Mﬂ—v@—h%ﬂwﬂnyﬁ

%(U(t) _v(t—h),U(t))Y‘ _ %‘</:hv'(s)ds,u(t)>‘

1 t
<1 [ WEl-ds- ol
t—h

< ( max ||’l),(7')||y*) |lu(t)]ly summierbare Majorante
7€(a,b)
ffa. t € (a,b), V0 < h <min{a —a,b— S}

Ferner

%(v(t) —v(t—h),u(®))y — ' (t),u(t))y ffa.t€ (a,b)

Damit:
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b
}L;néh/ ) — vt — b), u(t))y dt = /G<'u'(t),u(t))y dt.

1< g < 4o00:

/ab <%[”(t) —u(t - h)]aj(u(t))>y dt

< ML ieonga) L [ e s a)

1
< CYoll o (0 iy

h — 0 = Behauptung.
(#1) = (i). Definieren

un(t) :=/an(t—s)u(s)ds, tefab (n=1,2,..)

(u(s) =0 VseR\|[a,b]), vgl. Abschnitt 2.1.
Sei v € D((a,b);Y™); supp(v) C [, 8] C (a,b). Dann

/abw(t),u;(t))ydt _ /ab <U(t),/Rp;1(t—s)j(U(s))ds>Ydt
[ [ 0 dte = pitutsmpy as) a
e /ab</abv(t)p%(t— s) dt,j(u(s))>yd3
- —/ab</abv’(t)pn(t—s) dt,j(u(s))>yd3

b
— [ttty ds.

—

Damit

b b
/a (o(t), (1)) dt = — / (3 (u(t)))y dt

Vorauss.(iii)

<

l[vnll e (a,b;Y*)

<C ||U||Lq’(a,b;y*)-
Hieraus folgt
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b
I ey =  sup /memmwwdt
vED((a,d);Y ™), Ja

[|lo|], o7 <1

29" (a,b;y*)=

<C, n=12...

El <g< oo Hup,} C{up}: uy, = win LYa,bY) fiir j — oo. (denn L%(a, b;Y')
ist reflexiv);

g=+oo: FHuy } C{upl: up, A win L%®(a,b;Y), denn L*®(a,b;Y) = (L'(a, b; Y*))*.
4)

Anmerkung3.7 = J' =w, we Wp17q(a,b; X,Y).

Folgerung 3.8 Seien p € [1,4+00],q € (1,400) und Y reflexiv. Sei u € LP(a,b; X) und

b—h
/ 17 (ult + 1)) — ju@)[L d < Cyhe
Vh € (a,b) (Ci=const.>0)

Dann existiert u' € L(a,b;Y) und es gilt
b
[ i < o
a

BEWEIS. - Die Existenz von v’ € L%(a,b;Y) folgt aus Satz 3.6, also: u € Wz},q(a,b; X,Y).
Mit Hilfe von Folgerung 3.8 erhélt man

b—h

tim [t + ) — (o)) - )]} at =

SATZ 3.9 Sei —oo < a < b < +00, 1 < p,q < +oo. Die folgenden Aussagen sind dquivalent
1° u € Wpl,q(a, b; X,Y);
2° u € LP(a,b; X); Jw € Li(a,b;Y), so daB
b=h 11 q
lim H = [L(u(t +R) —u(t) — w(t)] HY dt = 0.

h—0
h>0"¢

Y™ ist separabel = L'(a,b;Y™) ist separabel. Benutze schwaches Folgen-Kompaktheit beschriankter
Mengen (Banach-Alaoglou).
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Beweis. - 1° = 2° Sei 4 : [a,b] — Y die absolutstetige Funktion gemif Satz2.5.5. Dann

t+h h
it +h) — i(2) :/t w(s)ds:/o w(s +1)ds, t€]ab—h]

a(t) = o(u(t)) ffa.t€[a,b]; @€ i(u)

H%[L(u(t—kh) —ut) ~uw)]|, = H%/Oh(w(s—l—t) ~w()ds|
<3 [ 1wt )~ vl as
< hl/q'_l(/oh l(w(s +1) —w(®)l5 dS) e

Aus der obigen Abschitzung folgt
b=h 1, ) q
[ 15 (e m — ) —wio) ae

<27 [ ot 1) - wiaias) a
b—h

=2 [ ([ iwts + 0~ weig ast) as

Als nichstes setzen wir w durch Null auf R\ [a, b] fort: Sei € > 0 beliebig.

b b
/ lw(t + s) —w(®)||} dt =/ lws (t) — wt)w@)|} dt < e

V0 < s <d = do(e). Hieraus folgt

%/Oh (/abh||(w(s+t)—w<t>)||%dt) ds <& V0<s<d.

2° = 1° Sei ¢ € C(]a,b]) beliebig gewdhlt = supp(y) C [, ] Cla,b[;0 < h <
min{a — a,b — §}. Dann

5)1_1_1
!

q q
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B+h B

= [ duete = mdi— [ et dt
a—h a
B B

— [ suls + h))p(s) ds — / o(u(t))p(t) dt

Hiermit ergibt sich

b
- [ st Z5let - - o) at

= /ab_h {%L(u(t + h) —u(t)) — ’w(t)}go(t) dt + /ab_h w(t)p(t) dt

Nach A — 0 findet man

b oob
- / J(u(®) () dt = / wit)p)dt = o =w.

SATZ 3.10 Seien —oo < a < b < +00;1 <p < +o00;1 < g < 400 und Y reflexiv; g = +oo
und Y reflexiv und separabel. Die folgenden Aussagen sind dquivalent

1° u € Wpl’q(a, b; X,Y);

2° u € LP(a,b; X) und

b—h
1<q<-|—oo:/ le(u(t +B) — u(@)||% dt < C1hY VO < h <b—a,
a

g=+o0: esssup |[t(u(t+h) —u(t))]]y < Coh YO<h<b-—a,
te[a,b—h]

(C1,Cy = const).

3°  we LP(a,b;X) und

b
[ @) at) < Cllolw e
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Vo € C(la, b; V)
insbes.: ¢ =2, Y = Hilbert-Raum = Y*2Y

o < Cllzeapyy-
4 Spezialfall X C H stetig, dicht; ¥ = X*

Es sei (H, (+,-)) ein Hilbert-Raum mit Norm |- | := (-,-)/2. Sei (X, || -||) ein Banach-
Raum, der stetig und dicht in H eingebettet ist. Identifiziert man H* mit H vermoge
des Rieszschen Darstellungsoperators A, so erhilt man die stetigen und dichten Ein-
bettungen:

. i At % 1 %
j:X—-H—H" — X"
Nach Voraussetzung existiert eine Konstante cg:
41) (@) <collzll, i@l < Gllzll Yz e X.

Dann:

(42) (@)l = (i(2),i(2))

(), z) < [li@)l:ll=] VzeX.

SATZ4.1 Sei 1 < p < +00, —00 < a < b < -+oo. Dann:
U (g b X X _
1. W, ,(a,b; X, X*) C C([a, b]; H), d.h.

Yue Wz}’p,(a,b; X,X*) 3JueC(a,b;H) : a(t) = i(u(t)) ffa.t€Ela,b],

lallegapsm < elli)lw: (apxxe) (1= const > 0).

2. Fiir alle u,v € Wpl,p,(a, b; X, X*) und s,t € [a,b] gilt:

t t
(4.3) / (u'(7),v(r)) d7 +/ (v'(7),u(r)) dr = (a(t),(¢)) — (a(s),v(s))-
BEWEIS. - 1°) Sei u € C*([a, b]; X). Dann ist |i o u|> € C*®°([a,b]; H) mit
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< (liouP) 1) = 2Re(i(u (1), i(u(®))) V¢ €la,bl

Die Ungleichung (3.2) (mit p=¢ =1, Y = H) liefert nun

0wl < g [ DS + 2 [ GG, il s

Verwendet man die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung und anschliefiend (4.2), so folgt

. 1 .
3 0 ullZoo a sy < mHuHLP(a,b;X)”] o ul| 100 (a5 x+) +
+ 2||u||LP(a,b;X)||j o UIHLp’(a,b;X*)-

Mit Hilfe von (3.2) (mit ¢ = p’, Y = X*) und (4.1) ergibt sich

c2

17 0 ull Lo (apix+y < mHUIILP(a,b;X*) + (0= a)"Pllj 0wl (g pyx-)-

Kombiniert man die letzten beiden Ungleichungen, so folgt

2
€0

. 2 2 .
(44)  lzoullzoo(pm < m”uan(a,b;X) + 3llullLo(abx) 1 © Ul 1o 0, x0) <

IN

2 2
cullullis | apxxe

wobei
(&)

C = mﬂ{m+2,l}

2°) Nun sei u € W1 /(a,b; X, X*) beliebig gewihlt. Nach Lemma 3.2 existiert eine

Folge (ux) C C°°([a b] X) die in W1 (a,b; X, X™*) gegen u konvergiert. Nach (4.4)
ist die Folge (i o uy) eine Cauchy—Folge in C([a,b]; H) und konvergiert somit gegen
ein @ € C([a,b]; H). AuBerdem haben wir unter Verwendung von (4.2)

|5 0uk —ioullpoapr) < collur — ullzo(apx) — 0

Nach dem Satz von Riesz-Fischer existiert somit eine Teilfolge (uy,), welche fast
iiberall gegen i o u konvergiert, was impliziert, daf} i(u(t)) = a(t) ffa. ¢ €]a, b].
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3°) Seien u,v € Wplyp, (a,b; X, X*). Seien (ug), (vk) C C*([a,b]; X) Folgen mit
U, — U, Vp— v in Wpl’p,(a,b;X,X*) fir k— +oo.

Dann gilt fiir allea < s <t<bund k € N:

[ Goim ) dr + [ Tovm,uln)ar =

t t
=/(iou§€(7),iovk(7))d7+/s (iov(7),ioug(r))dr =
= (10 uk(t), 10 vk(t) — (10 uk(s), 1 0 vg(s).

Die Behauptung folgt nun unmittelbar nach Ausfithrung des Grenziiberganges k —
+oc.
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