Bemerkungen zum Problem der Brachistochrone

Seien z1,zo > 0 fixiert. Wir definieren:

u(0) = 0,u(z1) = y1,u(z) >0 Vz €]0,z],

x1 1 12 x1 12
/ \/ tu dt = lim \/ L+u dt existiert in ]R},
0 u e—0 /. u
T 1 + ’U,’Z
F(u) := / dt, ueM.
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Das Funktional F unterscheidet sich vom Funktional des Problems der Brachistochrone
nur um einen konstanten Faktor.
Fiir die folgenden Betrachtungen benétigen wir den Raum

M := {u e C([0,z1]) N C*(J0,z1])

L0, 21]) := {v € CL([0,21]) | v(z1) = 0, Ja €]0,21[: v(t) = 0Vt € [O,a]}
(die Zahl a €]0, z1[ hingt dabei von v ab).

SATZ1 Sei ug € M Minimalelement fiir & auf M:
(%) F(u) > Flup) YueM.

Dann gilt:

o 1 [1+uf ug 5
1. 6F(ug;v :/ (—— O+ 0 Ul>dt:0V’UECl 0,z1]);
o) = [ (-3 s (0.1)
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(EULERsche Gleichung).
Beweis. - Wir setzen
142
f@y) =L, >0, yer

Die ersten partiellen Ableitungen von f sind

af 1 /1442 Of . Y
%(:an) - _2 3 a_y(xay) - 7/@

Fiir v € C*([0,z1]) definieren wir nun




or(\) = f(uo(t) + w(t), uh(t) + )«u'(t)), X € [0,1],t €0, 21].

Es folgt
1
ow+m%+WW—me%)=¢AU—wA®==A<%OMM
Lro 0
(1) = /0 [8—£(u0 + Av, uy + M')v + 3_;];(”0 + v, ug + )\v')fu'] dA

fiir alle ¢ €]0, z1].

Sei v € C([0,z1]) mit v(t) = 0 fiir alle ¢ € [0,a] (mit einem von v abhiingigen
a €]0,z1[). Dann ist die rechte Seite von (1) gleich Null fiir alle ¢ € [0,a]. Fiir s € R, s # 0,
folgt aus (1) durch Integration iiber [a, z;]

L (o + am) — Flu)) =

e [af ! ! of ! n,!
= == (up + Asv,uy + Asv')v + ==(ug + Asv, ug + Asv')v ] dAdt.
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Auf der rechten Seite dieser Gleichung sind Grenziibergang s — 0 und Integration iiber
[@, z1] x [0, 1] vertauschbar. Das ergibt

55 (o) = Tim ~ (5 (o + 5v) — F(uw)) =

_ [T rof / of w
_/a [%(UO,UO)” + a—y(uo,uo)v]dt.

Seiv € 61([0,:31]). Dann ist (ug + sv) € M fiir alle s € R. Aus (*) folgt

%(9(% +5v) — F(ug)) >0 Vs> 0.

Der Grenziibergang s — 0 ergibt 6F (ug; v) > 0. Ersetzt man v durch —v, so folgt schlief}-
lich

0F (ug;v) = 0.

2. Sei € €0, z1[ beliebig. Jede Funktion v € C*([0,z1]) mit v(t) = 0 fiir alle ¢ € [0, €],
und v(z1) = 0 gehort zu C1([0,z1]). Mit Hilfe des Fundamental-Lemmas der Variations-
rechnung folgt aus Teil1 des Satzes



_4d9f
dt Oy

(ug,up) + %(uo,ug) =0 Vtele ).

Das ergibt die Behauptung 2.

Wir notieren einige Eigenschaften eines Minimalelementes ug € M fiir .

SATZ2.

1. (Gleichung fiir ein erstes Integral) Es gilt

_ (ug(t))? T+ @0 _ o )
Tt @om TV we - G0 = comst VE€loal
2. lim(ug(t)* = +oo.
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Dies impliziert

(2 - + = Cp =const Vt€|0,z]




oder (dquivalent)

(3) 1 = Clug(l+up?) Vte€)0,z].

Die Konstante Cy kann z.B. fiir t = z; mit Hilfe von ug(z1) = y1 und uy(z1) ausgedriickt
werden:

1
Vit (W)

2. Die Aussage (3) ist dquivalent zu

Co

12 1
= —1 Vtel0 .

Wegen u(0) = 0 folgt
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3. Aus (3) folgt

1 1 [14u)?
L N e s IRV €10, z1].
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Nach Voraussetzung ist die Funktion auf der rechten Seite dieser Gleichung im uneigent-
lichen Sinne R-integrierbar iiber |0, z1]. Das ergibt die erste Behauptung.
Die zweite Behauptung folgt aus (2).

4. Die Differentialgleichung fiir ug ist dquivalent zu (3). |

Wir nehmen nun die in Satz2/4. hergeleitete Differentialgleichung als Ausgangspunkt,
um die Existenz einer Lésung des Minimum- Problems (x) zu beweisen.

Hierbei betrachten wir mit einer noch zu bestimmenden Konstanten k£ > 0 die Diffe-
rentialgleichung

u(t) = ———=, 0<t<um.

Dabei miissen u und k so bestimmt werden, dafi die Bedingungen 0 < u(t) < k fiir alle
t €]0,z1] und



erfiillt sind.
Trennung der Verdnderlichen ergibt

U
t—/ k_udu+C.

Die Substitution v = k sin? 7 liefert

k
t = 5(27—sin27’) +C, 7>0.

Hierbei mufl C' = 0 gewéhlt werden, um fiir 7 = 0 den Wert ¢ = 0 zu sichern. Die gesuchte
Losung fiir (%) erhélt man also aus der Darstellung

t = a(r) := 5(7’ —sinT)

u = B(7) := 5(7’ — CoST)

Die Kurve {(a(7),B8(7) |7 € [0,27]} beschreibt einen Bogen einer Zykloide. Nun bestim-
men wir 71 (und dann k) so, daf

1 = a(r), v = B(n)

gilt. Der Zykloiden-Bogen erreicht seinen ,tiefsten Punkt“bei 7 = 7. Daher muf} 7; zum
Intervall |0, 7] gehoren.
Um die Existenz und Eindeutigkeit von 7; zu beweisen betrachten wir die Funktion

0 fir 7=0
@(1) =94 7 —sinr

—_ fir 0<7<m.
1—cost

Wegen lir% ©(1) = 0 ist ¢ stetig auf [0, w]. Fiir die Ableitung von ¢ gilt
T—

2(1 —cosT) —TsinT 1 TsinT

p(r) = (1 —cosT)?2 B (sin 3)? N 4(sin 3)*

1 T COS%
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>0 Vo<7T<m.



Also ist ¢ strikt wachsend mit (1) — g fir 7 — .
Sei

Dann existiert genau ein 71 €]0, 7], so daf§

T (n) 71 —sinm
— = p\n)= "
U1 1—cosm

Wir setzen nun:

o= 2L
T —sinTy
Dan folgt
xr1 = 5(’7’1 —SiIlTl) = 04(7'1),
1-— k
Y1 = z1(1 — cosm) (_:OSTI) = —(1—cos7) = B(11).-
T1 —sinTy 2

Fiir a(t) (0 <7< m) gilt

k
(1) = 5(1 —cosT) > 0 V7 €0,m]
Daher besitzt o eine wohlbestimmte Umkehrfunktion o' auf dem Intervall 0, z1]; es gilt

(@ )'(t) =

Wir definieren

(t = a(r), €]0,11]).

a(t) := Bla” (1), t€]0,z1].
Einige elementare Eigenschaften von @ sind in dem folgenden Satz notiert.

SATZ3
1. @€ C([0,z1]) N C(]0, z:1]).

2. 4(0) = 0;a(zy) =y1; 0<a(t) <k Vte]0,z]; %g%'&'(t) = +o0.



T 1 12 T1 1 12
3. F(@) = lim | 1/ —— 4t =k lim/ T2 4t = oo
e—=0 /. u e=0 /. u
-
4. i = ﬂ” YVt €0, 7).

5. 6F(u;v) =0 VYwe 61([0,:1:1]).




