CANTORsches Diskontinuum

CANTORsche Treppenfunktion

Definition von C*(Q)



Bezeichnungen

L(R") = o-Algebra der LEBESGUE-mefibaren Teilmengen des R",
B(R") = o-Algebra der BOREL-Mengen des R™;
esgilt :  B(R") C L(R") [echte Inklusion];

An = LEBESGUE-Ma$B auf L(R"),

On = A\ s = BOREL-LEBESGUE-Ma§f.

1 CANTORsches Diskontinuum

Im nullten Schritt der induktiven Konstruktion des CANTORschen Diskontinuums entfer-

1
nen wir aus dem Intervall [0, 1] das offene mittlere Drittel /o, = ] 33 [ Es verbleiben die

1 2
20+1 abgeschlosenen disjunkten Intervalle [0,1] \ Io; = [O, —} U [— 1} Im ersten Schritt

3 3’
der Konstruktion werden aus diesen beiden Intervallen die jeweils mittleren Drittel I7; =
12 78
} 99 [ und ;5 = } 99 [ entfernt, so dass 27! abgeschlossene disjunkte Teilintervalle von

0, 1] verbleiben:
1 21 27 8
71 I I I = |: 7_] |:_7_] [_7_] [_,1]-
[0, 1]\ (Lop U (J1,1 U 11 2)) 09 U 9’3 U 39 U 5
Diese Konstruktion wird induktiv fortgesetzt. Nach dem n-ten Schritt (n =0,1,2....))

verbleiben 2"*! abgeschlossene disjunkte Teilintervalle der Linge Tt von [0, 1].

DEFINITION Die Menge

D = [0,1]\[]0,1U(]1’1U]1’2)U(]2’1U...UIQ’4>U...]

oo 2™

= [07 1] \ U U ]n,k

n=1k=1

heifst CANTORsches Diskontinuum.
Die Menge D ist abgeschlossen. Wegen D C [0, 1] ist D kompakt.

SATZ (G. CANTOR) FEs ezistiert eine Bijektion von D auf [0, 1].



Wegen

2n 2n
1 12\
Z/\l(lna’“) - Z g+l g(g)
k=1 k=1
gilt
oo 2™ 1 %) 2\ n
M(D)=1— M) =1— = (—) -
1(D) ZZ 1(Zn,1) 32 3 0
n=0 k=1 n=0
Also:

D ist eine iiberabzdhlbare BOREL-Menge vom Maf§ Null.

Hieraus folgt:

1. Jede Teilmenge von D ist eine LEBESGUEsche Nullmenge.

2. Michtigkeit des Systems der LEBESGUEschen Nullmengen ist gréofier als die Mdachtig-
keit der Menge der reellen Zahlen.

Es gilt:
log 2

HAUSDORFF-Dimension von D = .
log 3

2 (CANTORsche Treppenfunktion

Diese Funktion wird auf [0, 1] wie folgt definiert:

1
Q/J(ZL') = 5 fU.I' T € 1071,
1 . 3 ..
P(x) = 1 fir xe€ iy, ¢Yx):= 1 fir x € I 5,
2k — 1
U(x) = ot fir x€l,, (n=0,1,2,..;k=1,...,2").

Damit ist ¢ definiert auf (J°, Ur_; Tnx = [0,1] \ D.

n=0

Wir definieren ¢ auf D durch

Y(x) = sup{d(y) |y <z,y € [0,1]\ D}, z € D,

und in den Intervallendpunkten durch
»(0) =0, ¥(1) :=1.
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Die Funktion % ist monoton wachsend und stetig auf [0, 1]. Es gilt

= ol — 1
v(0,1]\D) = U{W,Qnﬂ,m,w}

= {2% | m,n € N,;m und 2" teilerfremd, m < 2"*! — 1}
d.h. ¥([0,1] \ D) ist eine abzdhlbare, dichte Teilmenge von [0, 1]. Daher gilt
A(¥([0, 1]\ D)) = 0.

Wegen ¢(0) = 0 und (1) = 1 folgt ¥([0, 1]) = [0, 1]. Das ergibt

Al(w(D)) =1

Mit Hilfe der CANTORschen Treppenfunktion ¢ zeigen wir, dafi das BOREL-LEBESGUE-
Maf} (; nicht vollstindig ist. In der Tat, fiir das CANTORsche Diskontinuum D gilt:

DeBMRY), /(D)= \(D)=0, IBy,CD mit: B¢ B(R").
Um die Existenz einer solchen Menge By zu zeigen, definieren wir

f(x) :=x+Y(x), xe€]0,1].

Die Funktion f ist stetig und strikt monoton wachsend auf [0, 1]. Es gilt f([0,1]) = [0, 2];
andererseits ist

£([0,1]) = f(D) U £([0,1] \ D) disjunkt
und daher
2 =M(f(D))+M(f([0,1]\ D)).

Wegen [0,1]\ D= |J U Inx (disjunkt) gilt

ft01\0)= § Ot = 0, 0 (o {22

hierbei ist m € {1,3,...,2"" — 1} eine durch k¥ und n eindeutig bestimmte natiirliche
Zahl, die zu 2" teilerfremd ist. Wir erhalten

o0

A (F([0,1]\ D)) ZZAl k) =1,

n=0 k=1
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also:
Die Funktion

ist wohldefiniert und stetig auf [0, 2].

Sei Ay eine nicht-LEBESGUE-mefibare Teilmenge von f(D). Fiir By := g(Ay) gilt: By C
D. Daher ist By eine LEBESGUEsche Nullmenge.

Angenommen, By ist BOREL-Menge. Da ¢ stetig ist, wire Ay = g~!(By) LEBESGUE-
mef3bar; Widerspruch. [ ]

Motivation fiir Definition der MefSbarkeit von Funktionen

Das soeben betrachtete Beispiel kann als Motivation fiir die Definition der Meflbarkeit
von Funktionen ¢ : X — R dienen.

DEFINITION Sei (X, A) Mafi-Raum. ¢ : X — R heifit A-mefsbar, wenn
¢ (B)e A VBecBR).

Fiir X = R" und A = £(R") sind somit alle stetigen Funktionen ¢ : R* — R LEBESGUE-
mefbar (sogar BOREL-meBbar). Dies wire fir n = 1 fiir die oben betrachtete stetige
Funktion ¢ = f~! nicht der Fall, wenn in der Definition der Meibarkeit die o-Algebra
B(R) durch die ,groBere o-Algebra L(R) ersetzt werden wiirde. u

Einsetzen einer stetigen Funktion in eine mef3ibare Funktion

Sei g = f~! wie in Abschn. 2 definiert. Seien Ay und By die dort betrachteten Mengen.
Sei

U = XBy-
Wir erhalten:
u ist LEBESGUE-mef3bar auf [0, 1],
g ist stetig auf [0, 2],
uo g =&y, ist nicht LEBESGUE-mefibar auf [0, 2].

Wir bemerken, dafl die Funktion g sogar LIPSCHITZ-stetig (mit LipscHITZ-Konstante 1) ist.
Das folgt aus der Ungleichung

(f(x) = fy) (@ —y) > (x—y)* Va,yel0,1]. u



Weitere Eigenschaften von
1. Die Funktion ¢ is HOLDER-stetig auf [0, 1]:

[Y(@) = (y)| < 2l —y[22/183 va,y € [0,1].

2. DEFINITION Eine reelle Funktion f heifit auf dem Intervall |a,b] absolut-stetig, wenn

Ve>0 36(c) >0, sodaf: > [f(b) — flar)| < e
k=1

fir alle disjunkten Systeme von Teilintervallen |ay,bi[,. .., |am,bm| aus [a,b] mit

S (b — ax) < & (m € N beliebig).
k=1
SATZ. Absolut-stetige Funktionen bilden Nullmengen in Nullmengen ab.

Es folgt: ¢ ist nicht absolut-stetig auf [0, 1]. [ |

3. Aus der Definition von v folgt

P'(x)=0 Vzel0,1]\D:
Daher gilt

(x) @iz =0<1=u) - (),

1] ist, denn fiir absolut-stetige

Hieraus folgt ebenfalls, daff ¢ nicht absolut-stetig auf [0,
b], f’ ist integrierbar iiber [a,b]

Funktionen f : [a,b] — R existiert f'(z) fiir f. a. x € [a,
und es gilt

[ Fde= 1@ - @) Vo efab
Neben (%) gilt auBerdem:

/1]15] dr =0 < sup{/lwgold:c ‘ 0 € CH]0,1]), |o <1 in]O,l[}. m
0 0

Die folgenden beiden Aussagen beziehen sich auf die Differentiation von 1 im verall-
gemeinerten Sinne.



Es existiert keine Funktion n € L (0,1), so daf

loc

1 1
/W’dw = —/de Vo € C2°(]0, 1[).
0 0

Daher ist ¢' nicht schwache Ableitung von ¢ in |0, 1].

Sei Ty, € D'(]0, 1]) die von 1 erzeugte reguldre Distribution in |0, 1[:

Ty, 0) = / bodz, ¢ € C(0,1).

Die Distribution T}, besitzt Ableitungen beliebiger Ordnung. Diese sind definiert durch

1

1, i= (1" [, meN, e (o)
0

Fiir die Ableitung erster Ordnung T}, gilt:
2.1) T;, ist keine regulire Distribution.

2.2) T, # O (im Sinne von D’(]0, 1[)).

2.3) Es gilt:
3* |o(s) = p(#)]
T) ) < ——— —_— Vv C(]o,1
)< ¢790> — 4(3)\_2) s,fg%)),l[ ’8—t|>‘ SDE c (] ’ D
s#t

log 2
</\ € }ﬁ, 1] beliebig). Daher kann v’ im Sinne der Theorie der Distributionen mit

log 3
einem linearen stetigen Funktional auf dem Raum der HOLDER-stetigen Funktionen auf
10, 1[ mit dem Exponent X identifiziert werden. m

3 Definition von C*(Q)

DEFINITION Sei Q2 C R™ eine beschrinkte offene Menge, sei k € N.

C*Q) = {ueCkQ)| fiir jeden Multiindex o mit |a| < k
ist D%u gleichmajig stetig auf Q}.
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Seien u € C*(Q) und z € 99. Fiir jeden Multiindex a mit || < k existiert dann genau
ein w,(x) € R, so daf fiir jede Folge (z;) mit z; € Q (j € N) und lim z; = x gilt
j—oo

lim D%u(z;) = wa(x).

J—00

Die so definierte Funktion w, : 9§2 — R ist stetig.
Die Funktionenklasse C*(€) kann daher in #quivalenter Weise wie folgt charakterisiert
werden.

C*Q) = {ueCKQ)| fiirjeden Multiindex o mit |a| <k

existiert ein w, € C(§2), sodaff ws|o = D%u}.

Im Sinne dieser Definition kann man fiir u € C*(£2) schreiben:

Dou(z) D%u(z) fir z €,
e we(z) fur x € 0N

(Ja| < k). -

Wir benutzen die Schreibweise C*(Q) um darauf hinzuweisen, daff diese Funktionen-
klasse von Q abhdngen kann. Genauer, seien ; und €2y beschréankte offene Teilmengen
des R™, so daf

Ql 7é Qg, Ql = Qg.

Dann ist
(+) CH( ) # CH()
moglich.

Auf diesen Aspekt weisen einige Autoren hin, so z. B.

HILDEBRANDT, S.: Analysis 2. Springer-Verlag, Berlin 2003 [S. 28-29; 40;
TRIEBEL, H.: H6here Analysis. Dt. Verl. Wissensch., Berlin 1972 [S. 27];

WALTER, W.: Analysis II. 2. Aufl. Springer-Verlag, Berlin 1991 [S. 79].

Man schreibt, C*(Q) anstelle C*(£2), wenn die Zuordnung zwischen Q2 und Q eineindeu-
tig ist. Letzteres ist der Fall, wenn €2 die gréfite offene Teilmenge von €2 ist, d.h. wenn

Q = Int(Q).
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Mit Hilfe der CANTORschen Treppenfunktion ¢ kann (+) bestétigt werden.

Seien

Ql Z:]O, 1[, QQ Z:]O, 1[\D
Die Mengen Q; und €, sind offen; es gilt Q) = Qy = [0, 1]. Fiir + gilt

Yla, ¢ CH().

Andererseits ist

Pla, € 01(92)7

W und ' sind stetig auf Qo fortsetzbar,

d. b )
Vo, € C' ().



