Fundamentallemma der Variationsrechnung

Fir —oco < a < b < 400 sel
Ci(la,8)) = { € C'((a,8]) | ¢(a) = o(b) = 0}

LEMMA 1 Fir u € C([a, b)) gelte

(1) up'dt =0 Vo e Cy(la,b]).

S .

Dann ist
b

u(t) = bia/uds Vt € [a,b].

a

BEWEIS Fiir ¢y € R definieren wir

Es gilt
wo(a) =0, ¢y(t) =u(t)—co Vt € [a,b].

Wir bestimmen nun ¢ so, daf ¢y(b) =0, d.h.

0= o(b) = /b(u(s) —¢p)ds = /buds —co(b—a),

also:

Die Funktion ¢ ist zuléssig in (1). Es folgt

(u(t) — co)pp(t)dt

S —

/b(u(t) —cp)dt =

b b
= /ugof)dt— co/gogdt

Il
e



Dies impliziert
u(t) —co =0 Vtea,b].

]
Bemerkung 1 Fiir u € C([a,b]) sind dquivalent:
b
1° /ugp’dt =0 Ve Cia,b));
b b
2° /uwdt =0 V¢ € C([a,b]) mit /wdt =0.
]

LEMMA 2 (Fundamentallemma der Variationsrechnung) Fir die Funktionen
u,v € C([a,b]) gelte

(2) /(ucp +o)dt =0 Vo € Ci(la,b]).

Dann gilt:
e v € C([a, b)),
eu(t)—v'(t)=0 Vte]a,b].

BEWEIS Wir definieren
t

Ult) == /uds, t € la,bl.

a

Aus der Definition von U ergibt sich

U'(t) =u(t) Vtéea,bl,

b b
t=b
wpdt = /U'gpdt =Uyp - /ng’dt

a a

S .

Up'dt Vo e Cy([a,b]).

Il
S e—



Daher kann (2) wie folgt geschrieben werden:
b
/(—U +v)p'dt =0 Vo e Ci([a,b]).

Lemma 1 impliziert nun

b

=U(t) + / —U +wv)ds Vt € |a,b),
also
b s
v(t) = / udTt + v(s))ds Vt € |a, b].
Hieraus folgen die Behauptungen. ]

FOLGERUNG 1 Firu € C([a,b]) gelte

(3) /wdt —0 Ve Cl(ab]).

Dann ist
u(t) =0 Vtela,b.

BEWEIS Lemma 2 mit v = 0 anwenden. [ ]
Bemerkung 2 Die Aussage von Folgerung 1 bleibt giiltig, wenn in (3) anstelle von

Ci([a,b]) andere Mengen von Testfunktionen betrachtet werden.
Wir definieren

Colla.b]) = {w e Clla.b]) | ¥(a) = v(b) = 0},

Colla.b) = {¢€Clabl) | supp(u) C Ja,] |

= Vektorraum der stetigen Funktionen auf |a, b|,
mit Trager in |a, b[.

wobei:

supp(u) := {t € la,b] ‘ u(t) # 0}



Es gilt:

Fiir u € C([a,b]) sind dquivalent:

b
1° /ugpdtzO Vo € Cy([a, b));

a

b

90 /qut =0 V(e Ca,bl);

a

b

3° /wdt —0 Vo € Cyl[a, b]).

a

BEWEIS 1° = 2°: jede Funktion aus C,(]a, b]) kann durch Funktionen aus C'°(]a, b[) im
Sinne der Norm in C([a, b]) approximiert werden.

2° = 3°: fiir jedes ¢ € Cy([a, b]) existiert eine Folge (¢) C C.(]a,b]), so daB
Ur — 1 in C([a, b]).

3° = 1°: klar.

EULER-LAGRANGESsche Gleichungen

Sei f = f(t,z,y) eine Funktion aus C([a,b] x R™ x R™), so daf}

of of
5331"3?%

Wir betrachten das Funktional

€ C([a,b] x R*" xR™) (i=1,...,n).

F(u) = /f(t,u(t),u'(t))dt, u € C'([a, b]; R™).

Eine einfache Rechnung ergibt

DF(u:h) = lim~ (f-(u + Mh) — f(u))

A—0 A\
b
. of / of Ny
- = B 4 = n
;/(axi(t,u,u) 1+ayi(t,u,u) Z)alt



fiir alle u, h € C*([a, b]; R™).

SATZ Fiir u € C*([a,b]; R") gelte
DF(u;h) =0 Vh € Cy([a,b]; R™)

» Prinzip der virtuellen Arbeit*

Dann gilt:

o g—i(-,u,u’) c CY([a, b)),

. %(t,u(t),u’(t)) - %%(i,u(t),u’(t)) —0 Vitelab)

(i=1,...,n) EULER-LAGRANGEsche Gleichungen.
BEWEIS Lemma 2 komponentenweise anwenden. [ ]
Anhang

Die Aussagen von Lemma 1 und Folgerung 1 kénnen in analoger Weise fiir lokal integrier-
bare Funktionen mehrerer Verédnderlicher formuliert werden.

Sei E C R™ offen.

SATZ 1 Seiu € L. (E).

loc

1. Es gelte
/ugpd:p =0 Ve CXE).
E
Dann ist
w(z) =0 fir fa. x€E.
2. Es gelte

/U@/de =0 YYeCX(E) mit /¢dm =0.
E E
Dann gilt fiir jede mefSbare Menge Eq C E mit 0 < \,(Ey) < 4o0:

u(w):ﬁ/udy fiir f.a. x € E.

Eo



SATZ 2 Sei E C R" ein Gebiet. Fir u € L, (F) sind dquivalent:

loc

1° 3 ¢g = const : u(x) = ¢ fir fa. z € E;

2° /ugf.dx:() Vo e CP(E), Vi e {1,...,n}.

E



