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1. Definition

Sei (X, A, n) ein Ma-Raum.

1.1 Definition Sei 1 < p < 400. Die Menge

ap{i({r e o= )] 7} <o)

heifst schwacher LP-Raum oder MARCINKIEWICZ-Raum.

LP(X):= {u : X — R A — mefbar

Fiir u € LP (z) definieren wir

]z += sup {t[u({x e X ] lu(z)| > t})} W}.

1.2 Proposition Es gilt:
L gy < Jullr ¥ € L2(X);
2.1 [ul;p =0 & w(x)=0firp—f axreX,
22 My, = Ml VAER,
2.3 [u+ e < 2([ulps, + [v]1z).

Die Aussage 1 bedeutet, dafl LP(X) C L (X)) gilt, wihrend 2.2 und 2.3 implizieren, daf
LP (X)) ein Vektorraum ist.

Beispiel Seien X =|0,1[, p = A\ (= das auf die o-Algebra der LEBESGUE-mefibaren
Teilmengen von |0, 1] eingeschrinkte eindimensionale LEBESGUE-Maf).

1. Fir die Funktion

1
== 1
u(x) o €]0,1]
gilt:
/Ud/\1 = +o0, sup)q({x €]0, 1] ‘ lu(x)| > t}) =1
>0

10,11
Daher ist L'(]0,1[) € L} (]0, 1]) eine echte Inklusion.
2. Fiir die Funktionen

wx) =z, v(x):=1-—z, x€]0,1]



gilt:
1
[u—i—v]L}U =1> 5 = [U]quu +[’U]L1.

w

Somit ist [-];: keine Norm auf L (]0, 1[). m

1.3 Satz Seien p(X) < 400, 1 <p < 4o00. Firalle0 <e <p—1undu € LP(X) gilt

1/(p—e) _
P e/p(p—e)
ol < (2) 7 (u0) ™ e

3

Die Behauptung dieses Satzes erhélt man aus der Gleichung

“+oo

fullse = =) [ o (e | fuo)] > oy )at

0

(vgl. Anhang). n

2. Normierung

2.1 Definition Seien p(X) < 400, 1 < p < 4o00. Fiiru € LP (X) sei

1
HUHL{’UX = sup —/Md/k
(X) AcApu(a)>0 (W(A))P/ (=D )
2.2 Satz

1. H“HL{L ist Norm auf LP (X).

2. L2 (X) ist BANACH-Raum bez. der Norm || - ||z .

3. Es gilt

[Wee < lullig < 5l ¥ w e LX),

3. Interpolationssitze von MARCINKIEWICZ

3.1 Definition Seien (X, A, ) und (Y, B,v) Mafi-Riume, seien 1 < p,q < +00.
Fine Abbildung T von LP(X) in die Menge der B-meflbaren Funktionen von'Y in R heifst
vom schwachen Typ (p,q), wenn



3C =const < +o0:V feLP(X), Vi>0:
({vev [1Enwi>1}) < ().

Bemerkungen. 1. Aus Definition 3.1 folgt

[Tf]LZ,(Y) < CHfHLP(X)-
2. Fir T : LP(X) — LQ(Y) gelte
ITfl oy < Coll fllrxy ¥ f € LP(X) (Cy = const).

Dann ist 7' vom schwachen Typ (p, q).
In der Tat, setzt man E; := {y ey ‘ (Tf)(y)| > t} (t > 0), so folgt

v(E»:/d,, < /‘@
& [

1
4 ’ Cg”f”%zn(x)'

q
dv

IN

IA

3.2 Satz (MARCINKIEWICZ 1) Sei T eine Abbildung, so dafl
T:LNX)— L (X), T:L®°X)— L*(X).
T besitze folgende Eigenschaften:

1. (Subadditivitit) 3 Ko = const < +00, so dafs

T'(u+v)(@)| < Ko(|Tu(z)| + |To(z)])

Vuv: X —=R A—meflbar, fir u—f. a. xe€X;

2. (Beschrdinktheit) 3 My = const < +00, My = const < 400, so dafy
2.1 [Tulpy < Mlul|r YV ue L'(X),

2.2 ||Tul| g < Mol|ul|ze ¥ u € Lo(X).



Dann gilt fiir beliebiges p €]1, +o00| und alle uw € L'(X) N L=(X)
1Tull e < Mp|lul| o,

wobet
p Y 1
M, = 2(—) KoM,
p—1
3.3 Satz (MARCINKIEWICZ II) Seien 1 < ¢ < r < +oo. Sei T eine Abbildung von
LY(X)+ L"(X) in die Menge der B-meflbaren Funktionen von'Y in R mit folgenden Ei-
genschaften:
1. (Subadditivitit) [vgl. Satz 3.2; 1.];
2. (Beschrdnktheit) 3 M, = const < 400, M, = const < 400, so dafs
2.1 [Tulg < Myllullze ¥ u € L9(X),
2.2 [Tu)py < M ||lul|pr Vue LT(X).
Dann gilt fiir beliebiges p €]q,r[ und alle w € L9(X) N L"(X)

Il < CMM |l 1o,

wobet L 9 1_¢
- =- — , (' = const.
p q r
[ |
Bemerkung Sei 1 < ¢ < r < +o0.
1) Sei ¢ < p < r. Definiere 0 := M.Danngﬂt:
p(r —q)
1 6 1-—4
0<f<l, —-=-+
P 4q r
2) Sei 0 < 0 < 1. Defini ar Dann gilt
ei . Definiere p := . Dann gilt:
0(r—q)+q
1 0 1-4
g<p<r, —=-+
p q r
[ |



Sei fe LY(X)NL"(X) (1 <qg<r<+o0). Sei

1 6 1-90
_:_+
b q r

(0<6<1).

Definiere o := i, und
pbo
wim |17, v 1070,

Dann gilt u € L7(X), v € L7 (X) Y und daher

uv € LX),

1
7

X/ wldn < ( ! IUI”qu( X/ o)

- ( X/ |f|qdu) ( X/ |f|rd/~t) o

LYX)NL"(X) C LP(X).

0

= |3

Es folgt

Anhang: Verteilungsfunktion einer meflbaren Funktion

Sei u: X — R eine A-meBbare Funktion. Die Funktion
Alt) = u({x e X ‘ u(z)| > t}) t € [0, oo
heifit Verteilungsfunktion von u.

Einige wichtige Figenschaften von ), sind zusammengestellt in der folgenden

Proposition
1. A\, ist fallend und rechtsseitig stetig,
2. wenn |u| < |v|, so Ay < Ay;

3. wenn |u,| 1 |ul, 50 Au, T Au;

t t
4. wenn u =v+w, so \,(t) < )\v<§> + )\w(§> fir alle t € [0, +o0.

o
o= konjugierter Exponent zu o.



Mit Hilfe des Satzes von FUBINI kann folgende Aussage bewiesen werden.
Satz Sei gegeben ¢ € C*([0, +oo[) mit
e(0)=0, ¢{t)>0 Vitel0, +oof

Dann gilt fir jede A-mefbare Funktion u: X — [0, +o0l:

—+00

/gp(u(x))du = /go’(t),u({x ’ u(z) > t})dt.

X 0



