1 Maf} auf Mannigfaltigkeiten

Sei M* eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse C”, sei
U = {(Us,¢a)| @ € I} Atlas auf M* [(Uas 9a) Karte von M* (d.h. U,
offene Teilmenge des toplogischen Raumes M*, ¢, : U, — va(Uy) C IRF

Homéomorphismus), I = Indexbereich, M* = UI Uy,
473

0095 0a(UsNUs) = @(Ua N Us)

ist C"-Diffeomorphie (in IR*) fiir alle o, 8 € I mit U, N Ug # 0.

Bezeichnung:
L(BRY) = 5- Algebra der Lebesgue-méﬁbaren Teilmengen des IRF;
A = ‘Lebesgue-Maf$ in IR,
Definition 1.1 Sei U = {(Ua, o)l € I} ein Atlas auf M*.
LIM*):={EC M": p(ENU,) ¢ L(R*)Ya € I}
Es gilt: i |
1. Das Mengensystem £(M*) ist nichtleer: 0, M*,Uy € L(M*) (a € T).

2. L{M*) ist korrekt definiert: Seien {(Uas o)l € I} und {(Vj, 45)8 €
J} zwei dquivalente Atlanten auf A* [d.h.

Y60 92" LalUaN V) = g5(Ua N Vp)

ist C*-Diffeomorphie (in R*) fiir alle o € I, 4 € J mit U, NV # 0]
Dann gilt fiir £ C M*: |

(Pa(ENTL) € £(RY) Vae D)

= (Ys(ENVs) € L(RY) VB e ).

3. L(MP*) ist o-Algebra. n



Definition 1.2 7* c p» 1<k<n- 1) heifit b-dimensionale Hy-
perfliche der Klasse C™ in IR, wenn fir jedes ¢ ¢ F* ezistieren:

1° offene 'Umgebung U(z) C R,

2? offene Menge © C IR

37 eineindeutige Abbildung @ : O — ®(0) = U(z) N F* mit:
® € C"(O; R"), Rang Dy)=k Vyeco

(O, ®) heifit Parameterdarstellung fir U (z) N F~,

Fir Parameterdarstellungen (O, ®) gilt:

Sei ®; Parameterdarstellung von U/ (#:) NF* (i = 1,2), wobei
U(z1) NU(zs) N F* £ §. Dann ist

@30 1 : BT (U(2)) N U () N F*) = 8 (U(z1) N U(zy) N FH

eine C"-Abbildung in IR* mit det(®3" 0 @,)/(y) £ 0
Vy € U(z1) N U(zy) N F*.

Bezeichnunyg:

Us = Ula)NF*, @, :0, - ®(0,) =T,
(el (= Indexbereich)).

Sei {(Oa, Bo)|av € I} ein System von Parameterdarstellungen fiir F* , SO
daf U 24(04) = F*. Dann ist {(Ua, 83V € I} Atlas fiir *. Durch
ac ‘

Hinzufiigung aller zu diesem Atlas iquivalenten Atlanten fiir F* entsteht
ein maximaler Atlas fiir F*. Dieser definiert auf F* die Struktur einer
k-dimensionalen Mannigfaltigkeit der Klasse C”.



Bezeichnung:

( ™m1 myn-1 )
Mo e | M1 Mi—1n—1
) =
@) Mit1 Mit1,n—1
\ M1 M n—1 J

Sei 7~ C R*! eine (n — 1)-dimensionale Hyperflache der Klasse C! in
IR (vgl. Definition 1.2). Sei {(Oa, ®.)|a € I} ein System von Parameter-
darstellungen fiir F*~1 5o daf U @4(0n) = 771,

aE

Motivation fiir Konstruktion eznes Mafes auf Fr-1,

Sei (O, ®) eine Paramterdarstellung fiir I/ ¢ Fn-1 (O=04,0=3,,UC
®(0)). Sei {ey,... »€n~1} die kanonische Basis in JR*~!.

Sei z, € O. Setze:

T = ®(z,)(er) =

Q)LQ)
21K
e T
&
N
N————

Tangentialvektor an F"! im Punkt Yo = P(a,)



(k=1,...,n—1)-{r,...,7u_y} ist Basis im Tangentialraum an F»~! jim
Punkt y,.
Setze fiir a > 0:

Woe = [201,Z01 + a] X ... X [xo,n—l,xo,n-l + a]
((n — 1) — dimensionaler Wiirfel mit Kantenlange ¢ und
Eckpunkt in z,),
- Vo = Parallelepiped im Tangentialraum an F"! im

Punkt y,, aufgespannt von arm,... ar,_;.

Der elementargeometrische Inhalt von V, dient als Approximation fiir das
zu konstruierende Mafl von U = ®(0) wie folgt:

O(z, +aer) = ¥(z,) + () (aer) —!—‘w(:vo; aey)
= Yo+ aty + w(x,; aer);
L= '(z,)(-) = V, = L(W,).
Andererseits gilt:
At (L(Wa)) = Aucy(Wo)(| det{(r, ) }|) /2 1
= Dt (W)l X (det(@'(2)) ),

1=

also:
Anale) = [ [ (det(®(z0)) )] dMucr (a) r
%nteération bez. des Lebesgue-Mafles \,_;).
Bezeichnung:
Do (z) := ié(det(@’(m))(i))?, z€O.
det{(m, 7s)} = Gramsche Determin_a,nte der T,..., Thoy;

(7%, 72) = Skalarprodukt von 7, und 7z (bez. R*).
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Damit: Die Differenz |
M-1(Ve) = [ VDa(z)dhn-1(z)
W,
wird "klein” fiir "hinreichend kleines a”’. n

Definition 1.3 Ses 771 ¢ R eine (n—1)-dimensionale Hyperfliche der
Klasse C' in R™. Sei {(O,, Do)l € I} ein System von Parameterdarstel-
lungen fir "1 so dap UI@a(Oa) = F™1 (oBdA: I = iL,...,p} bzw.
: P
I'=IN).
Einfiihrung eines Mafes auf F*~1 mit Hilfe des Lebesgue-Mafes in R™1.
1) Apgn-(8) := 0.

2) A€ LF™1): Apns(4) -

2 f V Eq)a dAn—IJ
1S .

®5 7 (Aq)
wobes:

. et
A1:=ANU1, Ag:=(ANUH)\ | 4,

a=1
(Ua = 04(0,), € T).
Es gilt:
1. Die Definition der Mengenfunktion Arn-: is korrekt: Seien
{(Os, ®,)|a € T} und {(Ps,Us)|B8 € J} zwei dquivalente Parameter-
darstellungen fiir 71 mit U a(0,) = ﬁUJ Us(Pp) = F*~1 [d.h,
ag ‘ €
\IIEI o®q : 01O, N Ps) = ‘PEI(Oa N Pg)

ist C'-Diffeomorphie in R"~! falls 0, N Ps £ 0].
Dann gilt fiir 4 € LIFH mit A B (O4) N Us(Ps):

f vDs dN,_1 = f Dy dA, ;.
;1(4) |

®31(4)

3.



2. Sei £ € IR fixiert. Sei
Frli={e e R &y = £} = Hyperebene in JR® 2

= ACTF" ' <= A=A x {¢}, 4 c B
Setze: ¥(z') = (¢, ) =z (¢ € R™ 1),
= Do(2') =1 Vz'e R*,
Ae€ £(.7-'”“1) = A’ € L(R"),
== /\j:'n— (A) = n 1(44.’) - l

Satz 1.4 Apn-i ist Mafy auf L(F- D. - "

2 Integral auf (n — 1)-dimensionalen Hyperflachen in
Bn

Sei F*~1 C R" eine (n - 1)- dlmenswnale Hyperfliche der Klasse C! in
R". Dann ist (F"=1 £(Fr-1), Agn-1) ein Mafi-Raum. In diesem Maf-
Raum gelten die Aussagen der Theorie der Integration in (abstrakten)
MaB-Raumen. |

Sei {(Oa, ®a)la € I} (I = {1,.. -»p} bzw. I = IN) ein System von
Paramterdarstellungen fiir Fn-1, Y $0(0a) = F*~1. Seien A4 ¢ L{Fr1),

[+ A= R Aga-i-integrierbar. Dann gilt:

ffd,\f,,l_z f fod, \/J_Td)\n .

ez (4.)

wobei: 1
A1:=AﬂU1, Aﬁ:=(AﬂUﬁ)\UAa
a=1

(U = a(0O4), a € I). | .

2z = {z1,...,2,) = {#',z,}, 2" € R"-1;



Beispiele.- |
1. Sei Q C ™! offen, beschrankt. Sei k € CL(T2).

F = {zcR: 4 ¢ Qyz, = h(z')} (z={,2,})
(Graph der Funktion A)

Setze: O := Q, ®(z') := {z/,h(z)}.  ist eineindeutige Abbildung, ® €
CY(O; R") (&7! = Projektion von F auf R*).

(1 0 ... 0 \)
0 1 ... 0
(p!(x!)___ ettt * . — 1 Zellen
o 0 ... 1
oh  Oh oh
\ Oz; Oxs ' Ornp_ /|

= Rang ®'(z') =n -1V € ©®
=3 F ist (n — 1)-dimensionale Hyperfliche der Klasse C! in R®
- Bestimmung von Dg{z'):
| det(@'(m’j) N = (__1)(”"1)“@ (t=1 n 1)
(@) 33;2 1oty 3
det(@'(a’:'))(n) =1 o
= Do(s) = Y(det(®'(z')))? = L + [Vh(z)|?

1
(Vh _ [or —8—h_})
1

Damit: fiir A € L(F) gilt:

Ar(4) = [ (1+]VR@E)P) e,

o-1(4)
[fdds = [ f(e,h@)(1 + [Vh(2) ) 2de'.
A &-1(4)



2. Sei 2 C IR? offen, beschrankt. Seien h; € C’l(_Q) (it = 1,2,3) gegeben.
Setze:
{z € R’ i = hi(u,v), (u,v) €Q (= 1,2,3)},
®(u,v) = {hi{u,v), ho(u,v), h3(u,v)}, (u,v) € Q,

0 = Q.

3
i

Ohy Ohy \
(G G
= &'(u,v) = %%2 %%2
Ohs Oh
. | G g
Voraussetzungen:

1. ® ist eineindeutig.
2. Rang ®'(u,v) =2 Y(u,v) € O.

== F ist zweidimensionale Hyperfliche der Klasse C! in IR3.
Es gilt:

Dqs(u,v)'::z;(det(@'( ))(z) = EG - F?,

wobel

%) po s Ohidhs
’ i=1 Bu 8?)

f f hi, ko, hs)(EG — FQ)l/Qdudv.
A a-i(4)

Anwendung: Betrachtung der Sphéire in IR® als disjunkte Vereinigung
zweier Flachenstiicke mit einer Nullmenge. '

Sy =5.(0):={x € R’: x| =+} (Euklidische Norm)

8



Setze:

O = (O,g)x(o,_%r), O = (g,ﬁ)x(o,%r),

®;(p,v) - r{sin @ cos¥,sin psiny,cosp}, (i, Y)eO; (i=1,2),
Fi = {z € R’ :2=%(p,9),(p,9) € O} (i =1,2);
®; ist eineindeutig: sei ®;(p, ) = ®;(¢', %) mit (p, ), (Y eO; (i=1
oder i =2) = ¢ = ¢’ = cos¢) = cos ¢}’ und sin = sin¢) == 3 = /.
Rang ®}(p, 1) = 2 V(p,¥) € O, da z.B.

det ( cospcosyy —sinpsiny

cospsinty  sin¢p cos ):smgocoscp;ﬂ) '

==> F; ist zweidimensionale Hyperfliche der Klasse C! in IRS.

N = {0,0,7} = &;(0,0) = Nordpol,
S = {0,0,—r} = &y(m,7) = Siidpol,
G = {r{sinp,0,cos o}y € (0,7)}
= halber Grofikreis ohne Nord- und Siidpol,
A = {r{cos¢,singd,0} € (0,27)}
= (Aquator) \ {r,0,0}

= 5,(0) = FRURUNUSUGUA,
| NUSUGUA ist Menge vom Mafi Null auf S,.
Dy, (0, 9) = risin*¢ Y(p, ) € O; (i =1,2)
= [fddz = [£(®i(p,))r?sin pdpdy.
Fi O;

Wir definieren nun:

| fdrs )= [ fdrs, + [ fdrs, =
Sy (0) Fi Fo
(Fubini)

2 f =« '
= r2f (ff(rsingocoszb,rsimpsinqb,rcoscp) sinapdgp) dip. n
0 \D ‘

9
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9a

Projektion von x

auf Ebene Xq = ]

'



3. Integmzéion uber die Sphdre im IR™.
Sr(®o) = {x € R": |z, — 2| < r}
Sei eq,..., e, die kanonische Basis in JR". Para,meterdarstéllung fir S,(z,):
O = {te Bn";l: [t| < r},
@f(t) = Zottier ..t tg_je, 1 +

Hy/r? — [t2eq + toegrr + ... + ta_1€n.
(te O,a= L...,n).

®Z ist eineindeutig:

( 1 0 0 \
1 0
(‘ch:)’(t) = 31 to o tn-1 a—te Zeile
i\/ﬂ e i\/r2 [¢]2 £ /12 — |t[2
\ 0 0 1 )

= Rang (97)(t) =n—-1Wtec O (a=1,.. , 1)
= S,(x,) ist (rn — 1)-dimensionale Hyperﬂache der Klasse C'* in IR,
{0, 83)|la=1,...,n} ist Parameterdarstellung fir S,(z,).

- Es gilt:

g2
T
Setze: Uy := ®*(0) (a = 1,...,n). Dann ist {(Uz, (@) Na=1,...,n}
Atlas fiir S,(z,). Fiir 4 € £(S, (z,)) gilt:

Affd/\s,r Z f f(q)c:t:(t))__\/ﬁdt

*=l(e%)-1(a)

D¢$(t)=1+r VtEO(CV:l,..'.,n).

wobei:

AF = ANUE, A% = (AnUﬁ)\UA*( =2,...,n).

10



Setze:

S:'(xo) = {re R": |z — gl <rx, =2, + (7-2 ~ |2, — x’|2)1/2},
Sy (z,) = {z e R": |2y — 2’| < 7,2 = 2, ~ (r? — |z) — m'lg)l/g},

Si(we) = {z€ R":|a! - | = r,q, = Ton} (T = (2, ,))

= 5(®o) = S} (2,) UST (2,) U S(x,) disjunkt,
_ Sf(%);sr_(-’fo) offen in Sr(@o) = S5 (o), S5 (0) € L5 (=,)),

An-1(Sn(@o)) = Aos({t € B* e = r}) = 0

= f fdXg, = f fdAs, + / fdAs,
Sr(2,) S;}'(”o) S¢ (o)
(Additivitat des Integrals).

S:r(%) = @:(0) _ '
= {.’L‘o +ther+...+ th-1n_1 + \/?‘2 -— lt'2€n l te @

gilt; 3

[ Fdrs = [ £(@)+ 00 + P )t

r (24 7'2 _ t,z

. St (zo) .0 _
Analog fiir ST (z,). | »
3 Integralsatz von GAUS
Sei {P,; e1,..., e, } ein fixiertes kartesische‘s Koordinatensystem in IR*. Wir
identifizieren z € JR" mit dem n-Tupel seiner Koordinaten {21,052}

bez. dieses Koordinatensystems:
n .
&t=Fo+ Y ze; = {T1,...,2, ).
=1 -

Daneben betrachten wir weitere kartesische Koordinatensysteme
{Paci€ats -y eqn} (a=1,...,p) mit gleicher Orientierung wie 1P e1,...,en}.

11



Jedes z € IR" wird analog wie oben mit dem n-Tupel seiner Koordinaten
{Za1,- -, Tan} bez. {Paoiear,. .., ean} identifiziert:

n .
T = Py, + zmaz’eai = {-’Balr e Jxan} =Ty

i=1

Dabei gilt:
=Tz, = Ayx, + B, det A, =1.

Mit OF bezeichnen wir den Rand der Menge E C IR™.

DEFINITION. Fin beschrinktes Gebiet Q C IR" gehort zur Klasse CT
(r=1,2,...,), wenn gilt:

3 5& Ul > O:
3 kartesische K oordinatensysteme {Pao; a1, --. €on }5
3 Funktionen a, (a=1,...,p):

1° ay € C™(A), wobei
A={={,.. &1t e R |G <d(i=1,...,n=1)};
2"‘ fir jedes x € 8Q existiert mindestens ein «, so dafs

t =Toxq mit x, = {z,,00,(z))}, 2 € A;

3° fira=1,...,p gilt:

To € A, 00(2,) < Tan < an(zh) +7 = Tazg € Q,
To € D, 00(2,) = 7 < Tan < 64(2) = Tha, € B\

(%o = {25, aa(zy,)})-
Bemerkung.- Es gilt:

Ty € A, Tan = ao(2) = Tha, € 80

12
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O = A,
Vo i= {2 =Tawa: 7} € A,aa(w}) = 1 < Zan < aa(zh) +n),
Ua = VanaQa '

B (a) = Té({xaada(x,a)})a T €A

P .
= Ve ist offen in R", {J U, = 69,
. . a=1 :
P4 (A) = Us, o € C"(A), B, ist eineindeutig,

Aall + Aaln%ﬁ; s Aaln + Aalna%%ag
B (Te). = | e
Agn1 + Aann%ﬂ; . Agnn + Agnn 83?&?3

([ Aan Az . Agin ) ( 1 0 ... 0

Aa21 Aam e AaZn 0 1 ... 0

------------------------

Aan—l,l Aom.—l,2 Aan-—l,n

0
. da
I VAN ol SR roward)

Rang =n Rang =n-—1

= Rang®,(z,)=n~-1 Vi, €A
= O} ist (n — 1) — dimensionale Hyperfliche der Klasse C” in R",
{(A;®u)|a=1,...,p} ist Parameterdarstellung fiir 0.

Auflere Einheitsnormale an 0N). Setze:

1 Jag . Oa,
V14 [Va,]? {3$a1 7 Oan—
v(z) = Aate(® (), zeU,.

Va(“':ix) =

,—1}, z € A.

13



Dann gilt fiir alle z € o9
(va)z—3) _,

L m Ty
yeof

2. p(z)| =1

3. 3g(z) >0

A€ (—o(z),0) =z + Iv(z) € Q,
M€ (0,0(z)) =z + Av(z) € R"\ Q.

v(z) heifit duflere Einheitsnormale an A im Punkt z. =

INTEGRALSATZ VON GAUB. Se; Q C }R“ etn beschranktes G’ebzet
der Klasse C'. Sei f € C*(Q?). Dann gilt:

fgi d:v""ff )v(z)dS(z) (i=1,...,n)

(v; = i-te Komponente der dufieren Einheitsnormale v an 0Q, Integration
iiber 0 im Sinne von Abschn. 1).

FOLGERUNG 1 (Partielle Integration)

[ gda:— ffguzdS ff—-—da: Vi, g€ CHRD).

FOLGERUNG 2 (GREENsche Formeln)
1, f(Af)gda: = f%gdSw[Vf-ngx,
Q a0

2. [(8Dg = 1agyda= [ (-1 %)as
Vf,gec2 (gi z%{y@) | | .

14



Ableitung von x—l 7 in Richtung der dufleren Normale an die
Sphare S,.(z,) = {y € R" : |z, —y|l =7} (Jzo — 2] < 7,0 < p < n)
y=1{yn,- ¥} ={¥, 0}, ¥ € R -

SH(o) = {y € R": o}, — /| <700 = zon + (7 = |2, — ¥/[)/?},

Sy (o) = {y € R":|al, — y/| <7yyn = Ton — (r* = |, — ¥/ [)2},
) = {yeR": |a, — Y| =7,yn = Ton}
= Su(ws) = S} (w0} U Sr(w0) U S; (o)

Y = BHY) = o + (1 =, — )V, 2l — o] <

oht Toi = Yi .
= O T oypm (bt

(1+|VAT[HYE =

r
07 = Te, — y P

_ont
= Yi___ T Yi
S v; (1+|Vh+|2)1/2 r- b
Vo = ! _ (=l -y )Y
t (L VAR r

= Vs;*(mo)(y) ={V1, - Va} =

1 ,
= ;{ - (3301 - yl)v AER) “(mo,n—l - yn—1)> (r2 - Ixiw - y’|2)1/2}

1 - ‘
= _;{x(ﬂ' — Y15 :ﬁo,nwl — Yn—1,Ton _yn} Vy & S:-(.’L'o).
!

Analog: g = =) = 2n = (7 = |t~y )%, e, — /| <7

_oh™
= Yi L
- S it b4 0
" T ¥ VAR r

. 1 ' '
= VSF(xo)(y) = -7-:{~(.’1:01 _yl): s :_(xo,n—l _yn——l):“‘('rz‘“ fmg*y’|2)1/2}
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1 —
= _;{3:01""91: -e- 7xo,n—1_yn—1axon_yn} Vy € S,a (330)-

1

VS}(:::O) (y) = “-'7:{1?01 — Y- amo,n—ll = Yn—-1, 0} Vy € gr(.’ﬁo).
1 _ Yo e S ,
== V= VSr(-’L'o)'(y) = —;{xOI =Yty .-y Ton~1 — Yn-1,Ton — yn} Yy € :p(ﬂ’:o).
0 1 n 0 1
= 2. i

£ |z — yl° = Oyilz —yl°

. o n
= g g T W
Vy € Sr(xo)a Vz € Br(mo)-

0 1 o
T e ST Yy € Sp(x,)-
ov |z, — y|® ot Y (o)
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Anwendungen der Transformationsformel

1.

[ f@ydo =" [ fla+rz)d.o.
Se(x) 51(0)

Beweis. Betrachtung fir

SHe)={ye R": |y —&'| <r,yn = za + (" = |y — 2'|)"*}
(z = (2',2,),y = (4, ) mit ',y € R");
Yo = @(y) = 2a + (= |y = 2')'/?

21/2 _ r
= (1 +|D(P| ) /2= (7‘2-- !y,_x,lg)l/g):
' r

- dyo = g ’ : ‘ dy';
= S;*_{c) f(y) ]y’_;:/;kr f(y QO(y )) (T2 . ly,- — x,lg)l/g Yy

Transformation: ' = T(2') = &' + 72, 2’ € B(0)

= detT'(') ="},

7
= / FW o)) 1Y
— _ /2
_ |y|'_$!|<r ({r ’yf I’Jl )
. 1 ‘

=1 (&' +712z, +r(1 = |22 dz'

Hf Rl (= 12D g
= 1 f flz +r2)d,0.

51(0)

P

f f(y)dy =0fr( f) f(y)dya)'dp=fp”‘1( f f(:n_+ pz)d,,a)dp.

. By(x) | Splz 0 51(0)
Beweis. Betrachtung fir

BH0) = {y€ B": |yl <r, yo >0}
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Vri=ly?
[ fwy = [ 1 v | 2y
B (0) wlier {0
setze:
B.(0) :== {y e R :|y| <7},
o f1 fir y' € BL(0),
o) = { 0 fiir y' € R"'\ B(0);
dann gilt:

j L f(y)dya) dp
0\t

zj( / fy,m)““\/—l—ﬁdy)dp

vi<e

= X 0) (¥} (¥ pQ—Iy'P)————dy dp
ofB;é) Vet = ly'f?

(Fubini)

: - P '
X (0)(y VO = Y2 —=——=xdpdy’;
B,fo) Of vor =1yl

fir 0 < p < r gilt:

N 1 fir Iy’l <p
X 0)(y) = { 0 fir p<|y]| <

Transformation: § = T =/p? — [V|%, I¥| < p < r;
| p

:Iy’l{::}-f:ﬂ,p:r(:)f: szlyrlz;

= T’(p) =

fiir y € B.(0) erhilt man somit:

X 0) (") F (s VPP = Iy P) ——sdp
[ A1 NP W)
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—'Iyllf(y VP Iyl W
V=l |
= [ f,6)dt
0

Analoge Betrachtung fur

. 0 : .
[ fwdy= | [ yn)dyn | dy.

By (0) lyi<r \_ Py 2

3. Abschdtzung von

dy
g[ |z~ y|¥

(Q C R" Lebesgue-mefbar, x € Q,0 < pu<n).

1° z e R beliebig:
1

hwy={wmr fir y7,

0 fir y=u=x.

h ist Lebesgue-mefibar in IR";

d
/Ix_ylp Qf (¥)dy
2° 0<p<r< 4o
dy fr( 1
- ~——————dycr) dt (vel. 2.)
B E Y gy lr -yl




{1 fir y e B, (x)\B,(z),
Yoly) = { 0 fir yeB,)(x). .

X,(y) = 1 monoton wachsend fiir p — 0 (Vy € B.(x)).

~ Satz tiber die monotone Konvergenz:
/ dy Xoly) 4 _ Ear"*

P S ey i
Bie) BT Y P 1B TY #

3° s{ ]—ﬁ% ist als Lebesgue-Integral einer nichtnegativen mefibaren Funk-
tion wohldefiniert. Sei 0 < r < 400 beliebig. Dann gilt:
f dy dy | dy
Q

|‘l‘ - yl,u QN B, (z) |£C - yl# Q\(QNB, (z)) ,IU _ryl,u_

TartH
;_ p + 17 F A (Q\(Q N B, (2)))3.

<

1

2 Sei 0 < Ap() < 4o0. Setze r = (%91)5 Dann folgt aus der

letzten Abschatzung:

4. Transformation auf Kugelkoordinaten:
Kugelkoordinaten mit Zentrum in z:

Y1 = Zy1t+rcose,
Yo = g+ 7Sin ;g cos g,
Y3 = I3+ 7sin¢; sin g cos 3,
Yn-1 = Tp_1+7sing;sings ... sine,_scos @, 1,
Yn = Zp-+rsing;sings ... sing, 9sing,_1.

3), = Lebesgue-Maf in R".
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Rr={{€R": 0§ <R,
| 0<&<n (k=2,...,n-1),0 <& <27}

Die Abbildung T : Qg = T(Qr) = Br(x) sei durch die obige Substitution
definiert: ' -

y:T(T:(pla"'agon—l)a (r,<p1,...,<pn_1) E‘QR'
T ist bijektiv, abgesehen von der Nullmenge

{(7',901,... a‘Pn——l)l 0<r< R,
0<pr<m (k=1,...,n—2),0s1 =0}
Es gilt:

det T'(r, @1, ..., Pn-1) =
Tn

“Lsin® 2 1 sin® 3 g ... singy_y (> 0).

Die Transformationsformel ergibt fir f € LY(Bg(z)):

| fydy=
Br(z) :
= ff(T(ra(Pla"-v(pn—l))ldetT](T:(Pla"°:(10n—1)|d7'd991'”-'dgon—l
Qr
(Fubini)
7 n—l(]r s on—2 (
== sin
(el
T 2
oo [ sing,.. FT(r, @1,y @n-1))don-1 ) dpn_2} ... |dp1]dr.
(of ¥ 2(0-((7%01 ¢ 1))9.0 1)90 2)4 )901)?’
Spezialfall: f(y) = f(|z — yl)-
| | _ _ onn/2 B el
[ Sle=sdy =T [0

Br(z)

(T = Gamma-Funktion; r = |z — y).
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FOLGERUNG Sei f € C(Sgr(z)). Dann gilt:

kig
da—R"I/sm (
0
b 2n

(fsmcpn 2(0ff (T(R, ¢, .- <pn_1))d<,on_1)ds0n_z) ---)dcpl.

0

Sr(z)

Beweis (fiir f € C(Bg(z))). - Fir 0 < 7 < R gilt:

[ 1w :/(s/ )dyo ) dp

B, (z) 0 \8,(z)

(vgl. 2.). Andererseits wurde oben gezeigt:

P

y)dy = /p” (fsm gal(...
B,-(:c) 0

T

(/Sinwn_z(of f(T(py01,.. -aﬁon))dﬂpn—l)dcanQ) ---)dsol)‘dp-

0

Die Bildung der einseitigen Ableitung nach r an der Stelle r = R liefert
~die Behauptung., | -

4 Definition der Fundamental-Losung F3; der dreidi-
mensionalen Wellengleichung:

Die Distribution Ej : C®(R*) — IR ist definiert durch

1 F1 |
— — \d oo 4.
< E3,p > Tna? ) tL{O) o(z,t) a) dt, p € C(IR%)

Es gilt:
IE
5 t

Lf p(x, t)do‘) dt = f QO(ITTJM Vo e CX(R") (n 2> 2).
at{0) Rn
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Beweis.

[

ok | =

( w(z,t da) dt =

/ f (') /a2t — |x’|2,t)—---—a-?-——d:c' dt

: wicat | /a2t2 _ Ixfliz |
F1 5 at ,
- ez, —a t2 ]a\c’|2 t) da' | dt
il =T

N

Fub1n1
at ;
= '_‘)C'B,’,,t G (:13’)(,0(:1’:', a’t? — wa|2!t) ) dx
]R’ll (Of t ( ) ' Vv

i | 1‘ 7 _ at
[ ([ tXBz"(O) (xl) (‘T’JE a?t? — |33’!2a t) p—
Bt \D

) dx';

(Transformation § = \/a%t? — |2/|? bzw. 5 = —\/a?t? — ]3:’|'2:

P %1(=}§=0,- t =00 &> § = 00,

¢ = %L(:}q::ﬂ, t =00 &= 1= —00;
@ = @+ =l mit z=(E),
2 = 4l P=|ef mit z = (a',n).)

- [ ([ (=) a)er

+Rﬂf_1 (_Z: |—i—|<p( le) dn) dz’
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Volumen der Einheitskugel in R" (n > 2):

B, = B,(z) :={y € R": |z — y| < r} (Euklidische Norm).

w, = Volumen von Bj:= \,(Bi) (= Lebesgue-Mafi von By)
‘ ﬂ'm .

— fur n =2m,

m!
= A 2m+1ﬂ.m

- fir n=2m+1
Gm+D@m-1)-...-8-1 = " mt

(m=1,2,...).

Flicheninhalt der Einheitssphére in R (n > 2):

S, =S (x) ={y e R": |x—y|=r}
z

n

.= Flacheninhalt in S;

27™ .
m f‘ll].' n = 2m,
= {
2a™ .
(m—l)(m—ﬁ) T fir n=2m+1
2 9 2
(m=1,2,...).

Eigenschaften:

1. [Z, = nw,.

3. [ Aa(Br) = 1" Ap(B1) = war™. |
Flacheninhalt von S, = Z,r"" L
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