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»Es ist heutzutage ein sehr hartes Los, mathematische Biicher zu schreiben, zumal astrono-
mische. Wahrt man nicht die gehérige Feinheit in den Sdtzen, Erlduterungen, Beweisen und
Schliissen, so ist das Buch kein mathematisches. Wahrt man sie aber, so wird die Lektiire sehr
beschwerlich, besonders in der lateinischen Sprache, die keine Artikel besitzt und jener Anmut
entbehrt, die der griechischen Sprache eignet, wenn sie im geschriebenen Wort zu uns spricht.
Daher gibt es heute nur sehr wenige tichtige Leser; die tuibrigen lehnen die Lektiire iiberhaupt ab.
Wie viele Mathematiker gibt es, die die Miihe auf sich nehmen, die Kegelschnitte des Apollonius
von Pergae ganz durchzulesen? Und doch ist dieser Stoff von der Art, dafS er sich viel leichter
durch Figuren und Linien darstellen lif$t als der astronomische.

Ich selber, der ich als Mathematiker gelte, ermiide beim Wiederlesen meines Werkes mit den
Kriften des Gehirns, indem ich den Sinn der Beweise, den ich doch selber urspriinglich mit mei-
nem Verstand in die Figuren und den Text hineingelegt habe, aus den Figuren heraus mir in mei-
nem Verstand wieder vergegenwdrtigen will. Beuge ich der schweren Verstindlichkeit des Stoffs
durch eingestreute Umschreibungen vor, so erscheine ich in mathematischen Dingen schwatzhaft,
und das ist der entgegengesetzte Fehler.

Denn auch die Weitldufigkeit in der Ausdrucksweise beeintrichtigt die Verstindlichkeit, und
zwar nicht weniger als knappe Dastellung. Diese entgeht den Augen des Verstandes, jene zieht
sie ab. YV Diese hat Mangel an Licht, jene krankt an Uberfiille des Glanzes. Hier wird das Auge
gar nicht erregt, dort wird es geblendet.

Daher habe ich den Plan gefafit, durch eine ausfiihrliche Finleitung in dieses Werk das Verstdind-
nis des Lesers zu unterstiitzen, soweit dies mdglich ist.

Diese gestaltete ich doppelt. Zundchst bringe ich eine Ubersichtstafel iber alle Kapitel des Bu-
ches. Da der Stoff dem Wissen vieler Leser ferne liegt, die verschiedene Fachausdriicke, wie die
verschiedenen in Angriff genommenen Fragen einander recht dhnlich sind und ihrer Art nach
oder in einzelnen Teilen eng miteinander zusammenhdngen, so wird jene Tabelle meines Erach-
tens insofern Nutzen bringen, als sich durch Zusammenstellung aller Fachausdriicke und aller
Fragen diese mit einem Blick erfassen lassen und bei gegenseitiger Vergleichung einander er-
kldren.“

Kepler, J.: Astronomia Nova. Prag, 1609.
[Nachdruck: Johannes Kepler. Gesammelte Werke. Bd. III: Astronomia Nova. Hrsg. M.
Caspar, C. H. Beck’sche Verlagsbuchhandlung, Miinchen 1937.]

DDiese (Knappheit) entgeht dem Verstand, jene (Weitliufigkeit) zieht die Augen vom Wesentlichen ab
(vgl. Kepler, J. Neue Astronomie. Ubersetzt und eingeleitet von M. Caspar. Oldenburg, Miinchen-Berlin
1929; S. 19; s. auch Nachdruck dieser Ausgabe, Hrsg. F. Krafft, Marix Verlag, Wiesbaden 2005).



Kapitel I. Schwache Ableitung

1. Definition. Beispiele
Aufgaben

2. Einige Eigenschaften der schwachen Ableitung
Ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Existenz einer schwachen Ableitung.
Lokale Approximation durch C*°-Funktionen. Schwache Ableitung und Differenzen-Abschétzun-
gen. Schwache Differenzierbarkeit und LiPSCHITZ-Stetigkeit.
Aufgaben

Anhang. Absolute Stetigkeit und schwache Differenzierbarkeit

Historisches zum Begriff der schwachen Ableitung

Kapitel II. Die Riaume W™?((2)

1. Definition. Normierung
Vollsténdigkeit, Separabilitdt und Reflexivitéit von WP ()
Aufgaben
2. Einige Eigenschaften der Funktionen aus W™P((2)
Kern des Differentialoperators > D®. LEIBNIZsche Produktregel. Variablensubstitution

la]=m
fiir Funktionen aus WP (Q)

3. Die Raume W™ ()
Aufgaben

4. Der duale Raum von W™?(Q) und W;""(Q)

5. POINCARE-Ungleichungen
Abschitzung des RIESZ-Potentials. POINCARE-Ungleichungen. Verallgemeinerungen
Aufgaben

6. Die Verkettung f o u (f LIPSCHITZ-stetig, u € W1P(Q))

Vorbereitungen. Hauptresultat. Anwendungen

7. Approximation von Funktionen aus WP ()

Approximation durch Funktionen p|g mit ¢ € C*®(RY) (Q sternférmig). Approximation
durch Funktionen aus C*°(Q2) N W™P((}).

8. Gebiete der Klasse C*!

9. Fortsetzung von Funktionen aus WP ()
Fortsetzung von Funktionen aus W™ (Q%) zu Funktionen aus WP (Q) (Q=Wiirfel). Fort-
setzung von Funktionen aus W™P () zu Funktionen aus W™?(RY) (Q € C™~11). Approxi-
mation von Funktionen aus W™? () durch Funktionen ¢|g mit p € C*(RY) (Q € C™~11).

Historisches zum Begriff des SOBOLEV-Raumes
Kurzbiographie von S. L. SOBOLEV
Kurzbiographie von Ch. B. MORREY



Kapitel 1II. Einbettungsséitze

1. Abschitzungen in RV
Abschiitzung der LPN/(N=P)_Norm fiir u € WHP(RY) (1 < p < N).
Abschiitzung der C%'=N/P_Norm fiir u € C(R) (p > N).

2. Stetige Einbettungen von W;""(Q)
3. Stetige Einbettungen von W™P(Q2)

4. Kompakte Einbettungen
Kompakte Einbettungen von W™ (). Kompakte Einbettungen von W™?(Q)

5. Einige Folgerungen aus den Einbettungssitzen
Multiplikative Ungleichungen. Aquivalente Normierungen von W™ (Q). POINCARE-SOBOLEV-
Ungleichungen

Kapitel IV. Randwerte von Funktionen aus W™P(Q)

1. MaB und Integral auf Mannigfaltigkeiten der Klasse C%!
2. Die Rdume LP(092) (2 € C*Y)

3. Randwert von u € W'P(Q)

4. WaP(Q) = {u € W'(Q) | u =0 f. ii. auf 9Q}

Kapitel V. Ergédnzungen

1. Lemma von MORREY
2. Einbettung von W1V (Q)



Bezeichnungen:

Multi-Indizes:

N
a = (Oll,...,OZN),OéZ'E{O}UN (ZzlyaN)a |a|:Zai7
=1

Oé+ﬁ = (Oél—Fﬁl,...,O{N‘i‘ﬁN),

6 < «abedeutet: §; < firi=1,..., N,

(g> . (Zi) (az) fiir 3 < o

Partielle Ableitungen:

olel
D% = al—ua partielle Ableitung bez. «a,
Ox{" ... 0z
0
Du = 8;2 [a = e,

Du = (Dyu,...,Dyu) Gradient von wu.



Kapitel I. Schwache Ableitung
1. Definition. Beispiele

Wir beginnen mit einer Bemerkung, die der Motivation des Begriffs der schwachen Ab-
leitung einer Funktion dient.

Sei Q C RN offen. Fiir jede Funktion u € C1(Q) gilt:

(1) /8u'godx:—/uagodx VoeClQ) (i=1,...,N).

(9:61-
Q Q

Fiir p € C}(Q) ist das Kompaktum K, = supp(¢) in  enthalten. Daher sind die Funk-

&Z a;’i iiber €2 integrierbar.

Da weder 092 noch 0K, differenzierbare Mannigfaltigkeiten zu sein brauchen, kann (1)

nicht durch partielle Integration tiber 92 oder 0K, bestétigt werden. Die Giiltigkeit von
(1) erhélt man aber mit jeder der folgenden beiden elementaren Uberlegungen:

tionen

¢ und u

1
e Betrachtung von Z[u(x +te;) —u(z)|p(x) fir ¢ € Ky, 0 < |t| < dist (K, 0Q);
Substitution y = z +te; [z € K, ;= (0,...,0,1,0,...,0)]; Grenziibergang t — 0;

e definiere

| u@)e(@) fir xe
f(x)'_{ 0 fir zeR\,

K, in einen offenen Wiirfel einschlieflen; Fundamentalsatz der Differential- und In-

tegralrechnung auf bez. der Variablen x; anwenden; Satz von Fubini anwenden.

8@»

Weniger elementar ist die folgende Argumentation zum Nachweis der Giiltigkeit von (1):

Einfiigen einer C*°-Mannigfaltigkeit in 2\ K (ein Satz von SARD ermdglicht dies lokal);
du

8%

partielle Integration von @ iliber diese Mannigfaltigkeit. |



Die Gleichung in (1) kann induktiv fiir partielle Ableitungen hoherer Ordnung bewiesen
werden.

Seien Q C RN offen, m € N. Fiir u € C™(Q) und alle Multi-Indizes o mit 1 < |a] < m
qgilt:

(1) /(Dau)gpd:v = (=1)l /uDO‘godx Ve C(0).

Q Q
|

Untersuchungen iiber Minimum-Probleme fiir Funktionale, die durch Integrale definiert
sind, sowie iiber Randwert-Probleme fiir partielle Differentialgleichungen fithrten B. LEVT,
O. NikopyM, J. LERAY, K. O. FRIEDRICHS, S. L. SOBOLEV und CH. B. MORREY
zur Betrachtung von Funktionen wu, fiir die der klassische Begriff der partiellen Ableitung

ou

Li
Untersuchungen Funktionen geeignet sind, die partielle Ableitungen in einem verallgemei-
nerten (d. h. abgeschwéchten) Sinne besitzen, so daf funktionalanalytische Methoden zum
Studium oben genannter Probleme herangezogen werden konnen. Fiir solche Methoden
bilden die LP-Réume einen geeigneten Rahmen. Die Gleichungen in (1) bzw. (1) zeigen,
in welchem Sinne fiir eine LP-Funktion eine partielle Ableitung erkléirt werden kann.

in einer offenen Menge 2 C R”Y ungeeignet ist. Es stellte sich heraus, da8 fiir diese

Die verschiedenen Verallgemeinerungen des (klassischen) Begriffs der partiellen Ablei-
tung einer Funktion fiithrten schliellich zu folgender

1.1 Definition Sei Q C R" offen. Seien p,q € [1,+00], @ Multi-Index. uw € LY (S2) hat
die schwache Ableitung v, € L{ (), wenn

loc

/uDagpdx = (1)l /vagodx Ve Cr(0).
Q )

1.2 Bemerkungen 1. Sei w, € L}

iL.(€) eine weitere Funktion mit

/uD‘dea: = (1)l /wagoda: Vo e Cr(Q).
Q Q

Dann gilt

/(va —wy)pdr =0 Ve CX(Q).
Q

Satz... liefert: v, — w, = 0 f. i. in €. Daher ist die schwache Ableitung im Sinne von
Definition 1.1 eindeutig bestimmt.



2. Die Zuordnung u — D%wu ist eine lineare Abbildung:
D%(uy + uy) = D%y + D%g, D%(Au) =AD% VYV X e€R.
Dies folgt unmittelbar aus Definition 1.1.

3. Seien o und 8 Multi-Indizes. Besitzt u € L .(Q) die schwachen Ableitungen D*u, D?(D%u)
€ L (Q), so gilt

loc
Dy e LL (Q), D“"Pu= DP(D) f iiin .

Diese Aussage erhélt man ebenfalls leicht aus Definition 1.1. Eine analoge Aussage gilt
im Falle der Existenz der schwachen Ableitungen D%u, D*(DPu) € LL (Q).

4. Fiir u € C™(Q)(m € N,Q C RY offen) sind u und alle (punktweise gebildeten) parti-
ellen Ableitungen D?u(1 < |a| < m) zu jeder Potenz p € [1,+oo[ lokal in ) integrierbar.
Wegen (1.1") kann D*u daher mit der schwachen Ableitung von u bez. « identifiziert
werden.

Fiir die schwache Ableitung einer LP-Funktion benutzen wir die gleiche Bezeichnung wie
fiir die partielle Ableitung einer Funktion aus C'*(Q):

D(O ..... O)u = u,
Dzu = Vg, (Z = 1, 7N)7
D%u ve  (Ja] > 2)

1.3 Bemerkung (Schwache Ableitung und Ableitung im Distributionensinne) Jede Funk-
tion u € L () kann mit einer Distribution T,, € D'(Q2) identifiziert werden:

loc

(Tu, @) = /usodx, € C(Q).
Q

Im Sinne von D'(2) besitzt T, Ableitungen beliebiger Ordnung nach allen Variablen
(vgl...).

Die Funktion u € LP

loc

oben T, € D'(2) die durch v, erzeugte Distribution, so gilt

(Q) habe die schwache Ableitung v, € L

loc

(2). Bezeichnet wie

(DT, ) = (=1)UT,, D)



= (—1)|a|/qudx

vatpdx

I
O —

= (T, )

fir alle p € C°(92), d.h.

D°T, =T, in D(Q).

BEISPIELE
Absolut-stetige Funktionen

Definition Fine Funktion u : [a,b] — R heifst absolut-stetig auf [a, b], wenn

(Ve>0 F0=240()<0,s0 daff fiir jedes

endliche System von disjunkten Teilintervallen

[a1,b1], ..., [am, bm] wvon  la,b] mit > (b —a;) <6 gilt:
i=1
; lu(bi) — u(a;)| < e.

Jede LIPSCHITZ-stetige Funktion ist absolut-stetig.
Die folgenden Aussagen 1° und 2° sind dquivalent:

1° w ist absolut-stetig auf [a,b],

2° es emistiert U € L'(a,b), so dafs

u(t) = u(a) +/U(s)ds Vt € [a, b].

a

u(t+h) —u(t)

h fir f. a. t €la, b| existiert; dabei gilt: «/(t) = U(t)

Aus 2° folgt, dafl }Lir%
fur f. a. t €]a, b|.

Fiir absolut-stetige Funktionen u und v auf [a, b] gilt die bekannte Formel der partiellen
Integration:

10



(2) /u'(t)v(t)dt = u(b)v(b) — u(a)v(a) — /u(t)v’(t)dt.

Hieraus folgt fiir absolut-stetige Funktionen u auf [a, b]:

b b

/u’(t)w(t)dt = —/“(t)w’(wdt Vo € C2(Ja, b)),

a a

d.h. die fiir f. a. t € [a,b] existierende Ableitung u'(¢) ist Repridsentant der schwachen
Ableitung erster Ordnung von « in |a, b|.
Als Beispiel einer absolut-stetigen Funktion betrachten wir

u(t) :==|t|, teR.

—1 fir te]—o00,0],
u'(t) =
1 fiir te€]0,4o00[.

Es gilt

Identifiziert man ' mit dem Element aus L] .(R), das u als Représentant enthélt, so ist
dieses die schwache Ableitung erster Ordnung von u in |a, b[.

Die schwache Ableitung «' von u kann auch direkt durch Nachweis der definierenden
Gleichung bestimmt werden. In der Tat, sei ¢ € C2°(R). Dann ist supp(¢) C | — a, a] fiir
geeignetes a > 0. Wir erhalten

/ W dt = — [t t)dt+ / 1o/ (£ dt

R

a

<[
_ ( o(t )dt) +ap(a) — /sO(t)dt
R/

sign(t))p(t)dt, [denn ¢(—a) = p(a) = 0]

d. h.
u'(t) =sign(t) firf a. teR.

Cantorsche Treppenfunktion . Fiir diese Funktion gilt:

11



e ¢ ist HOLDER-stetig, aber nicht absolut-stetig auf [0, 1];

e '(t) =0 fir f. a. t € [0, 1], jedoch ist Y’ nicht schwache Ableitung von ¢ auf [0, 1].

o wird ¢ mit einer Distribution Ty, in |0, 1[ identifiziert, so besitzt T,, Ableitungen belie-
biger Ordnung; die erste Ableitung T), reprisentiert ein stetiges lineares Funktional
auf einem Raum HOLDER-stetiger Funktionen.

(s. http://www.math.hu-berlin.de/jnaumann/cantor.ps).

Heaviside-Funktion H:
0 fir te]—o00,0],
H(t) :=
1 fiir ¢e0,+o0].

Die Funktion H besitzt auf keinem Intervall]|—a, a[ (a > 0 beliebig) eine lokal-integrierbare

schwache Ableitung. In der Tat, angenommen, es giibe g € Li. (—a,a), so daB

/Hw’dtz —/gsodt Vo € CX(] — a,a),

—a

d. h.
(+) / gpdt = — / Hdt = p(0) Vo C(] — a,al).

Fir ¢ € C*(] — a, a]) mit supp(¢) C | — a,0[ bzw. supp(¢) C ]0, a[ folgt aus (*):
g(t)=0 furf a. te€[—a,al.

Das ergibt einen Widerspruch, wenn man in (x) Funktionen ¢ € C2°(]—a, a[) mit ¢(0) # 0
betrachtet.

Die soeben bewiesene Aussage folgt auch aus der Tatsache, daf die (in 0 konzentrierte) §-Distribution
nicht regulér ist, denn (x) wiirde bedeuten

a

00y, ) = (0) = / gpdt Vg € C2(] - a,al)
(vgl....) J

Die Funktion Seien 7p € RY (N >2) und 0 < A < N fixiert. Definiere

|z — 20|

12



1
u(x) =< |z — a0
0 fir =z = x.

fir =€ RY \ {zo},

N
Sei 1l <p< % Mit Hilfe einer Transformation auf Kugelkoordinaten mit Zentrum in

S
[ i = 2SS
— AP

o erhilt man

By (o)
Also:
u e LP

loc

RY), u¢g L"(R").

In Abschn. I1.5 werden wir eine Abschétzung fiir / udx herleiten, wobei E eine mefbare

E
Teilmenge von RY mit A\y(E) < +oo ist.

Definiere

Ti — Toi ..
—AN)————— f e RN :
vi(x) = (=A) |z — 20| 2 ur ~ {0}
0 fir =z = xg.
(i=1,...,N). v; ist in RY \ {x¢} die partielle Ableitung erster Ordnung von u nach w;.

N
Seien0</\<N—1und1§q<)\—H.Danngﬂt:

v; € LL (RY), v ¢ LYRY) (i=1,...,N).

loc

In der Tat, die erste Aussage folgt aus der Ungleichung

/ |Ui|qu S Aqm—es& TN_(/\+1)‘1 \v/ r > 0’
N —(A+1)q
Br(wo)
die man wie oben durch Transformation auf Kugelkoordinaten mit Zentrum in xy beweist.
Mit dieser Transformation 148t sich auch v; ¢ L4(R”) zeigen. Dies ist z. B. fiir i = N aus

der Formel §

[ loxlrde = vy [ g,

Br(z0) 0
ersichtlich; hierbei ist
KN = /Sin (91d91 /(sin 02)2d(92 Lt /(Sin QN_Q)N_2| COS QN_2|qd0N_2 > 0.
0 0 0

13



v; ist die schwache Ableitung von u nach z; in R¥:

/ug(’pdx:—/vigpdx Vo e C*RY) (i=1,...,N).
X
RN

RN

In der Tat, sei p € C®(RY). Wir withlen B,(x¢) mit supp(¢) C B, (). Fiir ¢ mit
0<e<rgilt

1 Oy
(+) / vipdr = > / n;pdS — / ua—xidx;

B (z0)~B:(x0) Se(zo) B, (z0)~B:(z0)

hierbei bezeichnet n; die ¢-te Komponente der &ufleren Einheitsnormale bez.
B, (zg) \ B.(x¢) ldngs der Sphére S.(z¢). Wir erhalten

1
— ‘ / n;pdS ‘ < mesS) - max || - eV,
€ RN

Se(zo)

Der Grenziibergang ¢ — 0 in (+) liefert die Behauptung.

Aufgaben 1.1
In den Ubungen 1.1 und 1.2 werden Funktionen u betrachtet, deren schwache Ableitungen erster Ordnung
andere Integrierbarkeitseigenschaften als u besitzen. Sei N > 2.

A T.1.1|Sei zg € RYN fixiert. Definiere

(@) log |z — x| fiir € RN\ {0},
u(z) =
0 fir x = zg;
Li 7T xog fir o€ RN\ {z0},
vi(z) = |z — ol
0 fir = = xo.

Man beweise folgende Aussagen.

1) Sei 1 <p < +oco. Dann gilt:
/ |ulPdz < 400 ¥V r > 0.

Br(l‘o)
2) Sei 1 < g < N. Dann gilt:
lv;|%dx < 400 Vr > 0.
BT(xO)
3) Es gilt:
uy -dr = — [ vipdz V¢ € CZRY).
RN xz RN

14



Definiere:

Die partielle Ableitung erster Ordnung von u nach x; ist

Q:={zeRY ||z|>e}; wu(z):=loglogl|z|, zcQ.

ou T;
—_— = - y € Q ) = 1,...7N .
92 = gl (@ )

Man beweise:

Ou v (Q):

1) fiir 1 <p< +oogilt: u ¢ LP(Q), wue Ll (Q), D e

loc

2) fiir N < ¢ < 400 gilt: g“

e L1(N).

K2

AT1.3|Fiir 0 < A < 400 und z € RV definiere

— fiir x#0,
u(z) ={ |zt
0 fiir z=0.

Fiir welche 1 < p < 400 gilt

D e [L} (RN (i=1,...,N)?

A 1.1.4| Die Existenz einer schwachen Ableitung der Ordnung m > 2 braucht nicht die Existenz schwacher
Ableitungen der Ordnungen < m — 1 zu implizieren.
Seien f,g € LL (R). Definiere

loc
u(z) := f(x1) + g(ao) fiir f. a. z = (z1,22) € R?.

Dann gilt v € L{ (R?). Fiir die Multi-Indizes o = (1,0) und 8 = (0, 1) brauchen die schwachen Ablei-

loc
tungen D%u und DPu nicht zu existieren. Man beweise, daf jedoch gilt:

D Py =0 fi. in RV.

A 1.1.5| ,,Zusammenkleben® von Funktionen und deren schwache Ableitungen.
Seien €21,y C RY offene Mengen mit Q; N Qs # 0. Seien u; € L}OC(QZ-) (i = 1,2) Funktionen mit

ui(x) = ug(x) fir f.a. z€Q;NQe.

Fiir einen Multi-Index o mogen die schwachen Ableitungen D%u; € Li. (£2;) (i = 1,2) existieren. Definiere

Q:=0Q,UQ und

up(xz) fir f a. z€y,
u(r) =

ug(x) fur f a. =z €y,

Duy(z) fir f a. xe€Qy,
V() =
Deus(x) fir f.a. x€ Qo

Man beweise: u,v, € Li (2) und

loc

/uDagpd:r = (—1)‘0‘| /vacpd:c Ve C(Q).
Q Q

15



2. Einige Eigenschaften der schwachen Ableitung

Ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Existenz einer schwa-
chen Ableitung

1.3 Satz Seien 1 < p < +00, a ein Multi-Index. Fiir u € Li (Q) sind dquivalent:

1° es existiert die schwache Ableitung D*u € LP(Q);

2° es existiert eine Konstante C', so dafs

| [upreds | < Clellve ¥ ¢ e Cx@)
Q

Beweis Die Implikation 1° = 2° mit C' = | D%ul|1»(q) ergibt sich direkt aus der Defini-
tion der schwachen Ableitung.
Wir beweisen die Implikation 2° = 1°. Aus 2° folgt, dafl

o /uDo‘wdx, p e Cr()
Q

ein lineares stetiges Funktional auf C2°(€) beziiglich der LP-Norm ist. Da C%°(€2) dicht
in L” () ist, kann dieses Funktional in eindeutiger Weise zu einem linearen stetigen
Funktional auf ganz L¥ (Q) fortgesetzt werden. Der Darstellungssatz von RIESZ fiir solche
Funktionale liefert nun Existenz und Eindeutigkeit eines g, € LP(£2), so daf}

/uDagpdx = /gagod:c Ve Cr(Q).
9) %)

Die Funktion v, := (—1)l%lg, ist die schwache Ableitung von u zum Multi-Index a. =
Lokale Approximation durch C**°-Funktionen

Viele Eigenschaften von Funkionen u € LP(2), die schwache Ableitungen besitzen,
konnen durch eine lokale Approximation von u mittels C*°-Funktionen bewiesen werden.

Wir stellen fiir eine dieser Approximationsmethoden die erforderlichen Bezeichnungen be-
reit.

Fiir z € RV sei

1
aexp | — — | fur |z| <1,
1= |zf?
w(zx) =

0 fir |z| > 1,
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wobei

Es gilt:

we C®MRY), 0 <w(@) <aVazecRY, supp(w) = Bi(0), /wdx: / wdx = 1.

RN B1(0)

Fiir # € RY und p > 0 definiere

Die Funktion w, besitzt folgende Eigenschaften:

L. supp(wp) = B, (0) ¥V p>0;
2. lirr%)wp(x) =0 VazeRV\{0}, liH})Wp(O) = +0o0,
p— pP—

1
3. (D°w,)(¥) = oy (D) (x) V Multi-Indizes a, ¥ p>0, VaeRV;
pe p
4. /wpdat: /wdle Vp > 0.
B, (0) B1(0)

Sei E C RY eine mefibare Menge. Sei u € LP(E) (1 < p < +00). Wenn Ay (RY \ E) > 0, so definieren

WIr

@) u(z) firf a. z€E,
x) =
0 firfa zeRN\E.

Dann ist @ € LP(RY).
Definition Fiir u € LP(E) heifst
up(x) = / wp(z —y)u(y)dy = / w(z)i(x — pz)dz, p>0, x € RV,
B, (x)NE B1(0)
FrieDRICHSsche Gliattung von wu.
Sei AN (RN \ E) > 0. Fiir u € LP(E) besitzt u, folgende Eigenschaften:

e p>0 fiziert = u,(z) =0V x € RY dist(z, E) > p;
o z € RY mit dist(z, E) > 0 fiziert = u,(z) =0V 0 < p < dist(x, E).

Wir fassen einige Eigenschaften von u, zusammen.

Satz 1. Sei E C RN meflbar. Fiir jedes u € LP(E) (1 < p < +00) gilt:
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L1 Jupllremy < lullpemy ¥V p>0;
1.2 gil,% |up — ullLe(zy = 05
1.3 fiir jeden Multi-Index o und jedes p > 0 gilt

(D*u)(@) = [ Dyl ~ yputy)dy Vo e RY,
RN
D, ist gleichmifig stetig in RY.

2. Sei E C RN offen.
2.1 Sei w € C(E). Dann gilt fiir jedes Kompaktum K C E:
tim [, o) = 0.
2.2 Seiuw e LP(E) (1 <p < +00). Dann existiert fir jedes € > 0 ein ¢. € C*(E), so daf§
e —ullLr(m) < e.

Fiir ausfiihrliche Darlegungen vgl. ,, Approzimation of LP-Functions by Smooth Functions“ (Preprint-
Reihe). [

|

Der folgende Satz zeigt, in welchem Sinne die Glattung u, eine schwache Ableitung von
u approximiert.

2.1 Satz u € Li (Q) habe die schwache Ableitung D*u € LY () (1 < p < +00). Dann

loc loc

gilt fiir jedes Q' CC Q:
L. (D%u,)(z) = (D*u),(x) Vaxell, VO0<p<dst(Y,00);

2. hl’r(l] ||Daup - Dau||Lp(Q/) =0.
p—

Schwache Ableitung und Differenzen-Abschitzungen
Mit Hilfe von Satz 2.1 erhélt man

2.2 Satz Sei Y CC Q.
1. Seiu € LY () (1 < p < +00). Es existiere die schwache Ableitung Dyu € LP()

loc

(ie{l,...,N}). Dann gilt

1
/]u(x +te;) — u(x)|Pdr < ]t\p/ |DjulPdx V¥ |t] < §dist(Q’,8Q);
0% 0
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p

dr = 0.

ﬁ%/‘( x+wl—u(0—%DmX@

Wenn die schwachen Ableitungen Dyu, ..., Dyu € LP(Q) ezistieren, so gilt

1
/]u(x +y) —u(z)Pdx < \y]p/ |DulPdz V' |y| < §dist(Q’,6?Q).
' 0

2. Fiirue L?

loc

(Q2) (1 <p < +00) gelte
/|u(x +te;) —u(z)|Pde < Colt]P V[t < dist(€Y, 99)
(1€ {l,...,N},Cy = const). Dann existiert die schwache Ableitung D;u € LP(§Y) und es

qgilt
/|Diu|pdx < Cp.

Schwache Differenzierbarkeit und LipscHITZ-Stetigkeit

Sei u : {2 — R LipscHITZ-stetig, d.h. es existiert L = const, so dafl
u(z) —u(y)| < Llz —y| Va,y €.

Fiir solche Funktionen gilt folgender

Satz (RADEMACHER). Es existieren eine mefibare Menge Qo C Q0 mit Any(Qo) = 0, und
mefbare Funktionen v; : Q\ Qo — R (i =1,...,N), so daf

u(z 4+ h) — u(z Z)% Vhi+o(xsh) YoeeQ\Qy, VYVheRY (z+h)eQ,

. o(x;h)
A

=0 Vze\.

Die Funktion v; ist die partielle Ableitung von w nach z; in Q \ Qp; dabei gilt
()| <L YzeQ\Q (i=1,...,N).

2.3 Bemerkung Die Funktion v; ist die schwache Ableitung in €2 von w nach z;.In
der Tat, sei ¢ € C(Q). Setze K, := supp(p). Fir 0 < [t| < dist(K,, 09Q) gilt dann
(K, + {te;}) € Q. Wir erhalten
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/u(x)(p(x — teii — g0<x)alav _ ! / u(z)p(x — te;)dr — /u(x)cp(x)dx

{tei}+ K, K,

o = [ wwswa- [ T

K,N(2\Qo) K,N(2\Qo)
(vegl. Beweis von (1), S. 1). Fiir jede beschiinkte offene Menge €' mit K, C Q' C ' C Q
gilt
11_13% ol = t?i —¢(@) = S—Z(:U) gleichméfig V x e Q.
Daher kann der Grenziibergang ¢ — 0 unter dem {iiber €2 erstreckten Integral auf der
linken Seite von (x) ausgefithrt werden. Beachtet man, da8

hmMZO VaeQ\Q,

t—0

o(x;te;)

<2L VreQ\Qy [t|>0 hinreichend klein,

so ergibt sich mit Hilfe des Satzes {iber die majorisierte Konvergenz

lim / ol tei)go(:c)dx = 0.

t—0 t
KoN(£2\Q0)

Es folgt

/ (@) 28 () = — / vi(@)p(x)de = — / vi(2)p(2)dz.

6231'
Q Kon(Q\Q0) Q

Der folgende Satz beinhaltet die Umkehrung der soeben notierten Aussage lokal in (2.

2.4 Satz Fiiru € L (Q) gelte Du € [L>®(Q)]N. Dann existiert eine Funktion u* : Q — R,

so dafs
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1. u*(z) = u(x) fir f. a. x €

2. u* ist LIPSCHITZ-stetig auf jeder Kugel B,(xqg) mit B,(xqg) C .

2.5 Bemerkung Sei Q C RY ein beschrinktes Gebiet mit LipscHITz-Rand 99 (vgl.
Abschn....). Sei u € L'(2) mit Du € [L*°(Q)]. Dann existiert eine Funktion u* : Q — R,
so dafl: u*(z) = u(z) fir f. a. x € Q, u* ist LIPSCHITZ-stetig auf (2. ]

Aufgaben 1.2
A T1.2.1|Seiw e LP(2) mit D;u € LP(Q) (1 < p < 4o00;i =1,...,N). Man beweise fiir die Mittelfunktion
Up:

1. Fiir jedes Q' CC Q gilt

1
/|up —ufPdx < pp/|Du|pdx Vo<p< 5dist(ﬂ’,8§2);
o) o)

2. Wenn Q = RY, so gilt
/ lu, — ulPdx < pP / |DulPdz ¥ p > 0.

RN RN

A 1.2.2| 1. Schwache Ableitung von fou (f € C'). Sei f € CY(R) mit |f'(t)] < Co = const fiir alle
t € R. Fiir u € L] () existiere die schwache Ableitung D;u € Li (Q) (i € {1,...,N}).

loc loc
Man beweise: es gilt

/f(u)Digodx = f/cpf’(u)Diudx Ve CrQ),
Q Q

d. h. fouwist in Q nach z; schwach differenzierbar und es gilt

Di(fou)= f'(u)Dyu f. i in Q.

Bemerkungen 1. Nach Voraussetzung ist f' € C(R). Daher ist f/'(u) mefibar auf Q (hier ist ein Re-
priasentant von u zu verstehen, der in allen Punkten von 2 reelle Werte annimmt). Da f’ auflerdem als
beschriankt vorausgesetzt wurde, ist f’(u) eine beschrinkte mefibare Funktion in Q.

2. Unter den gleichen Voraussetzungen an f gilt: Besitzt u € LP(Q) die schwache Ableitung D;u € LP()
(1 <p<+oo; i €{1,...,N}), so besitzt f ou die schwache Ableitung f'(u)D;u € LP(Q).

2. Schwache Ableitung von fowu (f LIPSCHITZ-stetig) Sei f : R — R LIPSCHITZ-stetig:
|[f(s)— f(t)| < Lls—t| Vs,teR (L=-const).

Fiir v € L?

1 .() existiere die schwache Ableitung D;u € LP(Q2) (1 < p < 40054 € {1,...,N}). Man
beweise:

< LIDsull oy 9l o 0y V9 € CZ(9Q).

Q/ f(u)Djpdx
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Bemerkung Satz 1.3 (I1.2) liefert die Existenz der schwachen Ableitung D;(fowu) € LP(Q). Da f'(t) nur
fiir fast alle ¢t € R existiert und f’ nicht stetig zu sein braucht, erfordert die Begriindung der Kettenregel
fiir die schwache Ableitung D;(fou) weitergehende Uberlegungen. Dies wird in Abschn. I1.6 durchgefiihrt.

Anhang. Schwache Differenzierbarkeit und absolute Stetigkeit
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Kapitel II. Die Raume W"™?(())
1. Definition. Normierung
Wir beginnen mit der folgenden
1.1 Definition Seien Q C RN offen, m € N und 1 < p < +00. Der Vektorraum
WmP(Q) :={ue LPF(Q)|Vamitl<|a|<m3 D e LP(Q)}
heifst SOBOLEV-Raum.

Durch

1/p
( > HDauHip(Q)) fir 1<p<+oo,

lo|<
[ellmp := -

|II‘1§X | D] oo (0 fir p=+o0

wird eine Norm auf WP (1) definiert: = AUFGABEN.

Vollstiandigkeit, Separabilitdt und Reflexivitiat von W™P(Q)
1.2 Satz

1. W™P(Q) ist BANACH-Raum.

2. W™P(Q) ist HILBERT-Raum bez. des Skalarproduktes

(U, V)2 = Z (D“u)D%vdx.

lo|<m

3. Firl <p< +oo ist W™P(Q) separabel.

4. Firl<p< +4oo ist W™P(Q) reflexiv.
1.3 Satz

1. WHY(Q) st nicht reflexiv.

2. We(Q) ist nicht separabel und nicht reflexiv.
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Aufgaben II.1

A I1.1.1 | Man beweise: Durch

1/p
( > ||Dau|1£p(m> fir 1<p< +oo,
fulmpi= 4 APl
ln‘%x | DYu|| o< () fiir p=+oo

wird eine Norm auf WP () definiert.

A IL.1.2| Fiir 1 < p < 400 wird durch

gy =D 1Dul| o)

|| <m

eine Norm auf W™P?(Q) definiert.

Man beweise: Die Normen || - ||, und | - |, sind dquivalent.

2. Einige Eigenschaften der Funktionen aus W"?(Q)

Kern des Differentialoperators > D*

laj=m

Sei Q C RY offen. Fiir u € Li (Q) sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

loc

1° /ugpdm =0 VyeCXr(Q);
Q

2° u(x) =0 firf a x€ Q.
Wir formulieren eine analoge Aussage, bei der ¢ in 1° durch D%p ersetzt wird.

Sei P™ der Vektorraum aller Polynome in RY des Grades < n. Es gilt dann der

2.1 Satz Seien Q C RY ein Gebiet, m € N. Fiir u € LL () sind folgende Aussagen
aquivalent:

1° Vja| =m: /uDawd:L' =0 VypeCrQ);
Q

20 3 P e P sodafs
w(z) = P(z) fir f.a. z € Q.
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Sei 2 C RY eine mefibare Menge mit 0 < Ay () < +oo. Fiir u € LP(Q) (1 < p < +00)
bezeichne ug € R den Mittelwert von u bez. €2, d.h.

UQ = 1 /udm
Q.—)\N<Q)Q .

Es gilt
/(u —ug)dr =0, lual| L) = ()\N(Q))_Hl/p /udx’

Q Q

Der folgende Satz liefert fiir u € W™P(Q) eine analoge Aussage fiir den Mittelwert von
D%u fiir Multi-Indizes o mit 1 < |ao| < m.

2.3 Satz Sei Q C RY eine beschrinkte offene Menge, und sei 1 < p < +o00. Dann gilt:
Fiir jedes u € W™P(Q) ezistiert genau ein Polynom P, € P™, so dafs

/Do‘(u —P)dx=0 VY |af <m.
Q

Fiir P, qult
1Pullwemr() < cAn (@) > | | DPudal;
hierbei ist ¢ eine Konstante, die nur von m, N,p und sup sup |D%y?| abhdingt. .

YyeQ fa|<|B|<m

LeiBNi1Zsche Produktregel

2.4 Satz Seien p,q € [1,4+00| mit

1 1
4o <1 falls p,q € [1,+0],
p q

p € [l,+o00[ beliebig falls q = +oo,
q € [1,+00[ beliebig falls p= o0,
P =q = +00.
Definiere
( P1 falls p,q € [1,400],
p+q
p falls peE [17 +OO[7 q = +00,
q  falls g€ [1,+o0f, p=+o0,
+oo  falls p=q=4o0.
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Sei Q CRY offen. Fiir u e W™P(Q) und v € W™4(Q) gilt:

D(wv) = Z(O‘)(Dﬁu)m—% Y || < m,

BLa B
[uv][wmr) < Cllullwmr@llvllwmaq).
Variablensubstitution fiir Funktionen aus W™?((2)
2.5 Satz Sei A C RY offen. Sei ® : A — RY eine bi-L1PSCHITZ-Abbildung. Definiere

Q= ®(A) ? Fir jedes u € WHP(Q) (1 < p < +00) gilt dann:

uo® € WP(A),

N

Dy(uo®)(y) = S (Dyu)(@(y) Dby (y) fiir f. a. y € A,

j=1
CIHUHWLP(Q) < ||U © ‘I>||W1m(A) < C2||u||W1vP(Q)'

3. Die Raume W;""(Q)

Sei Q C RY offen. Wir identifizieren u € C>°(Q) mit dem Element (= Aquivalenzklasse)
aus W™P(Q)), das u als Représentant enthélt. Im Sinne dieser Vereinbarung geben wir die
folgende
3.1 Definition Seien m € N, p € [1, +00].

Wi (Q) := Abschliefung von C°(2) in W™P(Q).
3.2 Satz Seien m € N, p € [1,+o0|.
1. Sei Q C RN eine offene Menge mit folgender Figenschaft:

(%) Jda>0,3ige{l,...,N}:|x;,)| <a Vaze.

Dann ezistiert eine Konstante ¢ = c¢(a,m,p), so dafs

Z /’Do‘u|pdx <ec Z /]Dﬂu]pdx Voue WP (Q).

la|<m—1 ¢ |Bl=m @

2)Da ® insbesondere stetig und injektiv ist, ist die Menge Q offen in RY.
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2. W"P(RY) = Wmr(RY).
Die Bedingung (%) bedeutet, da8 €2 in Richtung der Koordinate z;, beschrinkt ist.

Sei Q € RY eine offene Menge, die der Bedingung (*) aus Satz 3.2/1. geniigt. Aus der
dort bewiesenen Ungleichung folgt:

1/p
T ( Z /|Do‘u|pdx) u € Wy(Q)

la|=m ¢

ist eine Norm auf Wi""(Q), die zur Norm || - ||,,,, dquivalent ist. ]

Aufgaben I1.3

A T1.3.1 | Fiir u € WP (Q) definiere

i) = { u(z) firf.a. xze€Q,

0 fiirf.a. xecRN\Q
Man beweise: & € W™P(RN).
Sei uw € W™P(Q) mit: 371 > 0, so dafl
Q) :={r e Q] dist (z,00) <n} CQ, wu(r)=0 fir f a zeQ,.

Man beweise: u € Wy (£2).

4. Der duale Raum von W™?(Q)) und W;""(Q)

5. POINCARE-Ungleichungen

6. Die Verkettung f ou (f LIPSCHITZ-stetig, u € W1P(Q))
Vorbereitungen

Wir beginnen mit dem

6.1 Lemma Sei u € W, (Q). Fiir jedes t € R und r €0, +o0| gilt

loc

L. Du(z) =0 fir f a x€u'({t});
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2. ‘ / (Dyu)pdx
{zllu(z)—t|<r}
(i=1,...,N).

< r/|D,~<p|d:r Ve lCrN).
Q

Mit Hilfe dieses Lemmas beweist man den folgenden

6.2 Satz Sei E C R eine BOREL-Menge mit A\ (E) = 0. Dann gilt fiir jedes u € W,-(Q)

loc

Du(x) =0 fiir f. a. 2 € u™'(E).

Hauptresultat

Fiir Funktionen f : R — R definieren wir
Ap:={t e R| f ist nicht differenzierbar in t}.

Ist f: R — R stetig auf R, so ist Ay BOREL-Menge 3),
Es gilt nun der folgende

6.3 Satz Sei f: R — R LIPSCHITZ-stetig. Dann gilt:
2. Definiere

o) ::{ f/(t) fir teR~ Ay,

0 fur te Af.

Dann ist g BOREL-mefSbar.

3. Seiu:RY — R meflbar. Dann ist g o u mefbar.

Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist

6.4 Satz Sei f : R — R LIPSCHITZ-stetig mit der LIPSCHITZ-Konstanten L. Sei Ay wie
oben definiert. Sei 1 < p < +o0.

1. Fiiru € WhP(Q) definiere

vi(z) = { fl(u(x))Du(z) fir f.a xz€QN uil(Af),
e 0 fir f.oa. xeut(Ay)

3)Dieses Resultat ist aus der Theorie der reellen Funktionen bekannt. - Hierbei ist A ¢ = R moglich.

Die ersten Beispiele solcher Funktionen wurden von B. BOLZANO und K. WEIERSTRASS angegeben.
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(t=1,...,N). Dann gilt v; € LP(Q) und

/(fOU)DiSOd$ = —/Uisodx Ve ().

Q Q

Auflerdem gilt

Llfulwin) falls £(0) =0,

I oullwiney <§
DI 2 (1O ) + Llullwro) falls Aw(@) < +oo.

2. Fir f gelte diberdies:
Ay ist abgeschlossen, f € C'(R\ Ay).
Dann gilt:
2.1 Wenn uy — u in WP(Q), so fouyp — fouin WHP(Q).
2.2 Wenn f(0) =0, so (f ou) € WyP(Q) fiir alle u € Wy (Q).

Die Implikation ,,wenn u, — u in WP(Q), so fou, — fou in WIP(Q)“ wird betrachtet
in = U.... [ |

Anwendungen
1. Positiv- und Negativ-Teil von u € W1P(Q) Wir betrachten die Funktion
f@)=t", teR Y.

Es gilt
[f(s) = fO <|s—t| Vs, t €R, Ay = {0},

)1 fir t>0,
f(t)_{O fur t<O0.

Analoge Aussagen gelten fiir die Funktion ¢ +— ¢~ (¢ € R).
Aus Satz 6.4 folgt:

6.5 Satz Firu e WP (Q) (1 <p < +o00) gilt:

ut uT, |ul € WH(Q),

Dt = max{t,0}, t~ := max{—t,0}, t € R. Es gilt: t =+ — ¢t~ |t| =t+ + 1.
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s}
8
3
<
~
=
S
V
=

Dot (x) = { Diu(x) fir f.
0 fur f.

IS
8
3
<
~
=
S
AN
=

IS}
8

mit u(z) <0,

o 0 fir f.
Do (@) _{ Duu(z) fir f.

mit u(x) <0,

IS
8

(i=1,...,N), und
1l i@y = I ) + 10 o)

Wenn uy, — u in WHP(Q), so

uf — ot g —us, |ul — |u| in WHP(Q).

Diese Aussagen gelten sinngemdfl auch fir Wol’p(Q).

Beachtet man, daf§ fiir s,z € R gilt

1
max{s,t} = (s—t)T+t = §(s+t—|—|s—t\),

1
min{s,t} = (s—t)" +t = §(S+t—]3—t|),

so konnen analoge Aussagen wie die von Satz 6.5 fiir max{u,v} und min{u,v} (u,v €
WP(Q)(1 < p < +00) formuliert werden = U... ]

2. ,Abschneiden® von u € WHP(Q) bei X und —\.

Sei A > 0. Fiir t € R definiere

A fiir t> A
t™ = t fir —A<t<,
-\ fir t<—A

Andere Definitionen von t™ sind

tN = min{\, max{t, —\}}
min{t*, A\} + max{t~, -}, teR.
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Es gilt
|sN — 1tV <|s—t| Vs,teR

Aus Satz 6.4 erhalt man

6.6 Satz Firue W (Q) (1 < g < 400) und A > 0 gilt

u™ e Wh(Q),

Diu(x) fir f. a. mit |u(x)| < A,

Diu()‘) T) =
(@) 0 fiar f.oa. mit |u(z)] > A

u — u in WH(Q) fiir A — oco.

Bemerkungen zur Literatur 1. Satz 6.2 ist fiir den Spezialfall E' = {¢¢} mit einer Approximations-
methode bewiesen in D. KINDERLEHRER; G. STAMPACCHIA: An introduction to variational inequalities
and their applications. Academic Press, Boston 1980 [wieder aufgelegt: STAM, Philadelphia 2000]. Unser
Beweis von Satz 6.2 ist dhnlich dem in E. H. LiEB; M. Loss [1]. Ein sehr kurzer Beweis von Satz 6.2
mit Hilfe der Coarea-Formel findet sich in E. GIusTt [1].

2. Unser Beweis von Satz 6.4 folgt einer Argumentation von E. GIUsTI [1]. Andere Beweise dieses
Satzes finden sich in D. E. EDMUNDs; W. D. Evans [1] (fiir 1 < p < c0) und W. P. ZIEMER [1] (fiir
(1 <p<o)).

3. Satz 6.5 kann direkt (d.h. ohne Verwendung von Satz 6.4) durch eine elementare Approximationsme-
thode bewiesen werden (vgl. z. B. E. Grusrti [1], E. H. LieB; M. Loss [1], G. M. TROIANIELLO [1] sowie
D. GiLBARG; N. S. TRUDINGER: Elliptic partial differential equations of second order. Springer-Verlag,

Berlin 1977, 1983).

Weiterfithrende Resultate 1. Ein Analogon der Aussage von Satz 6.4 gilt nicht fiir v € W™P(Q)
(m > 2). Fiir m = 2 gilt jedoch folgender

Satz Sei f € C2(R) mit sup (|f'(t)| +t|f"(t)]) < +oo.
0<t<+oo
N
Seil<p< 5 Dann gilt f ou € W2P(RYN) fiir alle uw € W2P(RN) mit u > 0 f. i. in RY
(vgl. V. G. Maz’Ja [ ], [ ; S. 363-365]).
B. DAHLBERG [ ] bewies, da8 das soeben notierte Resultat nicht fiir u € W™P(RY) mit m > 3 gilt.
Die Eigenschaft ,, f ou € W™P(RY) fiir alle uw € W™P(RN)“ schrinkt die Klasse der Funktionen f sehr

stark ein. Es gilt ndmlich der

Satz Sei f € C*°(R). Sei m > 2, und
N N
1<p<5 fallsm:2,1§p<a falls m > 3.

Es gelte fou € W™P(RYN) fiir allew € W™P(RYN). Dann ezistiert c = const, so dafy f(t) =ct VteR
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(vgl. auch D. R. Apams/L. I. HEDBERG | ; S. 62-63)).

2. Satz 6.6 bedeutet, daB jede Funktion u € WP(Q2) (1 < p < +0c0) in der Norm dieses Raumes durch
eine Folge aus W1P(Q) N L () approximiert werden kann (€ C R offen). Ein Analogon dieser Aussage
gilt nicht fir WP(Q) (m > 2). Jedoch gilt eine ,einseitige* Approximation:

Satz: Firu € W™P(RY) (m € N,1 < p < +o0) ezistiert eine Folge (uy) C W™P(RY) N L= (RYN), so
dafs:

1. supp(uk) ist kompakt,

2. |ug(z)| < |u(@)|, ur(z)u(x) >0 fir f. a. z € RY,

3. up — u in W™P(RY) fiir k — oo

(vgl. ....).
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7. Approximation von Funktionen aus W™(Q)

Approximation durch Funktionen ¢|g mit ¢ € C®(RY) (Q sternférmig)

7.1 Definition Eine beschrinkte offene Menge Q C RY heifit sternférmig beziiglich
o € 2, wenn

VeeQ, Vte [0,1]: (xg+t(x—x0)) € Q.

Jede beschriinkte offene Teilmenge von RY, die sternférmig bez. eines ihrer Punkte ist,
ist ein Gebiet.

Sei 2 sternformig bez. xq € ). Wir definieren die ,, Dehnung von 2 bez. xo um den Faktor
A€o, 1]«

Q,\::{xERN‘EIyGQ:x:xo—i-y_/\xo}.

7.2 Lemma Sei § sternformig bez. xo € €. Dann gilt:
1. Q C Q, fiir alle A €]0,1].
2. Q, ist offen fir alle X €]0, 1].
3. Qy, D W, fiir alle M\, Ao €]0, 1] mit A\; < A

7.3 Bemerkung In der Literatur wird auch die folgende Eigenschaft einer beschrankten
offenen Menge ©Q C RY als Sternférmigkeit bez. eines Punktes zy € Q bezeichnet:

VZﬂGQ, VtE[O,l] ($0+t(.fC—.T0))€Q

Diese Bedingung an eine beschrinkte offene Menge Q0 C RY ist schwiicher als die in
Definition 7.1 formulierte. Dies erkennt man an dem folgenden Beispiel.

_

Wir geben zwei dquivalente Charakterisierungen der Sternférmigkeit einer beschrénkten offenen Teil-
menge des R bez. eines ihrer Punkte an.

Sei Q C RN eine beschrinkte offene Menge, sei xo € Q. Die folgenden Aussagen 1°, 2° und 3° sind
aquivalent:

1° Q ist sternformig bez. xg € €.
2° Fiir jedes £ € S1(0) existiert genau ein 7 > 0, so daff (xo + 7€) € 9.
3° Es existiert eine stetige Funktion h: S1(0) —]0, +oo], so dafs:

1)Q—{x0}u{x€RN‘0<|xx0|<h<x_x0>};

|z — o]
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2) 89_{x€RN ( |xx0|—h<|z_zz|>}.
|

Mit Hilfe der in Kap. I, Abschn. 2 benutzten Glattungsmethode beweist man das fol-
gende Resultat.

7.4 Satz Sei Q) sternformig bez. xg € ). Sei 1 < p < +00. Dann gilt:

VueWm(Q), Ve >0 3. € CPRY): [lu— gelallmp < e

]
Approximation durch Funktionen aus C'*(2) N W™?(Q)
7.5 Satz (MEYERS/SERRIN) Seien Q € RY offen, und 1 < p < +oo. Dann gilt:
C>(Q) N W™P(Q) ist dicht in W™P(Q).
]

8. Gebiete der Klasse C!.

Bezeichnungen:

v= (2" 2y) €ERY, o' = (21,...,2n_1),
Asi={of € BV | |o/|., < 4},
Qs := AsXx | —0,0].

8.1 Definition FEin beschrinktes Gebiet  C RN heifit Gebiet der Klasse C*! (k =
0,1,2,...) [Bezeichnung: Q € C*], wenn fiir jedes xo € O existieren

1. 0 >0,

2. eine offene Teilmenge U C RN mit xq € U,

3. eine Abbildung ® : Qs — U,
so daf:
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1) k=0: & ist bi-LIPSCHITZ,
k>1: & st bijektiv,
©; € C*Y(Qs), (1) € C*H(T),
D®; und D*(®~1); sind LIPSCHITZ-stetig
fir alle Multi-Indizes |a| =k (i =1,...,N),
2) P(Asx]0,6)) =QNU.
Aus Definition 3.1 folgt:
o &(A; x {0}) =00NU, ®(Asx] —46,0) =RV Q) NU,
o fiir¥(y') :=®(y,0), v € As, gilt:
Rang ¥'(y') =N —1

fir f. a.y' € As falls k=0,
fiir alle y' € As falls > 1.

Das Paar {A;, ¥} ist eine Parameterdarstellung von 02 N U nahe zy € 02 beziiglich
eines lokalen Koordinatensystems. Daher ist 0€2 eine (N — 1)-dimensionale Untermannig-
faltigkeit der Klasse C*! von R¥.

2) Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dafl U beschriinkt ist, und dafl U =

Int(U).
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Rn

As x {0} \ y/

Sei 2 € C*!. Der Rand 9) kann mit endlich vielen der Umgebungen U, die in Definition
8.1 auftreten, iiberdeckt werden. Durch eventuelle VergroBlerung der Anzahl der U kann
man erreichen, dafl die in Definition 8.1 formulierten Eigenschaften mit ein und demselben
0 > 0 erfiillt sind. Wir fassen dies zusammen in dem folgenden

8.2 Satz Sei Q) € C*'. Dann existieren eine Zahl § > 0 und
1. 2™ € 09,
2. U, C RN offen, beschrinkt, ) € U,,
3. 9,:Q5s — U,

(v=1,...,s), so daf:

1) k=0: &, ist bi-LIPSCHITZ,
k>1: ®, ist bijektiv,
D, € C*HQ5), (®,1); € C*1(T,),
D®;, und D*(®,'); sind LIPSCHITZ-stetig
fir alle Multi-Indizes || =k (i =1,...,N),

2) ®,(Asx]0,0[) = QN U.
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(rv=1,...,s).
Auflerdem gilt

3) o0 clU_, U,

4) es existiert eine offene Teilmenge Uy C RN, so daf

Uy C Q, QCOUV.

v=0

u
Die Beschreibung des Randes eines Gebietes Q2 C RY als lokale Darstellung mittles
Graphen von Funktionen von N — 1 Verdnderlichen ist fiir die Untersuchung von Rand-
werten von SOBOLEV-Raum-Funktion vorteilhafter. Fiir die Formulierung einer solchen
Beschreibung fithren wir zunéchst folgende Bezeichnungen ein.
Sei {ej,...,ex} die kanonische Basis in RY. Das System {fi,..., fx} (fi € RY) heifit
EUKLIDisches Koordinatensystem mit Ursprung in xo € RY und gleicher Orientierung
wie {e1,...,en}, wenn eine orthogonale Matrix A mit det A = 1 existiert, so daf§

1. fZ:Ael (221,,N>,

N N
2. 522&-]} fir = (&1,...,¢én) € RY gdw. £ = 29+ Az, v = inei.

=1

8.3 Definition (NECAS) Fin beschrinktes Gebiet @ C RY heifit Gebiet der Klasse N/°
bzw. N&! (k=0,1,2,...) [Bezeichnung: Q € N bzw. Q € N™!|, wenn fiir jedes xo € 0N
existieren

1. ein EUKLIDisches Koordinatensystem {fi,..., fn} mit gleicher Orientierung wie
{61, ey BN},
2. 0 >0,

3. a € C(A;) bzw. a € CFL(Ay),
so daf fir € € span{fi, ..., fx} gilt:
1) zo=(0,...,0,a(0)),
2) {£eRY [ €Ay, a(f) <&y <al§)+0} CQ,
3) {{eRY L€y, &y =al(l)} C O
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. )

{e€RN|E € As, en = a(¢)} C OO

Ein Gebiet der Klasse N*! gehort auch zur Klasse C*! (k= 0,1,2,...). In der Tat, wir
definieren
&

(I)<§) = ) £: <€/a€N) € Q(57

e
a(f') + &N
U :=d(Qs).
Hierbei sind Qs und U im Koordinatensystem { f1, ..., fx} ausgedriickt. Dann gilt:
o d ist bijektiv,
o & besitzt die gleichen Stetigkeits- bzw. Differenzierbarkeitseigenschaften wie a,

o B(A5x]0,0)) =QNU.
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Fiir U(¢') := ®(¢',0),& € Ay, erhdlt man:

1 0 0
0 1 0
wey= |
0 0 1
da 0Oa da
8_51 (9_52 ca Den s

Also: Rang V'(¢') = N — 1 fur f. a. & € A; falls k = 0 bzw. fir alle 2’ € Ay falls £ > 1.
Die Umkehrabbildung von ® bez. des Koordinatensystems {fi,..., fy} ist

1

P (y) = : , yeU.

9. Fortsetzung von Funktionen aus W"™(Q)

Fortsetzung von Funktionen aus W™?(Q") zu Funktionen aus W™?(Q) (Q
Wiirfel)

Fiir k£ € N betrachten wir die folgende Matrix:

Es gilt:
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1 1
det V;C = H1<i<j<k< — —,) >0 *) .
T J

0
Daher besitzt jedes System von £ linearen algebraischen Gleichungen mit der Koeffizien-
tenmatrix Vj, genau eine Losung.

Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein:
A= {2 e RV | |2/|o < 6}
und
Q = Ax] —94,4],
Q" = Ax]0,d[, Q™ := Ax] —6,0[.

Der folgende Satz liefert die Fortsetzung einer C™-Funktion von @+ auf @) unter Erhal-
tung der Differenzierbarkeitseigenschaften. Fiir die Konstruktion dieser Fortsetzung wird
die Losung A = (A, ..., Apa1) des Systems

1
(91) Vm+1)\ ==

benutzt.

9.1 Satz (C™-Spiegelung) Sei A = (A1, ..., A\py1) die eindeutig bestimmte Liosung des
Systems (9.1), d. h.

m—+1 1 I
Y (==)x=1 (=01,...,m)
=1
Fiir u € C™(Q7) definiere
u(z) fir = e€Qv,

u(z) == mtl

j; )\ju<x’, —Z—N> fir r€Q ~ (A x{0}).

*) det Vj, ist eine VANDERMONDEsche Determinante.
) x=(2),xy) € RN 2/ = (zy,...,2n_1) € RN 7L |2/ | = max{|zy],..., |zn_1]}.
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Dann gilt:

1. a € C"™(Q);

2. fiir jedes p € [1,400] ezistiert eine Konstante co = co(m,p), so dafs

@[ wme ) < collwllwmreo+)-

9.2 Bemerkungen 1. Die Konstruktion der Fortsetzung @ € C™(Q) fiir u € C™(Q7)
wurde aus TRIEBEL | ; S. 377] entnommen. Aus der Konstruktion von 4 folgt unmittelbar
die Linearitat der Abbildung u — .

2. Sei (04, ...,0,) die eindeutig bestimmte Losung des Systems
Z(——_) o;=1 (1=0,1,....,m—1)
=1

(d.h. im Unterschied zu (9.1) wird hier die Koeffizientenmatrix V;, benutzt). Fiir u €
C™(Q+) definiere

u(z) fir x e Q+,
)= 3 Uju<x’, —""“—,N) fir xeQ-~ (A x {0}).
=1 J
Diese Fortsetzung wird haufig in der Literatur benutzt, z. B. BABIC [ ], NECAS | ; S.

76], TROIANIELLO | ; S. 52-53|. Fiir die Fortsetzung @ erhélt man:

i€ Cm Q)
D*u € C(Q) fiiralle a= (ay,...,any_1,0) mit |a|=m;
auBerdem gilt
a"u

€ C(Q),

jedoch kann die Funktion —:rf einen Sprung lings A x {0} besitzen. Dennoch kann man
T

zeigen, daf} diese Funktion die schwache Ableitung von 4 in @ bez. v = (0,...,0,m) ist,

und daf} die Abbildung u +— @ stetig von W™?(Q") in W™?(Q) ist (1 < p < 400 beliebig).

Wir illustrieren den Unterschied zwischen den Fortsetzungen @ und u fiir m = 1 an
einem Beispiel. |
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Aus den Séatzen 7.4 und 9.1 folgt
9.3 Satz Sei 1 < p < 4o0. Fiir jedes w € W™P(Q") ezistiert « € W™P(Q), so daff

@ = u f.oi.auf QF,
|wllwmegy < collullwmrry (co gemaf Satz 9.1/2).

Fortsetzung von Funktionen aus W™?(Q)) zu Funktionen aus W™?(RY) (2 €
Cm—l,l)

Sei 2 € C™ b (m € N). Sei 29 € 99, und seien § > 0, U C RY und & : Qs — U
wie in Definition 7.1. Hier stellt {As, ®(+,0)} eine Parameterdarstellung fiir 02 N U bez.
eines lokalen Koordinatensystems dar. Dieses lokale Koordinatensystem geht aus dem
kanonischen Koordinatensystem, welches durch {ej,...,ex} definiert wird, durch eine
affine Abbildung hervor. Auf die Notierung dieser Abbildung verzichten wir, wenn z €
QNU (bez. {e1,...,en}) durch y € As x [0, 5] mittels x = ®(y) ausgedriickt wird.

Aus Satz 2.5 folgt nun

9.4 Satz Sei 1 < p < +00.
1. Seiuw € W™P(QNU). Definiere

v(y) =u(P(y)) fir f a ye Asx]0,0].

Dann gilt
v € WTP(Asx]0,0]), [[vllwmrasxioen < cllullwms@nv)-

2. Sei v € W™P(Q)s). Definiere
a(z) == o(® Yx)) fir f a 2x€U.

Dann gilt
ue Wm™PU), |allwmewy < cf|0]wme@gy)-

9.5 Satz (Fortsetzung) Seien ) Eicm_}l, 1 < p < +0. Dann existieren eine be-
schrinkte offene Menge Q C RN mit Q C Q und eine Konstante ¢ > 0, so dap:

fiir jedes u € W™P(Q) existiert a € W™P(R™) mit:
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G=uf . in Q a=0f i in RYQ, || wm.p@yy < El|ullwmrq)-

Beweisskizze Seien Uy, Uy, ..., Usund &, : Qs — U, (v =1,...,s) wie in Satz 9.4.

1. Schritt Setze QF = Asx]0,d[. Definiere
v, (y) = u(®,(y)) fir f.a. yeQ].
Satz 9.4/1. liefert
v, € W™P(QYF), ”vVHWmvP(Q;r) < ollullwme@ne,)-

2. Schritt Die Funktion v, kann von Q5 auf Asx] — §,0[ fortgesetzt werden: es existiert
0, € W™P(Qs), so daB

Uy =v, fiin QF, 0llwmry < elvullwmaor
(vgl. Satz 9.3). Es folgt
0,(®, (7)) = v, (D, (z)) = u(x) firf.a. 2€QNU,

[ovllwmrs) < éevllullwmr@nu,)-
3. Schritt Sei {(o, (1, ..., (s} eine Zerlegung der Eins, die Uy, Uy, ..., Us zugeordnet ist:

GeCEU), > (x)=1 Vze
v=0

Definiere
. u(z)(o(z) firf. a. z € Uy,
to(z) = ) N
0 fir f. a. x € RY N\ Uy,
i (2) 0,(®, 1 (2))¢,(z) fiir f. a. z €U,
U, (x) =
0 fir f.a. € RN\ U,

(v =1,...,s). Bs gilt @, € W™P(RN) sowie @, (z) = 0 fiir f. a. 2 € RY ~ Q, wobei

Q=U U, FirzeQnU, (v=1,...,s) gilt &, (z) € Q} und damit

=0
i(r) = 0,(2; (2))G(2)
= (2, (2))G (2
= u(@)G(z)
Die Funktion \
a(z) ==Y d,(r), xRV
leistet das Verlangte. VO |
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Kapitel III. Einbettungsséitze
1. Abschitzungen in RY
Abschiitzung von |[ul|pov/wv-p vy fiir ue WHP(RY) (1 <p < N)

1.1 Satz Sei 1 < p < N. Dann gilt fiir alle u € WP(RY)

RN RN

Beweisskizze Fiir u € CHRY) gilt

N 1/(N—1)
/!U\N/(N_l)dx < (H/\Diu\d:p) (E. GAGLIARDO).
RN =g

Hieraus folgt

. (N-1)/N |
(/!u\ dx) < NZ/ | Dyuldz.
z:lRN

RN

Fiir u € WHH(RYN) erhiilt man die Behauptung des Satzes mittels Approximation von u

in WH1(RY) durch eine Folge von Funktionen aus C°(RY) (vgl. Kap. II, Satz 3.2/2.).

N(p—-1
Definiere s := ]ifp;) und f(t) := [t|'**, t € R. Es gilt f € CY(R).
-Pp

Fiir u € CY(RY) definiere U := f(u). Dann ist U € WHH(RY). Damit folgt die Behaup-

tung des Satzes fiir 1 < p < N aus der fiir p = 1.
Fiir 1 < p < N definieren wir p* durch

111

Die Zahl p* heifit Sobolevscher Einbettungsexponent.

i} u(z) —u(y)| . (RN
Abschitzung von leelgjv [P fiir u € C}(RY) (N <p < +00)
TH#Y

1.2 Satz Sei N < p < +oo Dann gilt fiir alle u € C}(RY)
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w,yERN |$ — y|1*N/p
TFY

aup_ U2 U] ( / 1Du<s>1pds)l/p,

sup [u(z)| < cO(diam(Supp(u)))l_N/p< / !DU(E)!pd€>l/p,

z€RN
RN

wobet
2N+1

(= 3) (i)

Co :—

+y

Beweisskizze Definiere r := |z — y|, 2z := ’ und S := B,(z) N B,(y).

NN .
Wegen B, s(2) C S und Ay (S) > A (B,a(2)) = )\N(Bl)(ﬁ) gilt

r

w(B)(3)" Tu) —ut)l < [ fute) — )l
(+) < [ ) - ) g [ () - ulwlas

Br(z) By (y)

Wir erhalten

1

[ o - 1ae < o f ( / |Du<x+t<s—x>>|df)dt

By (z) 0 Br(z)

45



_ r0/1<tiN / \Du(§)|d§)dt

Br¢(z)
Av(By)'-1e N/p
< %T1+N(ll/l’)< / |Du(§)|pd§> .
1—? B (z)

In analoger Weise wird das zweite Integral auf der rechten Seite der Ungleichung (+)
abgeschétzt. Beachtet man, dafl B,(x) C Bs,/2(2) und B,.(y) C Bs,/2(2), so folgt

u(z) —u(y)| < cm”lN/”( / IDU(é)Ipdf) Up.

B3y /2(2)

Zum Beweis der zweiten Behauptung des Satzes setzen wir K, := supp(u). Fir ¢ > 0
wihlen wir z. € RY mit
0 < dist(z., Ky,) < e.

Nun existiert y. € K, so daB |z. — y.| = dist(z., K,,). Damit erhélt man fiir alle x € K,
|z — 2| < e+ diam(K,).

Wegen z. ¢ K, folgt nun

u(a)] = Ju(z) — u(z.)] < co(= + diam(K,) ) o ( / Du(©)Pde) v

2. Stetige Einbettungen von W;""(2)

Sei  eine offene Teilmenge von RY mit Ay (RY N Q) > 0. Sei 1 < p < N. Wir setzen
u € WyP(Q) durch Null auf RN \ Q fort:

u(z) fir f.a. z€Q,

0 fir f.a. ze€RY\Q.
Dann gilt
o€ WPRY), (Dia)(x) =0 fir f.a. 2€RY~Q (i=1,...,N)

(vgl. Ubung I1.3.1). Anwendung von Satz 1.1 auf @ ergibt
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(N—p)/pN (N=p)/pN
</|u|pN/(Np)dq;) — (/W”’N/(Np)dx)
Q

RN
N

% (R[ (Z |Diﬂ|l’dx) 1p

IN

- AN Q/éwiuopdx)l/p‘

Diese Uberlegung kann induktiv in analoger Weise fiir Funktionen aus Wj"?(€2) durch-

gefithrt werden.
Integralabschétzungen fiir den Fall p = N konnen auf den Fall eines Integrierbarkeits-

exponenten kleiner als N zuriickgefiihrt werden.
Damit erhélt man die folgenden beiden Einbettungssétze.

2.1 Satz Es gelte
o O CRYN offen,
N
o 1 <p<—.
m

Dann ezistiert eine Konstante c¢; = c¢1(m, N, p), so daf$ fir alle uw € W"P(Q) gilt:

N—mp)/pN 1/p
u e LPN/W=mp) () ( / |u]”N/(N_mp)dx) < cl< > / ID‘”ul”dw> :
Q

Q |lal=m

N
2.2 Satz (Grenzfall p = Es gelte

py
o O CRY offen, A\y(Q) < 400,
e m<N.

Dann ezistiert eine Konstante co = co(m, N), so dafs fir alle u € WOm’N/m(Q) und alle
q € [1,+oo[ gilt:

u e LI(Q),

(/\u|qu)1/q < CzQ()\N(Q))l/q< Z /\Dau|N/m)m/N.

|a|=m ¢
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Sei ) eine beschriinkte offene Teilmenge von RN, Sei N < p < +oo. Fiir u € Wy *(Q)
existiert eine Folge (@) € C°(9), so daB ¢, — u in W, ?(Q). Wir setzen ¢, durch Null
auf RY \ € fort und erhalten so eine Funktion aus C*°(R"), deren Triiger in (2 enthalten
ist. Die zweite der in Satz 1.2 formulierten Ungleichungen ergibt nun

1/p
lox — el < co<diam<ﬂ>>1-N/p( [ 1Pt~ wl>|pds) (k.1 € ).
Q

Also ist (¢r) CAUCHY-Folge in C(€2). Daher existiert ein u* € C(€2), so daB ¢ — u* in

C(Q2). Offensichtlich gilt v*(z) = u(x) fur f. a. z € Q.
Die in Satz 1.2 formulierten Ungleichungen liefern

sy |o— y|l=N/p
zAY

* o * 1/17
lu*[|c@) +  sup [u (@) — v (y)] < ¢y (1 + (diam(Q))lN/p) (/ |Du’pd:c>
Q

Das soeben bewiesene Resultat kann auf Funktionen aus Wy"?(€2) erweitert werden. Das
ergibt

2.3 Satz Es gelte

o O C RY beschrinkt und offen,

N N
hi=m— — falls m—— <1,
p p
- N
p € 0, 1] beliebig falls m — — =1,
p
N
=1 falls m — — > 1.
p

Dann existiert eine Konstante c3, wobei

N N
c3 = c3(m,N,p,Q) falls m—— <1 oder m——>1,
p

N
c3 = (m,N,u, Q) falls m—— =1,
p
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so daf fiir jedes uw € W"P(Q2) ein Reprisentant u* € u existiert, fiir den gilt:

1/p
€ COM), ooy < o X [IDapds)

la|=m ¢

3. Stetige Einbettungen von W"?(Q)

3.1 Satz Sei Q € C1.

N

1. Sei 1 < p < —. Dann ezistiert eine Konstante ¢; = ¢1(m, N,p,Q), so daf fir alle
m

u € WmP(Q) gilt:

we LPNNT(Q) | posiv-n ) < eallellwma o).

2. Sei m < N. Dann existiert fiir jedes q € [1,400| eine Konstante co = co(m,n,q,),
so dafl fiir alle w € W™N/™(Q) gilt:

u e L1(Q), H”HLq(m < CQHUHWWN/"L(Q)'

N
3. Setenp>1,p>— und
m

N N
hi=m— — falls m—— <1,
p p

N
w €10, 1] beliebig  falls m — " =1,
N
=1 falls m —— > 1.
p

Dann existiert eine Konstante c3, wobei

N N
c3 = c3(m,N,p,Q) falls m—— <1 oder m-——>1,
p p

N
c3 = (m,N,u,Q) falls m—— =1,
p

so daf$ fiir jedes u € W™P(Q) ein Reprasentant u* € u existiert, fir den gilt:

49



ut € COFQ), [ leon < callullwnae.

4. Kompakte Einbettungen
Kompakte Einbettungen von Wy (1)

4.1 Satz FEs gelte:
o O CRY offen, A\y(Q) < 400,

N
o [ <p< —.
m

Fiir jedes q mit

pN
1<g< ——
=14 N —mp

1<qg< 4 falls mp=N

falls mp < N,

qilt:
Jede beschrinkte Teilmenge von Wi (Q) ist prikompakt in L($2).

4.2 Satz FEs gelte:

o O CRYN beschrinkt, offen,
N
e p=>1,— <p<+oo.
m
Fiir jedes p mit
N N
0<pu<m-—— falls m—— <1,
p p

N
0<pu<1l falls m——2>1
p

qilt:
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Jede beschrinkte Teilmenge von WP (Q) ist prikompakt in CO*(Q).

Kompakte Einbettungen von W™?(Q)
4.3 Satz FEs gelte:
o O CRY offen, An(02) < +o0,
o 1 < qg<np.
Dann ist jede beschrinkte Teilmenge von W™P(Q) prikompakt in W™~ 14(Q).

4.4 Satz Sei Q € C%L. Dann gelten die Behauptungen der Séitze 4.1 und 4.2 fiir beschrdink-
te Teilmengen von W™P(Q) anstelle von WP (Q). ]
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Kapitel IV. Randwerte von Funktionen aus W7 (())
3. Randwert von W1?(Q)
In diesem Abschnitt sei Q C RY ein Gebiet der Klasse C°1.

3.1 Satz Seien 1 < p < N und

p(N —1)
N—p

Dann ezistiert eine Abbildung v € L(WP(Q), L1(0R)), so dafs

q= fir 1<p<N, qe€[l,+o0[ fir p=N.

(%) V() =uloa ¥V ueCHQ).

Wegen Q € CO! ist 99 eine Menge mit Ay (92) = 0. Die Abbildung
v WHP(Q) — LY(09)

ordnet jedem Element u € WHP(Q) (= Aquivalenzklasse bez. A\y) ein Element (u) €
L1(09) (= Aquivalenzklasse bez. des auf 092 definierten Oberflichenmafes) zu. Identi-

fiziert man v € C'(Q)) mit einem Element aus WP(Q), so bedeutet (x), dafl u|sn Re-
priasentant der Aquivalenzklasse v(u) ist.

3.2 Bemerkungen 1. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.1 gilt fiir jedes u € W'?(Q):

Y(wh) = (@), y(w?)=(y(u)” L i auf 0Q.

2. Sei p > N. Dann existiert fiir jedes u € WhP(Q) ein Repriisentant u* € u, der zu
CO(Q) gehort (vel. Kap. IT1, Satz 3.1/3.). Die Funktion u*|sq ist Repriisentant von v(u). m

3.3 Satz Fiir jedes p € [1,400| gilt:
WoP(Q) = {ue WH(Q) | v(u) =0 f. i. auf 0Q} 9.
3.4 Satz (dquivalente Normierung von WyP(Q)) Sei 1 < p < 400, und sei I' C Q mit

mes(I") > 0.
Dann ezistiert eine Konstante ¢y, so dafs
fiir alle w € WP(Q). ]

1/p
lullwir@) < CO{ (/ |Du|7’dx) + ‘ /v(u)ds
Q r

6)In Kap. II, Absch. 3 wird VVO1 P(Q) fiir offene Mengen Q C RY eingefiihrt.
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