Knobelblatt

Analysis I* WS 2015/2016
Viel Spafi!

Aufgabe 1

Sie wissen aus der Vorlesung, dass die harmonische Reihe divergiert. Wie sieht es aus, wenn ich
jeden Summanden % aus der Summe streiche, fiir den die natiirliche Zahl die Ziffer 9 in der
Dezimaldarstellung enthélt?

Aufgabe 2

Es sei > 7, a, eine bedingt konvergente Reihe. Zeigen Sie, dass man daraus durch Umordnung
zu jedem abgeschlossenen Intervall [a,b], —0o < a < b < 00 bzw. (—00,b] bzw. [a,00) eine Reihe
erhalten kann, deren Hiufungspunkte genau [a,b] sind. Hinweis: Zeigen Sie, dass die Menge der
Héufungspunkte so einer umgeordneten Reihe immer eine der drei Formen annimmt.

Aufgabe 3

Die Konvergenz unendlicher Produkte wird dhnlich wie fiir Reihen iiber die Konvergenz der ”Par-
tialprodukte” definiert.

(1) Beweisen Sie folgende Identitét fiir z € C, |z| < 1:
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(2) Sei (pr)nen die Folge der Primzahlen. Beweisen Sie, dass fiir s € Q, s > 1 die folgende
Behauptung gilt:
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(3) Sei eine Folge (a,, ), reeler Zahlen mit 0 < a,, < 1 gegeben, so dass Y ., a, konvergiert. Zeigen

Sie, dass dann
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ist.
(4) Zeigen Sie, dass
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Aufgabe 4
(1) Sei « ¢ Q. Zeigen Sie: Fiir jedes Paar a, b reeller Zahlen mit 0 < a < b < 1 gibt es dann ein
n € N, so dass

nx — |nz] € (a,b).

|x] ist die grofite ganze Zahl, die nicht grofier als = ist und (a, b) ist das offene Intervall.
(2) Sei x > 0. Beweisen Sie die folgende Aussage iiber Mengen:

{[msj+n;LgJ+n|n€N}:N

genau dann, wenn x irrational ist.
Zeigen Sie, dass dann jedes der Elemente genau einmal aufgezihlt wird.

Bitte wenden...



Aufgabe 5

Eine formale Laurentreihe (mit endlichen Hauptteil) ist ein Ausdruck der Form } . ant™, a, € R,
sodass es ein N € Z gibt mit a,, = 0 fiir alle n < N. Mit diesem N kann man die Reihe auch als
> s @nt™ schreiben. Beachten Sie, dass hier Konvergenz keine Rolle spielt. Insbesondere ist ¢
nur eine formale Variable. Zwei formale Laurentreihen sind gleich, wenn alle ihre Koeffizienten a,,
gleich sind.

Die Summe zweier formaler Laurentreihen erfolgt gliedweise, d.h.
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Das Produkt zweier formaler Laurentreihen ist das Cauchy-Produkt, d.h.
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Die formalen Laurentreihen lassen sich lexikographisch anordnen, d.h. fiir zwei formale Laurentrei-
hen
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genau dann, wenn es ein K € Z gibt, sodass, ax < bx und a, = b, fir alle n < K.

Zeigen Sie, dass die formalen Laurentreihen einen angeordneten Koérper bilden, der R enthélt und
in dem das archimedische Axiom nicht gilt. Was ist das multiplikative Inverse der Laurentreihe
1+1¢7



