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Aufgabe 1
(a) Seien (X, dX), (Y, dY ) metrische Räume, X sei kompakt und Y sei vollständig. Sei F ⊂ C(X,Y )
eine Familie stetiger Funktionen. Zeigen Sie die Äquivalenz der folgenden Bedingungen:
(i) Für jedes x ∈ X ist der Abschluss von {f(x) | f ∈ F} ⊂ Y in Y kompakt und für jedes x ∈ X
ist F gleichgradig stetig in x.
(ii) Der Abschluss des Bildes von F , {f(x) | x ∈ K, f ∈ F} ⊂ Y , ist kompakt und F ist gleichgradig
stetig.
(b) Geben Sie Beispiele an, die zeigen, dass im Allgemeinen aus jeder einzelnen Bedingung in (i)
nicht die entsprechende Bedingung in (ii) folgt.

Aufgabe 2
(i) Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussage: Sei Ω ⊂ R2 offen und beschränkt und f : Ω→ C
Lipschitz-stetig. Dann besitzt f eine stetige Fortsetzung auf den Abschluss Ω.
(ii) Sei nun F ⊂ Ω eine Familie stetiger Funktionen mit ‖f‖∞ +‖gradf‖∞ ≤ C <∞ für ein C > 0
und für alle f ∈ F . Hierbei bezeichne ‖.‖∞ die Supremums-Norm. Zeigen Sie, dass der Abschluss
von F in Cb(Ω,C) versehen mit der Supremums-Norm kompakt ist.

Aufgabe 3
Zeigen Sie, dass jeder kompakte metrische Raum separabel ist, d.h. eine abzählbare dichte Teil-
menge enthält.


