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Wenn nichts Anderes geschrieben steht, sind alle Aussagen zu begriinden und insbesondere aus
Aussagen der Vorlesung und den Ubungen herzuleiten.

Aufgabe 1 (4+1+1 Punkte)

(a) Zeigen Sie die folgende Behauptung aus der Vorlesung: ist 7' : R — R eine Abbildung mit
|T(x) —T(y)| = |z —y| fir alle z,y € R, so ist entweder T(x) = x + ¢ fiir ein ¢ € R und alle x € R
oder T'(x) = —x + ¢ fiir ein ¢ € R und alle z € R.

(b) Zeigen Sie weiterhin, dass es fiir zwei verschiedene Punkte A, B in einer Geometrie mit Inzidenz-
und Abstandsaxiom genau eine Koordinate ¢ : G(A, B) — R gibt, fiir die ¢(A) =0 und ¢(B) > 0
ist.

(c¢) In einer Ebene gelten Inzidenz- und Abstandsaxiom. Zeigen Sie fiir beliebige zwei Punkte A
und B der Ebene die Existenz und Eindeutigkeit des Mittelpunktes der Strecke AB.

Aufgabe 2 (2+4 Punkte)

Sei eine Ebene gegeben, die das Inzidenz- , das Abstands- sowie das Trennungsaxiom erfiillt.

(a) Zeigen Sie, dass der (endliche) Durchschnitt konvexer Teilmengen der Ebene wieder eine konvexe
Teilmenge ist.

(b) Sei n eine natiirliche Zahl, n > 1. Zeigen Sie, dass das Komplement von n Geraden die disjunkte
Vereinigung von endlich vielen konvexen Teilmengen mit der folgenden Eigenschaft ist: liegen zwei
Punkte in verschiedenen dieser Teilmengen, so schneidet die Strecke zwischen ihnen mindestens
eine der Geraden.

Hinweis: Betrachten Sie die Situationen zweier sich schneidender Geraden und dreier sich paarweise
schneidender Geraden. Das Innere des Winkels bzw. das Innere des Dreiecks sind spezielle Beispiele
solcher konvexer Teilmengen. Diese konnen nun allgemein ganz dhnlich definiert werden.

Aufgabe 3 (10 Punkte)
Wieviele Teilmengen kénnen dies bei Aufgabe 2 (b) maximal sein? Beweisen Sie Thre Aussage.

Aufgabe 4 (8 Punkte)

Finden Sie eine moglichst kleine Menge von Geraden und eine moglichst grofle endliche Menge von
Geraden in der kartesischen Ebene, so dass deren Komplement die Vereinigung von genau sechs
konvexen Mengen im Sinne von Aufgabe 2 (b) ist.

Zusatz: Gibt es fiir die Zahl dazwischen eine Menge von Geraden mit dieser Eigenschaft? Begriinden
Sie.

Hinweis: Aufgaben 3 und 4 und die Aufgaben der Riickseite sollen Ihre Intuition fiir Inzidenz und
Lageverhéltnisse schéirfen. Die Begriindung kann durch Skizzen unterstiitzt werden und Sie sollen
dann kurz erldutern, warum IThre Skizzen korrekt sind und alle Moglichkeiten erfassen.



Folgende Beispielaufgaben kénnen in den Ubungen am 30.10.-01.11. besprochen werden:

2)
b)

Was besagen das Langenaxiom und das Trennungsaxiom?

Wir betrachten die Ebene & = R? mit der Menge G der kartesischen Geraden. Zeigen Sie,
dass der folgende Abstand d das Abstandsaxiom erfiillt: fiir x = (21, 22),y = (y1,y2) € R?

d(z,y) = o1 — | + |x2 + ya-

Zeigen Sie, dass man damit dieselben Strecken erhilt. Folgern Sie das Trennungsaxiom unter
der Annahme, dass es mit der euklidischen Metrik gilt.

In einer Ebene gelten Inzidenz- und Abstandsaxiom. Begriinden Sie die Korrektheit folgender
7 Axiome der Zwischenrelation” fiir Punkte A, B, C' auf einer Geraden :

(i) Liegt B zwischen A und C, so liegt B auch zwischen C' und A.

(ii) Fir je zwel Punkte A und B gibt es einen Punkt C verschieden von B, so dass B zwischen
A und C liegt.

(i) Von drei verschiedenen Punkten A, B,C gibt es genau einen, der zwischen den beiden
anderen liegt.

In einer Ebene gelten Inzidenz- und Abstandsaxiom. Zeigen Sie, dass es durch jeden Punkt
unendlich viele Geraden gibt, die durch diesen verlaufen.

In einer Ebene gelten Inzidenz-, Abstands-, und Trennungsaxiom. Ein Streckenzug ist gegeben
durch eine endliche Folge A;, A,, ..., A, von Punkten, wobei Ay verschieden von Ay, ist. Er
heifle konvex, falls fiir alle Geraden G(Ay, Agy1) alle Ay mit £ # k, k 4+ 1 auf derselben Seite
dieser Geraden liegen. Kann sich so ein Streckenzug selbst schneiden, d.h. A;A;1NALAp11 #
() fiir ein Paar (j, k) mit j — k > 27

Ein geschlossener Streckenzug ist ein Streckenzug Ay As...A, Ay, d.h. mit A} = A, 41 (n > 3).
Schneidet sich dieser nicht selbst (ausfiler A1 = A, 11), so nennen wir ihn n—Eck. Wir nennen
das n-Eck konvex, wenn es der Streckenzug ist. Die Strecken des Streckenzugs heiflen Seiten,
die Strecken zwischen nicht benachbarten Eckpunkten heiflen Diagonalen.

(1) Zeigen Sie, dass alle Dreiecke konvex sind.

(ii) Zeigen Sie, dass Diagonalen im Viereck, dessen Seiten nicht im Inneren schneiden. Weisen
Sie durch Beispiele nach, dass dies nicht korrekt fiir Fiinfecke ist (Skizze geniigt).

(iii) Zeigen Sie, dass ein Viereck genau dann konvex ist, wenn sich die beiden Diagonalen
schneiden. Weisen Sie durch Beispiele nach, dass sich in konvexen n-Ecken im Allgemeinen
die Diagonalen nicht schneiden.

Wieviele Schnittpunkte haben die Diagonalen eines beliebigen konvexen 5-Ecks in R?? Be-
griinden Sie Thre Antworten.

Welche Anzahl von solchen Schnittpunkten kann es in einem konvexen 6-Eck maximal geben?
Erldutern Sie anhand einer Skizze, dass diese Zahl tatséchlich angenommen wird. Kénnen
Sie die Frage fiir n-Ecke und beliebiges n € N, n > 3 beantworten?



Die folgenden Aufgaben dienen der Wiederholung und beruhen auf einfachen Kenntnissen der Geo-
metrie aus der Schule:

e Formulieren Sie den Satz des Thales. Skizzieren Sie den Bewelis.

e (*) Konnen Sie eine Konstruktion mit Zirkel und Lineal der Senkrechten in einem Punkt auf
der Geraden oder des Lotes von einem Punkt auf die Gerade mit nur drei Schritten angeben (1
Schritt entspricht einem konstruierten Objekt, d.h. Gerade, Strahl, Kreis etc.)? Die Auswahl
eines Punktes (beliebig, auf einer Geraden, aus der Menge von zwei Schnittpunkten usw.)
ist kein Konstruktionsschritt. Begriinden Sie die Konstruktion. (aus der App ”Euclidea” 2.6
und 2.7)

e Was ist der In- bzw. Umkreis eines Dreiecks? Wie konstruieren Sie diese mit Zirkel und
Lineal und wie begriinden Sie die Korrektheit der Konstruktion? Notieren Sie Thr heutiges
Wissen und vergleichen Sie es zu gegebenem Zeitpunkt mit den Diskussionen dazu spéter im
Semester. Uberlegen Sie sich, wie daraus folgt, dass drei (verschiedene) Punkte entweder auf
einer Geraden liegen oder es genau einen Kreis gibt, auf dem sie liegen (vgl. Aufgabe 7 der
Rckseite von Blatt 1)



