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Wir betrachten das n-dimensionale lineare Filterproblem, das beschrieben wird durch die folgenden
SDE’s:

dX; = F@)Xidt+ C(t)dU; lineares System (1)
dZ, = G@)Xidt+ D(t)dV; lineare Beobachtung (2)

wobei F : Rf — R™" @G : RS‘ — R™" C R — R"™P sowie D : Rj — R™*" matrixwer-
tige Funktionen sind, die auf beschrinkten Intervallen [0, 7] beschrénkt sein sollen. Die Prozefie
(U, t > 0) und (V4,t > 0) seien voneinander unabhéingige p- bzw. r-dimensionale Brownsche Be-
wegungen. Weiterhin sei Xo normalverteilt und unabhéngig von U sowie V, Zy = 0 und D(¢)D(t)
sei invertierbar. R

Das Filterproblem besteht nun darin, einen Prozefl (X;,¢ > 0) zu finden, der die folgende Punkte
erfiillt:

° )?t ist G := 0(Zs, s < t)-mefBbar

e X, minimiert den L2-Abstand unter allen Zufallsvariablen Y € K(Z,t) := {Y : Q — R™;
Y € L*(P) und Y G;-mef3bar}.

Dann ist der eindeutig bestimmte Prozef}, der die obigen Bedingungen erfiillt, gegeben durch:
)?t = PIC(Z,t) (Xt) = E[Xt|gt]-

Der Prozef ()?t,t > 0) wird auch Kalman-Bucy Filter in stetiger Zeit genannt. Wir werden sehen,
dass X selber eine SDE erfiillt. Die Konstruktion gliedert sich in insgesamt 5 Schritte:

Schritt 1

Betrachte den folgenden Raum £(Z,t) := cl{Cy+ C1Zs, +-- -+ CpZ,,;Cy € R, C; € R™*™ mit
S1,..+,8, < tund n € N}, Dann gilt:

Priza)(Xt) = Pr(z.(Xi) = Xi.
Schritt 2

Wir betrachten den Innovationsprozefl (N, t > 0), der durch
t A~
Nt = Zt —/ G(S)Xsds
0

definiert ist. Es ldsst sich zeigen, dass L£(N,t) = L(Z,t) gilt und somit natiirlich auch

Xt =Prvy(Xe).

Schritt 3

Man kann zeigen, dass der folgende Prozel (R, t > 0) eine m-dimensionale Brownsche Bewegung

ist:
1

th/o (D(s)D(s)") 2 dN;.

Desweiteren gilt, dass £(N,¢) = L(R,t) und der ProzeB (X;,t > 0) die folgende Gestalt hat:

t
X, = EX, +/ 9 BX,R.]dR,.
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Schritt 4
Der Prozef}

X, = exp </t F(s)ds) X, + /Tt exp (/t F(u)du) C(s)dU,

ist eine Losung der SDE 1.
Schritt 5

Zunichst ldsst sich zeigen, dass die Matrix S(t) :==E [(Xt - )/(:t)(Xt - )/(:t)T] eine Matrix-Riccati-
Differentialgleichung erfiillt:

% — FS— SFT + SGT(DDT)'GS + CCT.

Daraus kann man schlufifolgern, dass dann der Kalman-Bucy Filter die SDE
dX, = (F — SGT(DDT)'GS) X dt + SGT(DDT)~'dZ, (3)

erfiillen muss.



