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Wichtige Begriffe

Lemma (Allgemeine 1t6-Formel)
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1 agk
2 Ox;
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Wichtige Begriffe

Ahnliche Aussagen gelten auch fiir d-dimensionale Brownsche Bewegungen
(Bt, t > 0) und (nicht zwangsweise deterministische) Funktionen
f,g:RY = R™¢:

E l(/otg(s)d&) ' (/0 f(s)st>]
o[ ([ s ([ e

E [/0 spur (g(s)Tf(s)) ds}

8| [ sorere]
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Theorem
Sei X; : Q — R eine Zufallsvariable; 0 < j < n. Dann ist

X = (X1, ..., Xn)
normalverteilt genau dann wenn
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Theorem
Annahme: Xi : Q — R" ist normalverteilt fiir alle k und X, — X in L*(Q), dh

E[HXk—an]—)O k —s o0

Dann ist X normalverteilt
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Dieser kann nicht direkt beobachtet werden, sondern nur verrauscht iiber einen
m-dimensionalen Beobachtungsprozess (Z;):>0, beschrieben durch die
stochastische Differentialgleichung

dZ: = G(t)Xedt + D(t)dV,. ()

Wir nehmen erneut an, dass die matrixwertigen Funktionen G : R — R™*"

und D : R& — R™* beschrankt sind auf beschrinkten Intervallen [0, T] und
der ProzeB (V;,t > 0) eine von U unabhangige, r-dimensionale Brownsche
Bewegung sei. Weiterhin sei Xp normalverteilt und unabhangig von U sowie V,
Zo =0 und D(t)D(t)" sei invertierbar.
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L*(Q, G¢, P). Dann wissen wir:

)?t = P’C(Z,t)(Xt) =E [Xt | gt]
K(Z,t):={Y:Q—R" Y € L*(P) und Y G -meBbar}

Der gesuchte ProzeB wird auch Kalman-Bucy-Filter in stetiger Zeit genannt.
Das Ziel dieses Vortrags ist die Berechnung einer SDE, die X; beschreibt.
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Der InnovationsprozeB

Sei £(Z, T) der im vorherigen Lemma definierte Raum. Man kann zeigen, dass
gilt:

Lemma
L(Z,T)={GCo+ [, f(t)dZ: mit Cy € R", f : [0, T]— R™™} wobei fiir die
Funktion f gelten soll: f; € L*([0, T]).

Definition

Der InnovationsprozeB ist wie folgt definiert

t
Ny = Z, — / gt(s))?tsds
0

dN; = G(t)(Xe — Xe)dt + D(t)dVs



Der InnovationsprozeB

N hat orthogonale Zuwéchse
E[N:N] = [) D(s)D7 (s)ds
L(N,t) = L(Z,1)

(Ng, t > 0) ist ein GauBscher ProzeB.

Aus diesem Lemma l&sst sich sofort schluBfolgern:

)21: =K [Xt|gt]
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Dann wissen wir, dass eine Matrix A € R™*™ existiert, so dass gilt:

1
2

A2 =ppDT — (DDT) := A ist wohldefiniert.

1
Desweiteren gilt aufgrund der Invertierbarkeit von DD, dass (DDT) 2
ebenfalls invertierbar ist und dass gilt:

((DDT)’%)2 —(DD), da ((DDT)’%)2 (DDT) = A*AX(DDT) = I,
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dRe = (DD7)"2dN; = R, = (DDT) 2 N,

Lemma
Der ProzeB (R:,t > 0) ist eine m-dimensionale Brownsche Bewegung.

Der Beweis folgt sofort aus der Darstellung
dRe = (DDT) 3G (xt - )?t) dt + (DD)"? DdV,

und dem folgendem Theorem:
Sei dY: = u(t,w)dt + v(t,w)dW; ein 1t6-ProzeB in R". Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:
m (Y, t > 0) ist eine n-dimensionale Brownsche Bewegung
m E[u(t,-)|N:] = 0 sowie w' (t,w) = I, fiir f.a. (t,w) wobei N; die von Y
erzeugte o-Algebra sei.
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Es ist offensichtlich, dass gilt:
L(R,t) = L(N, 1)

und somit wissen wir, dass der gesuchte ProzeB zum Zeitpunkt t die Projektion
von X; auf den Raum £(R, t) ist, d.h.

3\<t = pﬁ(R,t)(Xt)-

Es lasst sich sogar zeigen, dass )A(t dann die folgende Gestalt haben muss:

t
S 0
Xt = EXt + / = E[XtRs]dRs (3)
0 Os
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Nach der It6-Formel gilt fiir r < t:

d (exp (~(t — 1)F)X,)
= exp(—(t —r)F)dX: —exp(—(t — r)F)FX.dt.

Damit ist es moglich eine explizite Lésung der SDE zu berechnen, man erhilt:

dX; =
exp (—(t — r)F) (dX: — FX:dt) =
d(exp(—(t—=r)F)X:) =

exp(—(t—r)F)Xe =X, =

Xt -

FX:dt + CdU:;
exp (—(t — r)F)FX:dU;
exp (—(t — r)F)FX.dU;

/ exp (—(s — r)F)CdUs

exp (t — r)FX: + / exp (t — s)F Cdl(4)

Im Besonderem gilt fiir den Erwartungswert von X;:

E X = exp (tF) E Xo. (5)
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Man erhélt also zusammenfassend
E[X.R]] = / exp ((t — r)F)E[X.X,]drGT (DDT) 2.
0
sowie fiir die Funktion f die folgende Darstellung:

f(s,t) = exp ((t — 5)F) E[X:X:]GT(DDT) 2.

Der matrixwertige Funktion S(t) := E[)N(t)N(tT] = E[(X: — )?t)(Xt = )?t)T] erfiillt
die folgende Matrix-Riccati-Differentialgleichung:

%; — FS+SFT — SGT(DDT)™'GS5 + cCT (6)

mit der Anfangsbedingung: S(0) = E [(Xo —E Xo)(Xo — IE,XO)T].
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Wir kennen bereits die folgende Darstellung von )AQ:
. t
Xe =EX: + / f(s, t)dRs. (7)
0

Durch Ausnutzen der Q\eﬁnitionen von R; bzw. N; erhalten wir eine
Charakterisierung von X; mittels einer SDE:

t
FE Xedt + f(t, t)dR: + (/ %f(s, t)dRs) dt
0

dX;
1 t
= FEX;dt+SG(DD") 2dR. + F (/ f(s, t)dR5> dt
0

FX.dt + SGT(DDT) " 'dN,
= FXudt+ SGT(DD") " Y(dZ: — GX.dt)
= (F-SG"(DD")™'G) X.dt + SGT(DD") ' dzZ..
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Auch fiir nicht konstante Matrixfunktionen erhalt man die selben Aussagen:

Der beste Schitzer f(t eines mehrdimensionalen Filterproblems, das durch die
beiden SDE's

dX: = F(t)Xedt + C(t)dU:;

beschrieben wird, ist eine Lésung der folgenden SDE:
dX: = (F—SG"(DD") ™' G) X.dt + SG"(DD")'dZ. (8)

mit dem Startwert Xo = E Xo.
Die in 8 auftauchende Matrixfunktion ist desweiteren eine Lésung der
Matrix-Riccati-Differentialgleichung

dS

G =5+ SFT —SG"(DD")'GS 4 cCT

mit der Anfangsbedingung: S(0) = E [(Xo —E Xo)(Xo — IEXO)T] .
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Wir betrachten nun das folgende Modell, welches den Bevdlkerungszuwachs in
einem Land darstellen soll. Wir nehmen an, dass die Bevélkerung aufgrund von
beispielsweise Seuchen bzw. neuer Krebsmedikamente nicht konstant wachse.

Desweiteren sei die beobachtete Bevélkerungszahl ebenfalls gestort. Wir haben
also die folgenden SDE's:

dX: = rXidt + midU; r, my = const
dZ: = Xidt+ mdV, my = const
Es ergibt sich fiir die Riccati-Differentialgleichung:

ds s 2
Ezer—FS—le

Eine Losung der obigen Differentialgleichung ist gegeben durch:

2
S(t) == 2rm3 (1 + Kexp (—2rt)) "' + mit mit K := 2Vr;2 -1,
o

d.h. der gesuchte Schatzer muss die SDE
dX; = (r - 52> Xedt + %dzf
mj mj

erfiillen.
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Wenn wir versuchen das vorige Beispiel numerisch zu 16sen, so erhalt man fiir
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