Seminarvortraq: Zeitumkehr und Ergodensatz

1.9 Zeitumkehr

Theorem 1.9.1:
Sei P eine irreduzible stochastische Matrix und besitze eine invariante Verteilung Tt.
Sei (X,,)o<n<n Markov(m, P)und Y, := Xy_, Vn < N

Dann gilt: (Y,)o<n<n ist Markov(, P), wobei P= (D) definiert ist durch

T Pji = T Pj; Vij
und P ist irreduzibel mit invarianter Verteilung Tt.

Definitionen:
1) Eine solche Kette (Y,)o<n<n heilt dann Zeitumkehr von (X,,)o<n<n

2) Sei P irreduzibel und (X, )n>o Markov(t, P). Dann heif3t (X,,),>o reversibel, falls:
VN = 1 ist (XN-n) g<p<y €PENfalls Markov(t, P).

3) Eine stochastische Matrix P und eine Verteilung A sind in detaillierter Balance,
falls:

A pji = 4 pj; Vij

Lemma 1.9.2:
Wenn P und A in detaillierter Balance sind, dann ist A invariant fur P.

Theorem 1.9.3:
Sei P irreduzibel, A eine Verteilung und (X,,),,>0 Markov(4, P).

Dann sind aquivalent:
(@) (Xp)n>p ist reversibel
(b) P und A sind in detaillierter Balance



1.10 Ergodensatz

Einschub: Starkes Gesetz der groRen Zahlen:
Seien (Y, )n>1 i--d., nicht negativ und E[Y;] = p.

Dann:
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Definition:
Sei (X,)n>o €ine Markov-Kette. Dann bezeichne V;(n) die Haufigkeit, mit der (X )
vor dem n-ten Schritt den Zustand i erreicht, d.h.:
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Bemerkung: ist dann also die proportionale Zeit, welche die Markov-Kette in

den ersten n Schritten im Zustand i verbringt.

Theorem 1.10 (Ergodensatz von Birkhoff):
Sei P irreduzibel, A eine Verteilung und (X,,),>0 Markov(4, P).
Dann:
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AuRerdem gilt fur P rekurrent, f: I - R beschrankt und (;);.; invariante
Verteilung von (X)) :
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