
Theorem 1.9.1:  

Sei P eine irreduzible stochastische Matrix und besitze 

eine invariante Verteilung π.  

Sei (Xn)0≤n≤N Markov(π, P) und Yn ≔ XN−n  ∀𝑛 ≤ 𝑁 

Dann gilt: (Yn)0≤n≤N  ist Markov(π, P ), wobei P = ( p ij ) 

definiert ist durch 

   (ӿ) πj  p ji = πi  pij           ∀ 𝑖, 𝑗  

und P  ist irreduzibel mit invarianter Verteilung π. 

 

 

 

Lemma 1.9.2:  

Wenn P und 𝜆 in detaillierter Balance sind, dann ist 𝜆 

invariant für P. 

 

 

 

Theorem 1.9.3:  

Sei P eine irreduzible stochastische Matrix, 𝜆 eine 

Verteilung und (Xn)n≥0 Markov(𝜆, P). 

Dann sind äquivalent:  

(a) (Xn)n≥0 ist reversibel 

  (b) P und 𝜆 sind in detaillierter Balance 

 



(Wdh) Starkes Gesetz der großen Zahlen: 

 

Seien (Yn)n≥1 i.i.d., nicht negativ und mit Erwartungswert 

 E Yi = μ. 

Dann: 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

  
1

𝑛
 Yi

n

i=1

=  μ    ℙ − f. s. 

 

 

 

 

 

Theorem 1.10: Sei P irreduzibel, 𝜆 eine Verteilung und 

(Xn)n≥0 Markov(𝜆, P). 

Dann: 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

 
Vi(n)

𝑛
=  

1

Ei[Ti]
    ℙ − f. s. 

 
Außerdem gilt für P rekurrent,  𝑓: 𝐼 →  ℝ   beschränkt 

und (πi)𝑖𝜖𝐼  invariante Verteilung von (Xn) : 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞
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𝑛
 f Xk 
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= f  ≔   πi  f i 

iϵI

    ℙ − f. s. 


