Kalman-Bucy-Filter

Vortrag im Rahmen des Seminars Markovprozesse
(Bernhardt)

Definition Abzihlbare Familien (X,), (a,) R*-ZV und (Y,), (b,) R¥-ZV
auf (2, F,P); abzihlbare Familien (A,) aus R*xR? und (B,) aus RFxR%;
mit:

Xn+1 = An+1Xn + ant1 fUT n € Ny

Yn+1 = BnJranJrl + bn+1 f’l:i?" n e NO7
wobei  Xo, (an), (by) unabhingig; Xo ~ N wund a, ~ N(0,Var(a)) und
b ~ N(0,Var(b)); Var(b) invertierbar.
Obige Definitionen werden zusammengefasst in Filter(A, B, X,Y, a,b)(2, F,P).
Das Berechnen von P[X,|(Y;)"](w) fir P-fa we Q heifit Filterproblem.

E[X, (YO |(w) heifst Schitzung und Var[X,|(Y:),](w) heifst Gite der
Schitzung fir w € Q (falls existent, wird sich auch als dieses herausstellen).

Lemma 1 Z; (S;,S;)-ZV(Q, F,P) fiir i € {0,1} unabhingig; f >0 S1®So-
messbar; dann gilt fir P-fa w € Q :

E[f(Z1,20)| Zo)(w) = E[f(Z1, Zo(w))].

Lemma 2 X,Y R RF-ZV(Q, F,P); (X,Y) normalverteilt; Var(Y) in-
vertierbar; dann gilt fir P-fa we Q :

PIX|Y](w) = N(X(w), V),

wobes
X = E[X|Y] = E[X]+Cov(X,Y) -Var'(Y)- (Y — E[Y]) P-fs
V = Var(X-X) = Var(X)—Cov(X,Y)-Var'(Y)-Cov(Y, X).

Lemma 3 X,Y, ZR?-, RF-, RI—AZVA(Q,F, P); (X,Y,Z) normalverteilt;
Var(Y), Var(Z) invertierbar; X,V wie in Lemma 2; dann gilt fir P-fa
weN:

PX|Y, Z)(w) = N(X(w), V),
wobei
X+ Cov(X,Z) - Var'(Y) - (Z — E[Z))

= V-Cw(X,2) Var*(Z) - Cov(Z,X).

<5 b
I



Satz (Kalman-Bucy-Filter) Filter(A,B,X,Y,a,b)(Q, F,P); dann gilt fir
P-foa weQ:

PLX | (Yi)izg)(w) = N (X (w), Vi),
wobei X,,, Vi, rekursiv gegeben sind durch:
Xo = E[Xo], Vo=Var(Xo), Hpi1=An1VuAL | +Var(a),
schreibe statt A,iq1 A, statt Bn,i1 B, statt H,y1 H,
Xn1 = AX,+HBT . (BHBT +Var(d))" - (Yps1 — BAX,)

Voei = H —HBY - (BHB” +Var(b))" - BH.



