Lan Dao Thi Handout

MCMC: KONVERGENZRATEN

1. Erinnerung:

Satz 1: (Eindeutigkeit der stationdren Verteilung und Konvergenz in Gleichgewicht)

Sei (X, )ren eine irreduzible und aperiodische Markovkette mit Zustandsraum S =
{s1,...,sk}, (k x k)-Ubergangsmatrix P = (pij>ij65 und Gleichgewichtsverteilung m =
(y, ..., )T, Dann gilt:

1. die Markovkette besitzt eine eindeutig bestimmte stationdre Verteilung m =

(7T1,...,7Tk)T.
2. pl.(jk) — mj firk — ooV i,j €S.

Das heifit, die k-te Potenz der Ubergangsmatrix P* = (pi(jk)) konvergiert
i,jes

T

komponentenweise gegen die ( k x k)- Matrix < 5T> flirk — oo,
T

2. Abschatzung der Konvergenzgeschwindigkeit mittels Eigenwerten

Definition 2: (primitive Matrix)
Eine stochastische Matrix heift primitiv, wenn es ein k € N existiert, so dass P* > 0 ist.

Theorem 3: ( Perron-Frobenius Theorem)
Sei P eine nicht-negative, primitive ( k x k)- Matrix mit den Eigenwerten A4, ...,A;, mit
|A1] = -+ = |A4|. Dann gilt:

3. Der Eigenwert A ist reellwertig und positiv,
4. 4 >N vi=2, ..k,
T
5. die rechten bzw. linken (zu A, gehérenden) Eigenvektoren v, = (1711' v, Vg k) bzw.
T
u = (ull, v, Ug k) kénnen so gewdhlt werden, dass alle Eintrdge positiv sind und
T _ .
uivy = 1ist.



Korollar 4:

Sei (X)) xen €ine Markovkette mit Zustandsraum S = {sy, ..., s}, (k x k)-Ubergangsmatrix
P= (pii)ijes und Gleichgewichtsverteilung m = (1y, ...,m;)". P habe die Eigenwerte
M, v Ay mit Ay =+ = |A|, v; und u; seien der rechte bzw. linke k-dimensionale
Eigenvektor zum Eigenwert A;. Dann gilt:

L }\1 = 1,V1 = (1, ...,1)Tundul =TI.
° |?\1|<1V1=2,,k

Satz 5: (Konvergenzabschatzung)
Sei (Xy)ren eine irreduzible, aperiodische Markovkette mit endlichem Zustandsraum

S ={s1,..,s}, (k x k)-Ubergangsmatrix P = (pij)ijeS und Gleichgewichtsverteilung
m= (nl,...,nk)T. Man nehme an, alle Eigenwerte A4,...,A, von P seien voneinander
verschieden und |1;| > |A;| = -+ = ||, dann gilt:

() —m| = 0(I1,|*) fiiralle i,j €S, k €N.

Definition 6: (Totalvariationsabstand)

Seien a = (aq, ...,a;) und B = (B, ..., Bi) zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf der
Menge S = {sy, ..., Si }. Der Totalvariationsabstand zwischen a und f3 ist:

dry(@ ) =331 |a; = Bil.

Satz 7: (Konvergenz von Gibbs Sampler fir zufallige g-Farbung)

Essei G = (V,E) ein Graph mit n = |V| Knoten, so dass jeder Knoten héchstens d Nachbarn
hat. Sei € > 0 und q > 2d? (q aus dem obigen Beispiel) gegeben. Dann ist die Anzahl der
Iterationen, die der systematische Gibbs Sampler benétigt, um innerhalb der e-Umgebung
von m in Totalvariation zu sein (d.h. dTV(u(k), 7'[) <¢, wobei u®) die Verteilung der
Markovkette zum Zeitpunkt k ist ), héchstens

log n+log (s~ 1)—log d

S

+ 1).



