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1 Begriffe

1.1 kanonischer Raum stetiger Prozesse

Wir setzen C? := C[0,00)% := Menge aller stetigen Funktionen von [0, c0) nach R?.
Auf C¢ definieren wir den Prozess (z4);>0 durch x;(w) = w(t) und bezeichnen mit
(3B¢) die von () erzeugte Filtration mit B¢ = B9 .

Definition 1 Eine Abbildung i : [0,00)x C? — R nennen wir ein progressiv messbares
Funktional, wenn fiir jedes t > 0 die Einschrinkung von p auf [0,t] x C¢ messbar ist
beziiglich (B([0,t]) ® B¢, B(R)).

Beispiel: eine Borel-messbare Abbildung u : [0,00) x R? — R wird mit fi(t,c) =
wu(t, c(t)) zu einem progressiv messbaren Funktional.

Definition 2 Es sei T eine Stoppzeit beziiglich der Filtration (8¢). Die Kollektion
aller Mengen A € B¢ mit der Figenschaft AN{T < t} € B¢ fiir jedes t > 0 bildet
eine o-Algebra, die wir mit B4 beziechnen.

B4 heifit die o -Algebra der bis T beobachtbaren Ereignisse. Ist zum Beispiel T'(w) = ¢
fiir alle w, so ist B4 = BY.

Lemma 1 Es gilt B% = o(x(t AT);0 < t < 00). Insbesondere bildet die Kollektion €
aller Zylindermengen der Form {w € C%; (w(ty AT),...,w(t, AT)) € B}, B € B(R")
mat rationalen Randpunkten einen abzahlbaren, N-stabilen Erzeuger von %%.

Fiir t > 0 definieren wir die Shift-Operatoren 8; : C% — C? durch (6,w)(s) = w(s+t).

Definition 3 Eine Familie (PY;y € R%) von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (C?,B%)
hat die starke Markoveigenschaft, wenn gilt:



(a) fir jedes A € B ist die Abbildung y — PY(A) universell messbar;
(b) PY(zo =y) =1 fiir alle y € R%;
(c) fiir jedes y € R, A € B¢ und jede (B)-Stoppzeit S gilt:

PY(05 AIBE) (w) = PS)(A), PY-fa. w auf {S < oo}

1.2 das Martingalproblem

Es seien b;, 0455 1 <i < d, 1 < j <r progressiv messbare Funktionale von [0, 00) x C?
nach R. Mit a bezeichnen wir die d x d-Matrix oo”. Fiir f € C?>(R?) und w € C?
setzen wir

o (1,0) = 015 (1.0)0:05 F((8)) + bilt, )0 ((2),

wobei wir die Einsteinsche Summenkonvention anwenden. Auf C? definieren wir fiir
f € C%*(R%) den Prozess M/ durch

M (@) = F(w(®) — F(w(0)) — / o (s, w)ds.

Die Filtration (9B¢) ist im Allgemeinen nicht vollstéindig, erfiillt also nicht die iiblichen
Bedingungen. Daher definieren wir fiir ein gegebenes Wahrscheinlichkeitsmafl P auf

(C?,984) die Filtration (&¢) durch
& = [ a(BLUN).
s>t
wobei N = {4 C C?: es gibt ein N € B¢ mit A C N und P(N) = 0}.
Definition 4 Ein Wahrscheinlichkeitsmafs P auf (C?4,8%), unter dem fiir jedes f €
C2(RY) der Prozess (M], &%) ein stetiges, lokales Martingal ist, nennen wir eine
Lésung des lokalen Martingalproblems fir (a,b).
Definition 5 Ein Wahrscheinlichkeitsmaf P auf (C4,B4), unter dem fiir jedes f €
C2(RY) der Prozess (M, B%) ein stetiges Martingal ist, nennen wir eine Lésung des
Martingalproblems fir (a,b).
Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmaf} p auf (R?, B(R?)) betrachten wir die folgenden drei

Bedingungen:

(A) Es existiert eine schwache Losung der stochastischen Differentialgleichung dX; =

b(t, X)dt + o(t, X)dB; mit der Anfangsverteilung p.

(B) Es existiert eine Losung des lokalen Martingalproblems (a,b) mit Anfangsvertei-
lung .

(C) Es existiert eine Losung des Martingalproblems (a,b) mit Anfangsverteilung .

Satz 1 (A) und (B) sind dquivalent und implizieren (C). Wenn die Koeffizienten b
und o die Form b(t,c) = b(c(t)), o(t,c) = o(c(t)) haben und dariber hinaus auf
kompakten Teilmengen von R? beschrinkt sind, dann ist auch (C) dquivalent zu (A).



1.3 Martingale in stetiger Zeit

Definition 6 Es sei X = (X, 5t)i>0 ein stochastischer Prozess auf (2, §, P). Wenn
eine monoton wachsende Folge (T,,) von Stoppzeiten mit P(lim, oo Ty = 00) = 1
existiert, so dass die Prozesse (Xynt,,81)i>0 jeweils Martingale sind, dann nennen
wir X ein lokales Martingal.

Der néchste Satz ist eine Version des Optional Sampling Theorems.

Satz 2 Es sei (X, 8t)t>0 ein rechtsstetiges Martingal und S,T Stoppzeiten beziglich
(F:) mit S <T. Unter der Annahme, dass T beschrinkt ist, gilt dann P-fast sicher:

E(X7|§s) = Xs

1.4 regulare bedingte Verteilung

Definition 7 Es sei (Q,§, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und & C § eine o-Alge-
bra. Eine Abbildung Q : Q x § — [0,1] ist eine reguldre bedingte Verteilung fir §
gegeben &, wenn gilt:

o fiir jedes w € Q ist Q(w,®) ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (2, F),
o fiir jedes A € §F ist die Abbildung w — Q(w, A) eine B-messbare Zufallsvariable,
o fiir jedes A € § gilt P-fast sicher: Q(w,A) = P(A|®)(w).

Satz 3 Angenommen ) ist ein polnischer Raum, ausgestattet mit der o-Algebra B(Q)
der Borelmengen und einer Unter-o-Algebra & C B(Q), und P ist ein Wahrschein-
lichkeitsmafs auf (£2,B(Q)). Dann existiert eine requldre bedingte Verteilung fir B ()
gegeben & und sie ist eindeutig bestimmdt.

Lemma 2 In der Situation von Definition 7 gilt fir eine §-messbare Zufallsvariable
X:

E(X|&)(w /X (w,dp), P-fa. w.

Insbesondere ist die rechte Seite stets &-messbar.

1.5 Filtrationen

Eine Filtration (§;) auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, §, P) heifit rechtsstetig,
wenn fiir alle ¢t > 0 gilt:

S =3
s>t

und sie heifit vollstandig, wenn §p alle Teilmengen von P-Nullmengen aus § enthlt.
Wenn (F;) vollstandig und rechtsstetig ist, dann sagen wir, (§;) erfiillt die {iblichen
Bedingungen.



