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Definition 1 (Funktionale SDE)

Fiir progessiv-messbare Funktionale b;(t,xz),0;(t,z) 1 <i<d, 1 <j<r

von Ry x C[0,00)¢ nach R ist die funktionale stochastische Differentialgleichung gegeben
durch

mit W = {W;;0 <t < oo} einer r-dimensionale Brownsche Bewegung.

Definition 2 (Schwache Lisung einer funktionalen SDE)
FEine schwache Ldsung der funktionalen SDE (1) ist das Tripel (X, W), (Q,F,P),{F},
falls

(Q, F,P) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Fi} ist eine Filtration von F, die
die tiblichen Bedingungen ("usual conditions”) erfiltt.

X ist ein stetiger, an {F; Y-adaptierter, R*-wertiger Prozess und W eine r-dimensionale
Brownsche Bewegung bzgl {F;}
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und X erfullt P-f.s die Integralgleichung
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Definition 3 (Ldsung des lokalen Martingalproblems)
Ein Wahrscheinlichkeitsmaff P auf (C[0, 00)¢, B(C[0,0)%)) unter dem

M] = f(u(t) — F(u(0)) - /0 (Af)(g)ds 0<t < oo

ein stetiges, lokales Martingal bzgl. {Fi} ist fiir jedes f € C*(RY), heift Losung des lokalen
Martingal Problems zu Aj, bzw zu (a,b).
Wobei der funktionale Differentialoperator zu b(t,x) und o(t,x) gegeben ist durch
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mit f € C2(RY) und fiir y € C[0, 00)?



1 Aquivalenz des lokalen Martingalproblems zur
”schwachen”-Formulierung

Theorem 1 (Teil 1)
Sei (X, W),(Q, F,P),{F:} schwache Lisung von (1) mit bi(t,x),0:;(t,z) 1 <i<d,
1 < j < r progessiv-messbare Funktionale. Die Diffusionsmatriz a(t,y) sei gegeben durch
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Dann lost PX die Verteilung von X das lokale Martingalproblem zu (a, b)

Theorem 2 (Teil 2)

Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (C[0, 00)?, B(C[0,00)%)) unter dem Mtf ein stetiges,
lokales Martingal ist, also auch fir f(x) = z; und f(z) = xxp; 1 < i,k < d.
Dann existiert eine r-dimensionale Brownsche Bewegung W bzgl {.7:}} auf (Q
Erweiterung von (C[0,00)%, B(C[0,00)%),P), so dass (X = y,W),(Q,F,P
schwache Losung von (1) ist.
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Korollar 1 (Ezistenz)

Die Ezistenz einer Losung P vom lokalen Martingalproblem bzgl (a,b) ist dquivalent zur
Ezistenz einer schwachen Losung (X, W), (Q, F,P),{F;} der stochastischen Differential-
gleichung (1). Der Zusammenhang ist gegeben durch P = PX1.

Korollar 2 (FEindeutigkeit)

Die Eindeutigkeit der Lésung P des lokalen Martingalproblems bzgl (a,b) und mit einer
gegebenen Anfangsverteilung p ist dquivalent zur Findeutigkeit in Verteilung der Lésung
von (1).

Theorem 3 (Martingal Reprdisentations Theorem)

Sei M = {M, = (Mt(l), ey Mt(d))} ein d-dimensionaler Prozess auf (2, F,P) mit

Mt e Meloe fiir 1 < i < d. Sei die quadratische Variation (M', M*),(w) absolut stetig in
t fir P fast allew fir1 <i4,j5 <d.

Dann existiert eine Erweiterung (0, F,P) von (Q,F,P) auf dem eine d-dimensionale
Brownsche Bewegung W = {W, = (Wt(l),..., t(d))} adaptiert an F; existiert und eine
Matriz X = {(Xt(i’k))gkzl} messbarer und an F; adaptierter Prozess mit der Eigenschaft:

t
P[/(Xéi’k))2d5<oo}:1; 1<ik<d; 0<t<o
0

so dass die folgenden P-f.s Reprasentationen gelten
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