Inhalt

Schwache Losungen von SDEs und das lokale
Martingalproblem

Christin Strampe

February 16, 2011

o F = = DA
Christin Strampe () SDEs und das lokale Martingalproblem



Motivation
Schwache Ldsungen

Das lokale Martingalproblem

Existenz und Eindeutigkeit

o F = = DA
Christin Strampe () SDEs und das lokale Martingalproblem

Aquivalenz des lokalen Martingalproblems zur "schwachen”-Formulierung



Motivation

Motivation

DA

DEs und das lokale Martingalproblem



SDE

Betrachte die stochastische Differentialgleichung:

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th

wobei W = {W;;0 <t < co} eine r-dimensionale Brownsche Bewegung,
b : Ry x RT — R mit (t,2) ~ b;(t,z) fiir 1 <i<d und oij : Ry % R? — R mit
(t,x) = o04;(t,z) fir 1 <i <d,1 <j <r Borel-messbare Funktionen.
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SDE

Betrachte die stochastische Differentialgleichung:

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th

wobei W = {W;;0 <t < co} eine r-dimensionale Brownsche Bewegung,
b : Ry x RT — R mit (t,2) ~ b;(t,z) fiir 1 <i<d und oij : Ry % R? — R mit
(t,z) = 0y;(t,x) fir 1 <i<d,1 <j <r Borel-messbare Funktionen.

> b(t, X;) Drift-Vektor

> o(t, X;) Dispersions-Matrix

» a(t,z) = o(t,x)ol (t,z) (eine d x d-Matrix) Diffusionsmatrix
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Funktionale SDE

Definition
Fiir progessiv-messbare Funktionale b;(t,x), 05 (t,z) 1 <i<d,1<j<r

von Ry x C[0,00)¢ nach R ist die funktionale stochastische Differentialgleichung
gegeben durch

dX; = b(t, X)dt + o(t, X)dW; (1)

Mit W = {W;;0 < t < oo} eine r-dimensionale Brownsche Bewegung.
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Funktionale SDE

Definition
Fiir progessiv-messbare Funktionale b;(t,x), 05 (t,z) 1 <i<d,1<j<r
von Ry x C[0,00)¢ nach R ist die funktionale stochastische Differentialgleichung
gegeben durch
dX: = b(t, X)dt + o(t, X)dW, (1)

Mit W = {W;;0 < t < oo} eine r-dimensionale Brownsche Bewegung.

Bemerkung

Eine Abbildung 1 : [0,00) x C[0,00)% — R nennen wir ein progressiv messbares
Funktional, wenn fiir jedes t > 0 die Einschrinkung von u auf [0,t] x C[0, 00)¢
messbar ist beziiglich (B([0,t]) ® B:, B(R)).
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Losungen

Schwache Ldsungen
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Definition

Eine schwache Losung der funktionalen SDE (1) ist das Tripel
(X’ W)a (97]:’ P), {]:t}, falls
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Schwache Lésungen

Definition
Eine schwache Losung der funktionalen SDE (1) ist das Tripel
(X’ W)a (97]:’ P), {]:t}, falls

> (Q,F,P) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum und {F;} ist eine Filtration von F,
die die iiblichen Bedingungen (" usual conditions”) erfiillt.
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Schwache Lésungen

Definition
Eine schwache Ldsung der funktionalen SDE (1) ist das Tripel
(X’ W)a (97]:’ P), {]:t}, falls

> (Q,F,P) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum und {F;} ist eine Filtration von F,
die die iiblichen Bedingungen (" usual conditions”) erfiillt.

» X ist ein stetiger, an {F;}-adaptierter, R%-wertiger Prozess und W eine
r-dimensionale Brownsche Bewegung bzgl {F;}
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Schwache Lésungen

Definition
Eine schwache Ldsung der funktionalen SDE (1) ist das Tripel
(X’ W)a (97]:’ P), {]:t}, falls

> (Q,F,P) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum und {F;} ist eine Filtration von F,
die die iiblichen Bedingungen (" usual conditions”) erfiillt.

» X ist ein stetiger, an {F;}-adaptierter, R%-wertiger Prozess und W eine
r-dimensionale Brownsche Bewegung bzgl {F;}

> P(fot |bi(s,X)|ds—|—fgai2j(s,X)ds<oo) =1firl<:<d,1<j<r,
0<t<

Christin Strampe () SDEs und das lokale Martingalproblem February 16, 2011 7/ 24



Schwache Lésungen

Definition
Eine schwache Ldsung der funktionalen SDE (1) ist das Tripel
(X7 W)a (97]:’ P), {]:t}, falls

> (Q,F,P) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum und {F;} ist eine Filtration von F,
die die iiblichen Bedingungen (" usual conditions”) erfiillt.

» X ist ein stetiger, an {F;}-adaptierter, R%-wertiger Prozess und W eine
r-dimensionale Brownsche Bewegung bzgl {F;}

> P (fot |bi(s,X)|ds—|—f(fai2j(s,X)ds < oo) =1firl<:<d,1<j<r,
0<t<
» und X erfiillt P-f.s die Integralgleichung

t t
Xt:Xo—i—/ b(s,X)ds+/ (s, X)dWs 0<t< o0
0 0
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Beispiel 1
Betrachte die eindimensionale SDE mit Startwert Xy = 0:

wobei sgn =19 00) — 1(~o0,0)-

dXt = Sgn(Xt)th

o F = £ DA
Christin Strampe () SDEs und das lokale Martingalproblem
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Beispiel 1
Konstruktion einer schwachen Losung:
=} = = E APRN G4



Beispiel 1

Konstruktion einer schwachen Losung:

> (X;)i>0 eine eindimensionale Brownsche Bewegung auf (Q, F,P) und
{F}=0(Xs:0<s<%)
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Beispiel 1

Konstruktion einer schwachen Losung:

> (X;)i>0 eine eindimensionale Brownsche Bewegung auf (Q, F,P) und
{F}=0(Xs:0<s<%)
> Brauchen: Brownsche Bewegung (W;):>0: Setze

t
Wtz/ sgn(Xs)dX, 0<t< oo
0
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Beispiel 1

Konstruktion einer schwachen Losung:
> (Xi)i>0 eine eindimensionale Brownsche Bewegung auf (2, F,P) und

{F}=0(Xs:0<s<%)
> Brauchen: Brownsche Bewegung (W;):>0: Setze
t
Wy = / sgn(Xs)dX, 0<t< oo
0

= (W3)e>0 ein stetiges Martingal bzgl {F;}, da sgn(x) beschrankt mit

W, = [ Gon(xtas= [ as =1
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Beispiel 1

Konstruktion einer schwachen Losung:
> (Xi)i>0 eine eindimensionale Brownsche Bewegung auf (2, F,P) und

{F}=0(Xs:0<s<%)
> Brauchen: Brownsche Bewegung (W;):>0: Setze
t
Wy = / sgn(Xs)dX, 0<t< oo
0
= (W3)e>0 ein stetiges Martingal bzgl {F;}, da sgn(x) beschrankt mit

W, = [ Gon(xtas= [ as =1

= (Wi)i>0 ist Brownsche Bewegung nach Levy-Charakterisierung.
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Beispiel 1

Konstruktion einer schwachen Losung:

> (Xi)i>0 eine eindimensionale Brownsche Bewegung auf (2, F,P) und
{F}=0(Xs:0<s<%)
> Brauchen: Brownsche Bewegung (W;):>0: Setze

t
Wy = / sgn(Xs)dX, 0<t< oo
0
= (W3)e>0 ein stetiges Martingal bzgl {F;}, da sgn(x) beschrankt mit

W, = [ Gon(xtas= [ as =1

= (Wi)i>0 ist Brownsche Bewegung nach Levy-Charakterisierung.
> (X, W), (R, F,P),{F:} eine schwache Ldsung von (2)
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Eindeutigkeit?
In welchem Sinne?
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Eindeutigkeit?
In welchem Sinne?
z.B.(—X, W), (Q, F,P),{F:} ist auch eine schwache Ldsung von (2)
o F = = DA



Eindeutigkeit?

In welchem Sinne?

zB.(—X, W), (Q, F,P),{F:} ist auch eine schwache L3sung von (2)
Definition

Eine SDE heiBt eindeutig in Verteilung |osbar, falls fiir je zwei Losungen
(X7W)a (97]:’ P)a {]:t} und (Xa W)v (97]:7 P)a {]:t} gllt
X, X die gleiche Verteilung haben und fiir die Anfangsverteilung gilt:

P(Xo € A) =P(X, € A) VA€ B(R?)
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Das lokale Martingalproblem

Das lokale Martingalproblem

o F = = DA
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Vorbemerkungen
> bi(t,x),ai(t,2) 1<i<d1<j<r
von Ry x C[0,00)¢ nach R progressiv-messbare Funktionale
=} = = E APRN G4



Das lokale Martingalproblem

Vorbemerkungen

> bi(t,7),ai(tx) 1<i<d1<j<r
von Ry x C[0,00)¢ nach R progressiv-messbare Funktionale

» kanonischer Raum stetiger Prozesse (C[0, 00)4, B(C[0,00)%))

Christin Strampe () SDEs und das lokale Martingalproblem February 16, 2011 12 /24



Das lokale Martingalproblem

Vorbemerkungen

> bi(t,7),ai(tx) 1<i<d1<j<r
von Ry x C[0,00)¢ nach R progressiv-messbare Funktionale

» kanonischer Raum stetiger Prozesse (C[0, 00)4, B(C[0,00)%))
» Der funktionale Differentialoperator zu b und a = oo’ ist gegeben durch

d d 5
AN =5 DYty LD +_Zb I <t <o

=1 k=1

mit f € C?(R?) und fiir y € C[0, 00)?¢
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Das lokale Martingalproblem

Definition
Ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf (C[0, c0)?, B(C[0,00)?)) unter dem

MY = f(y(1) - Fw(0)) - / (A f))ds 0<t< oo 3)

ein stetiges, lokales Martingal bzgl. F; ist fiir jedes f € C?(R?), heiBt Lésung des
lokalen Martingal Problems zu {A}}, bzw zu (a,b).
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Das lokale Martingalproblem

Definition
Ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf (C[0, 00)4, B(C[0, 00)?)) unter dem

MY = f(y(1) - Fw(0)) - / (A f))ds 0<t< oo 3)

ein stetiges, lokales Martingal bzgl. F; ist fiir jedes f € C?(R?), heiBt Lésung des
lokalen Martingal Problems zu {A}}, bzw zu (a,b).

Bemerkung
Die Filtration {F,} ist eine Erweiterung der kanonischen Filtration {B;}, wobei

B, = B:(C[0,00)%) = o(2(s5);0 < s < 1)

{F:} geniigt den "liblichen Bedingungen '
die P Nullmengen und ist recht stetig.

(usual conditions), also enthalt {F;}
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Beispiel 2

(Wi)i>0 eine eindimensionale Brownsche Bewegung und f € C%(R).
Nach der Ito-Formel fur Brownsche Bewegungen gilt dann
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Beispiel 2

(Wi)i>0 eine eindimensionale Brownsche Bewegung und f € C%(R).
Nach der Ito-Formel fur Brownsche Bewegungen gilt dann

fVy) = f(Wo) /f $)dWs + - /f"
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Beispiel 2

(Wi)i>0 eine eindimensionale Brownsche Bewegung und f € C%(R).
Nach der Ito-Formel fur Brownsche Bewegungen gilt dann

W) = £(Wo) /f dW+/f”

t 1 t
= [ ravaaw. = sov) - W) - 5 [ 1w s
0 0

stet. lok. Martingal
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Beispiel 2

(Wy)e>0 eine eindimensionale Brownsche Bewegung und f € C?(R).
Nach der Ito-Formel fur Brownsche Bewegungen gilt dann

W) = £(Wo) /f dW+/f”

t 1 t
= [ ravaaw. = sov) - W) - 5 [ 1w s
0 0

stet. lok. Martingal

Also 16st (W;);>0, bzw P, das lokale Martingalproblem zu (a, b) mit
b=0,a=1

Christin Strampe () SDEs und das lokale Martingalproblem February 16, 2011 14 /24



Aquivalenz des lokalen Martingalproblems zur "schwachen”-Formulierung
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Aquivalenz des lokalen Martingalproblems zur "schwachen”-Formulierung

Schwache Losung lost lokales Martingalproblem

Theorem

Sei (X, W), (9, F,P),{F:} schwache Lésung von (1) mit b;(t,x),0;(t,x)
1<i<d,1<j<r progessiv-messbare Funktionale. Die Diffusionsmatrix a(t,y)
sei gegeben durch

aix(t,y) ZO’U (t,y)or;(t,y) 0<t< ooy € C[0,00)?
Jj=1

Dann Iost PX die Verteilung von X das lokale Martingalproblem bzgl (a,b).
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Aquiva\enz des lokalen Martingalproblems zur ”schwachen”-Formulierung

Zu zeigen: Fiir f € C?(RY) ist folgender Prozess ein stetiges lokales Martingal:

M = F(X) — F(Xo) - / (ALf)(X)ds 0<t < oo

o = = = Do
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Aquivalenz des lokalen Martingalproblems zur "schwachen”-Formulierung

Beweis:

Zu zeigen: Fiir f € C?(RY) ist folgender Prozess ein stetiges lokales Martingal:

M = F(X) — F(Xo) - / (ALf)(X)ds 0<t < oo

Ito-Formel fiir Ito-Prozesse auf (X;) angewandt ergibt:

2
s = g0+ [ 2exoaxcd [ pocat),
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Aquivalenz des lokalen Martingalproblems zur "schwachen”-Formulierung

Beweis:

Zu zeigen: Fiir f € C?(RY) ist folgender Prozess ein stetiges lokales Martingal:

M = F(X) — F(Xo) - / (ALf)(X)ds 0<t < oo

Ito-Formel fiir Ito-Prozesse auf (X;) angewandt ergibt:

82
f(Xo) )dX X
s = g0+ [ 2exoaxcd [ pocat),
Da dX; = b(t, X)dt + o(t, X)dW; erfiillt ist, gilt fiir die quadratische Variation

a4 (XD X0 = au(t.y)dt = Y it y)ow; ¢ y)de

Jj=1
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Aquivalenz des lokalen Martingalproblems zur "schwachen”-Formulierung
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Beweis:

Zu zeigen: Fiir f € C?(RY) ist folgender Prozess ein stetiges lokales Martingal:

t
Mf = X0 - (X0 - [ (AN (XKo)ds 0t <o
0
Ito-Formel fiir Ito-Prozesse auf (X;) angewandt ergibt:

t 3 t 82
£00) = 160 + [ xax.+ g [ o5

Da dX;, = b(t, X)dt + o(t, X )dW; erfiillt ist, gilt fiir die quadratische Variation

(Xs)d (X)

S

a4 (XD X0 = au(t.y)dt = Y it y)ow; ¢ y)de

j=1

(X)) = F(X, >+ii / 15, X)L F(X )W D5 + / (L) (X)ds
t) — 0 0 17\°» 6x s 0 s

i=1 j=1

=m/

17 / 24



Aquivalenz des lokalen Martingalproblems zur ”schwachen”-Formulierung

Fortsetzung Beweis:

P (f(f a?j(s,X)ds < oo) = 1 ist eine Bedingung der schwachen Ldsung, damit
gilt fiir folgende lokalisierender Stoppzeitenfolge

t
T —inf{t > 0: | X.| > k oder / 0% (s, X)ds > k fir (i,5)}
0
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Aquivalenz des lokalen Martingalproblems zur "schwachen”-Formulierung

Fortsetzung Beweis:

P (f(f a?j(s,X)ds < oo) = 1 ist eine Bedingung der schwachen Ldsung, damit
gilt fiir folgende lokalisierender Stoppzeitenfolge

t
T —inf{t > 0: | X.| > k oder / 0% (s, X)ds > k fir (i,5)}
0

lim 7, = oo
n—oo
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Aquivalenz des lokalen Martingalproblems zur "schwachen”-Formulierung

Fortsetzung Beweis:

P (fg a?j(s,X)ds < oo) = 1 ist eine Bedingung der schwachen Ldsung, damit
gilt fiir folgende lokalisierender Stoppzeitenfolge

t
T —inf{t > 0: | X.| > k oder / 0% (s, X)ds > k fir (i,5)}
0

lim 7, = oo
n—oo

= Mtfmk t > 0 ist ein Martingal
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Aquivalenz des lokalen Martingalproblems zur "schwachen”-Formulierung

Fortsetzung Beweis:

P (fg a?j(s,X)ds < oo) = 1 ist eine Bedingung der schwachen Ldsung, damit
gilt fiir folgende lokalisierender Stoppzeitenfolge

t
T —inf{t > 0: | X.| > k oder / 0% (s, X)ds > k fir (i,5)}
0

lim 7, = oo
n—oo

= Mthrk t > 0 ist ein Martingal
= Mtf ein stetiges lokales Martingal.
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Aquivalenz des lokalen Martingalproblems zur "schwachen”-Formulierung

Losung des lok. MP induziert schwache Losung

Theorem

Sei P ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (C[0, 00)?, B(C|[0, 00)%)) unter dem M/ ein
stetiges, lokales Martingal ist, also auch fiir f(x) = z; und

flx) =z 1 < i,k < d.

Dann existiert eine r-dimensionale Brownsche Bewegung W bzgl {.7:}} auf

(Q, F,P) einer Erweiterung von (C[0,00)%, B(C[0,00)?),P), so dass

(X =y, W), (2, F,P),{F:} eine schwache Lésung von (1) ist.
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Aquivalenz des lokalen Martingalproblems zur "schwachen”-Formulierung

Theorem: Martingale Representation Theorem

Sei M = {M; = (Mt(l), ...,Mt(d))} ein d-dimensionaler, {F}-adaptierter Prozess
auf (Q, F,P) mit M* € M®!°¢ fiir 1 <14 < d. Sei die quadratische Variation
(M?, M*);(w) absolut stetig in t fiir P fast alle w fiir 1 < 4,5 < d.

Dann existiert eine Erweiterung (€, F,P) von (Q, F,P) auf dem eine
d-dimensionale Brownsche Bewegung W = {WW; = (Wt(l), Wt(d))} adaptiert an

F; existiert und eine Matrix p = {(p(t ))Z x—1 ) messbarer und an F; adaptierter
Prozesse mit der Eigenschaft:

¢
P{/(pik(s))2ds<oo}1; 1<i,k<d; 0<t<oo
0

so dass die folgenden P-f.s Reprisentationen gelten

d t
:Z/ pik(s)dW ) 1<i<d; 0<t<oo
d
(M, M), Z/ pire(s)pin(s 1<ij<d 0<t<oo
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Aquivalenz des lokalen Martingalproblems zur "schwachen”-Formulierung

Levy-Charakterisierung

Sei X ein stetiger, F;-adaptierter, R%-wertiger Prozess mit
> Mt(k) = Xt(k) — Xék) 0 <t < oo ein stetiges, lokales Martingal bzgl F;
- (M), =

firl <k <d.
Dann ist X eine d-dimensionale Brownsche Bewegung.
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Existenz und Eindeutigkeit

Existenz und Eindeutigkeit

o F = = DA
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Wichtige Folgerungen und Anwendung des eben bewiesenen Theorems:

Korollar 1

Die Existenz einer Losung P vom lokalen Martingalproblem mit (a, b) ist
aquivalent zur Existenz einer schwachen Lésung (X, W), (Q, F,P), {F;} der

stochastischen Differentialgleichung (1). Der Zusammenhang ist gegeben durch
P=PoX !

Korollar 2

Die Eindeutigkeit der Losung P des lokalen Martingalproblems mit (a,b) und mit
einer gegebenen Anfangsverteilung p ist aquivalent zur Eindeutigkeit in Verteilung
der Lésung von (1).
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Existenz und Eindeutigkeit

Vielen Dank fiir Eure Aufmerksamkeit!

o F = = DA
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