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Sei I eine abzihlbare Menge.

1. @Q-MATRIZEN UND IHRE EXPONENTIALE

Definition 1.1. [@Q-Matrix nach [1], S.60] Q = (gij)ijer heifst Q-Matriz, wenn
Viel
i) 0< —gi < o0
ii) gi; >0 firi#j,j€l
i) >, 05y = 0.
Satz 1.1. [Zusammenhang zwischen Q-Matrix und stochastischer Matrix, s. [1],

Theorem 2.1.2] Q ist Q-Matriz < P(t) = exp(t - Q) ist fiir alle t > 0 eine stochas-
tische Matrix.

2. ZEITSTETIGE STOCHASTISCHE PROZESSE

Definition 2.1. [Zeitstetiger stochastischer Prozess, nach [1], S.67] Familie von
ZVen Xy : Q — I, t € [0,00), heifit zeitstetiger stochastischer Prozess mit Werten
in I. Schreibweise: (Xt)i>o0
Definition 2.2. [nach [1], S.69]

e Sprungzeit: J,, n € Ny, mit Jy =0 und

Jppr=if{t > J, : Xy #X;,} Yn>1
o Sprungkette: (Y, )n>0 mit Y, = X,
o Verweildauer: S, n € N, mit
g _ Jn — Jn—1 wenn J,_1 < 00
" 00 sonst

3. POI1SSON-PROZESSE

Definition 3.1. [Poisson-Prozess, nach [1], S.73/74] Ny-wertiger, rechtsstetiger
Prozess (Xi)i>0 heifft Poisson-Prozess der Intensitit A, 0 < A < 0o, wenn

i) S, “Exp()), n €N,

ii) die Sprungkette (Yy,)n>o0 ist gegeben durch Y, = X; =n.
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Satz 3.1. [Markov-Eigenschaft, s. [1], Theorem 2.4.1] (X;);>0 Poisson-Prozess der
Intensitit . Fir jedes s > 0: (Xs4i — Xs)i>0 ist Poisson-Prozess der Intensitdt A
und unabhdngig von (X,)r<s.
Beweis.
o Sei (X;);>0 ein Poisson-Prozess der Intensitidt A und s > 0. Dann gilt X, =4
fiir eini >0 und wir definieren X; =X — X
e Jy:=0,J,:= i_‘_n—sfﬁrnzl:on =0und X; =nfirn>1.
e Sein>0undt € (Jn, Jns1) = (Jixn—5, Jiyn+1—s). Dann folgt X; = X5 .
e Schliefllich betrachten wir noch die Verweildauern. Es ist
Si=Jig1—s5=8Sis1— (s — i)
und S, = i+n fir n > 2. Aus der Gedéchtnislosigkeit der Exponentialver-
teilung und S, i Exp()) folgt, dass S, £ Exp()) fiir n > 2.
(X¢)i>0 ist also ein Poisson-Prozess der Intensitdt A und unabhéngig von
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Satz 3.2. [Aquivalente Beschreibungen von Poisson-Prozessen, s. [1], Theorem
2.4.3] (X¢)i>0 wachsender, rechtsstetiger No-wertiger Poisson-Prozess der Inten-
sitdt A, 0 < XA < oo, der in 0 startet. Dann sind dquivalent:

a) (Sprungzeiten-/Verweildauerdefinition) i) und i) der Definition 3.1 gelten,
b) (Infinitesimaldefinition) (X;);>0 hat unabhingige Inkremente und fir kleine
h >0 gilt

P[Xt-‘rh_Xt :0] :1—Ah+0(h),
PXith — Xie =1l =X h+o(h).
¢) (Definition mit Hilfe von Ubergangswahrscheinlichkeiten) (Xt)i>o hat sta-
tiondre und unabhdngige Inkremente und X; ~ Poisson(\-t) fir alle t > 0.
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