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1)

Gegeben sei ein Finanzmarkt bestehend aus einer risikofreien Anlage und zwei Ak-
tien. Die risikofreie Anlage habe einen Zinssatz von 0.4, d.h. 7° = 1 und S° = 1.4
Der Aktienpreis heute sei 7 = (7!, 7%) = (2,4). Fiir die mogliche Kursentwicklung
der Aktien gelte S(w;) = (2,4) and S(w2) = (5,7), wobei beide Szenarien mit der-
selben Wahrscheinlichkeit eintreten. Man zeige, dass das Modell nicht arbitragefrei
ist, indem man eine Handelsstrategie £ angibt, die zur Arbitrage fithrt. Finden Sie
einen alternativen Vektor m von Aktienpreisen, mit dem der Markt arbitragefrei ist.

Sei C' eine nichtleere, konvexe und abgeschlossene Menge in R™.
Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

i) Es gibt ein n € R” mit inf{n- X : x € C} > 0.
i) 0¢C

Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) sei P* < P ein absolutstetiges Wahr-
scheinlichkeitsmaffund Z eine reelle Zuvallsvariable.

i) Zeigen Sie: Dann sind folgende drei Aussagen dquivalent

E*[X] = E[ZX] V Zufallsvariablen X > 0, (1)
[A] = E[Z14] VA€ F, (2)
P*[A] = E[Z1,] VA eines N-stabilen Generators G von F, mit Q2 € G, (3)

und ein solches 7 ist P-f.s. eindeutig bestimmt, nichtnegativ und P-integrierbar
(Z € L'(P)). Wir schreiben dann dP*/dP fiir Z.

ii) Zeigen Sie: Aquivalenz P* ~ P gilt genau dann wenn Z > 0 P-fs., und in
jenem Falle gilt dP/dP* =1/Z.

Wir betrachten das folgende Finanzmarktmodell mit Zinsrate r > —1,
.o iy 1
Q:{w y W }7 p:P({w })25
und einem risikobehafteten Wertpapier mit Anfangswerten 7! = 100 und Wertent-

wicklung S'(wh) =120, S*(w™) = 90. Ferner sei C' := (S' — K)* eine Call-Option
auf S! mit Ausiibungspreis K = 100.



i) Fiir welche Werte von r ist das Modell arbitragefrei? Bestimmen Sie das risi-
koneutrale Mal P*, also den Wert p* := P*({w™}).

ii) Finden Sie eine Absicherungsstrategie & = (£9,&£!) fiir den Call, d.h. bestimmen
Sie €%, ¢! € R, so dass
C=¢1+r) +¢'s

Zeigen Sie, dass die fiir die Absicherungsstrategie notige Anfangsinvestition mit

dem risikoneutralen Preis E* [%} iibereinstimmt.

iii) Zeigen Sie, dass es fiir r # % in diesem Modell Arbitragemdoglichkeiten gibt,

falls man den Call zur Zeit t = 0 zu einem Preis handeln kann, welcher als
Erwartungswert F [T%] unter dem urspriinglichen Mafl berechnet. Finden Sie
eine Arbitragestrategie mit & - # = 0, deren Gewinn zur Zeit t = 1 gleich

E{lir]_E* L(jr]

(1+47)

ist.
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1) Losen Sie Aufgabe 1.4.4 (a) aus der Referenz Follmer/Schied (z.B. Ed. 3 oder 4).

2) In einem arbitragefreien Markt mit riskolosem Zinssatz r konnen drei Call-Optionen
C’;au, j =1,2,3, auf dasselbe Wertpapier mit verschiedenen Ausiibungspreisen K; <
Ky und K3 = AK; + (1 — A) K3 mit 0 < A < 1 gehandelt werden. Zeigen Sie:

(L +7)(m(CP) = m(C5™)) < (K> — K1) (1)

Ar(C) + (1= N (C5™) > m(C5™) (2)
3) Auf (Q,F, P) sei ein Finanzmarkt gegeben mit 7° = 1,7' > 0, bestehend aus
einem risikolosen Sparbuch mit S° = 1 + r und einer Aktie S = S* mit S =
mlexp (6W — m), fiir Parameter o > 0,m € R, wobei W ~ N(0,1) sei. Bestimmen
Sie die Arbitragepreisschranken 7,¢(C) und mg,,(C') fir

eine Call-Option C' = (S — K)" mit Ausiibungspreis K > 0. (3)
Ist das Marktmodell vollstandig?

4) i) Sei f eine nichtnegative endliche konvexe Funktion auf [0,00) und C' = f(V)
ein Derivat auf ein nichtnegatives Auszahlungsprofil V' € V in einem arbitra-
gefreien Modell 7, S) mit Zinsrate r > 0. Man beweise die folgenden Arbitra-
geschranken fiir die Preise von C"

ii) Welche allgemeine Abschétzungen erhalten Sie hieraus fiir die Arbitragepreis-
schranken einer Call-Option C°! = (S — K)*? Sind diese Abschitzungen
scharf?

LOnline-Zugang gemé&B Informationsblatt



5*) Welche Implikationen zwischen den folgenden Aussagen gelten im Ein-Perioden Mo-
dell (7, S) der Vorlesung mit Zinssatz r? Beweisen Sie jeweils die Implikation oder

finden Sie ein Gegenbespiel.

i) Es gibt keine Arbitragemdoglichkeit.

ii) Fiir jede Strategie £ = (gf,gl,...,gd) € R*! gilt: Ist € - S > 0 P-fs. und
P[¢-S>0]>0,dann ist £ -7 > 0.

iii) Fiir jede Strategie £ = (€9, 5}, e D) e R gilt: Ist €7 < 0und -5 > 0 P-
fs.,,dannist £-7=0und -5 =0 P-fs..

iv) Fiir Y = 15—:7‘ — 7t (i=1,...,d) und jedes & = (&%,...,&%) € RY gilt: Aus
Y >0 P-fs. folgt £-Y =0 P-fs..

v) Es gibt kein £ € R mit £-7<0,£-5 >0 P-f.s. und P[€-S >0

vi) Es gibt kein £ € R mit £-7=0, -5 >0 P-fs. und P[¢-S > 0] > 0.

>0

vii) Es gibt kein £ € R mit ¢ -7 <0, -8 P-fs..

Y

(this version: 2.11.16)
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1) Unter den vielen Kunden eines grofien Fufiballwettenunternehmens seien 40% Fans
des FC Bayern Miinchen (FCB), 40% Fans des BVB, 10% Herta BSC Fans (HBSC)
und 10% Fans anderer Teams der Bundesliga. Das Wettunternehmen bietet vier
Wetten an: ,,Deutscher Meister wird das Team i“ fiir die Teams ¢ € {1,2,3,4} =
{FCB, BV B,HBSC,andere} mit Quoten x; : y; (x;,y; > 0); d.h. fiir den Einsatz
£ € R auf Team i erhiilt der Wettende ﬁi%, falls Team ¢ Meister wird. Alle Fans
wetten den gleichen Einsatz von 10€ in jeweils einer der vier Wetten, wobei sie als
wahre Fans unabhéngig von der Quote darauf wetten, dass Thr Team Meister wird.
Das Wettbiiro glaubt, dass Team ¢ mit Wahrscheinlichkeit p; Meister wird, wobei
p1 = 0.6, po = 0.2 und p3 = 0.1.

i) Formulieren Sie dies als Marktmodell (7, S) aus vier Wetten und einem risiko-
losen Fansparbuch. Der Zins sei » = 0.

ii) Wie miisste das Wettbiiro die Quoten setzen, damit fiir jede Wette die erwar-
teten diskontierten Gewinne gleich Null sind?

iii) Bestimmen Sie die Wettquoten so, dass die Wahrscheinlichkeit fiir das
Wettbiiro, einen Verlust zu machen, minimal wird.

iv) Angenommen, es kann? auch noch ein Spekulant mitwetten, welcher seine
Einsétze von ohne fuflballerische Expertise oder Sympathie plaziert sondern
rein gewinnorientiert ist. Jener kann dabei auch (mit Quote y; : z;) jeweils dar-
auf setzen, dass das Team i nicht Meister wird. Fiir welche Wettquoten aus iii)
wird das Verlustrisiko fiir das Wettbiiro gegeniiber dem Spekulanten minimal?

v) Fiir welche Quoten wie aus iii) existieren Wahrscheinlichkeitsmafle P* ~ P
derart, dass IP* risikoneutrales Maf fiir (7, S) ist?

Ist der Markt vollstéandig? Ist der Markt nicht-redundant?

2nachdem die Wettquoten bekanntgegeben worden sind



2)

Sei Q = {1,2,...} und sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl mit P[i] > 0 fiir alle ¢ € N.
Sei 7 = S% = 1. Fiir jedes i € N gebe es eine Aktie mit 7° = 1 und

A 0 fallsw =1,
S'(w)y=1 2 fallsw=1i+1,
1 sonst.

Zeigen Sie, dass der Markt arbitragefrei ist fiir alle Strategien ¢ = (£°,¢) mit
> e €] < 0o und dass es trotzdem kein Martingalmafl gibt.

Auf (Q, F, P) sei ein Finanzmarkt gegeben, bestehend aus einem risikolosen Spar-
buch 7% = S° = 1 und einer Aktie S = S! mit S = nltexp (6W — m), mit Parame-
tern 0 > 0,m € R, wobei W ~ A(0,1) sei. Die Verteilung von R := S/7" heisst
Lognormalverteilung; Wir schreiben R ~ log N'(—m, 0?).

i) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsdichte fr von R und berechnen Sie die
Momente E[RP], p > 0.

ii) Sei g die strikt positive Dichtefunktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf
R, . Zeigen Sie: Es gibt ein dquivalentes Mal P* ~ P unter welchem R die
Dichtefunktion g hat.

iii) In welcher Beziehung muss m zu o stehen, damit P ein dquivalentes Martin-
galmaf} ist? Welche Bedingung muss die Dichtefunktion ¢ erfiillen, damit P*
ein dquivalentes Martingalmafl ist?

Zeigen Sie: In einem arbitragefreien Marktmodell gilt fiir die Arbitragepreisgrenzen
eines Contingent Claims C

wt(C) = inf E* d Tap(C) = sup E'
Tur(C) = L B'(777) und mop(C) = sup EX(=2

),

d.h. die Menge der dquivalenten Martingalmafie P kann durch die Menge der abso-
lutstetigen Martingalmafle P ersetzt werden.

(this version: 15.11.16)
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i) Zeigen Sie, dass d mit d(X,Y) = E(|]X — Y| A 1) eine Metrik auf L°(Q, F,P)
definiert, jedoch ||-|| ;= d(+,0) keine Norm ist.

ii) Beweisen Sie, dass diese Metrik die Topologie der Konvergenz in Wahrschein-
lichkeit in L°(Q, F,P) induziert.

Sei X,, eine Folge in L°(Q, F,P; RY) mit liminf | X,,| < oo.
n—oo

i) Zeigen Sie, dass es i.A. keine Teilfolge n, — oo gibt, sodass (X, )ken fast sicher

konvergiert.

ii) Zeigen Sie, dass es ein X € L°(Q, F,P;R%) und eine strikt wachsende Folge
(0mm) N-wertiger F-messbarer Zufallsgrofien gibt, sodass

k

Xomw) = X(w) fiir P-fast alle w € €.

In einer Aufgabe der vorigen Serie wurde gezeigt, dass es in dem dortigen Modell
mit abzéhlbar unendlich vielen Assets keine Arbitragemoglichkeiten gibt, dass aber
auch kein risikoneutrales Mafl P* &~ P existiert. Zeigen Sie hierzu weiter:

Es existieren Portfolios der Form &, = (£0,&L ... €M), (n = 1,2,...) mit

St imt =0und V"= 3" (€S > —c fiir ein ¢ € Ry, das nicht von n abhéngt,
so dass V" P-stochastisch (sogar P-fast sicher) gegen eine Zufallsvariable V*° kon-
vergiert, wobei gilt:

Ve >0 P-fast sicher, P[V> > 0] > 0.
In diesem Sinne gibt es also eine “asymptotische Arbitragemoglichkeit”.

Zeigen Sie im gleichen Kontext wie dem der vorigen Aufgabestellung:

Existiert fiir ein Modell mit abzéahlbar vielen Wertpapieren ein risikoneutrales Maf3
P* ~ P, so gibt es auch keine asymptotischen Arbitragemoglichkeiten.

(this version: 15.11.16)
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1) Zeigen Sie: Fiir eine Handelsstrategie ¢ sind die folgenden Bedingungen dquivalent

i) £ ist selbstfinanzierend.
11) gt'thgt-f—l'Xt furt:]_,,T—]_
i) Vi =Vo+ Gy =8& - Xo+ 3y &( Xy — Xpy) fiir alle ¢.

2) Zusétzlich zu den in der Vorlesung eingefiihrten Bezeichnungen V' und G fiir den
Wertprozefy bzw. den Gewinnprozef8 aus einer Anlagestrategie ¢ (fithren wir noch
den Kostenprozefs

Cy:=Vi—G, (t=0,....,7)

ein. Zeigen Sie:

i) Firt =1,...,T gibt C; in der Tat die in den Perioden 0, . .., t—1 aufgelaufenen
(abdiskontierten) Kosten an. Wie ist Cj zu interpretieren?

ii) Die Strategie ¢ ist genau dann selbstfinanzierend, wenn ihr Kostenprozef kon-
stant ist, d.h. falls C;, = Cy P-fast sicher fiir t =0,...,7T.

3) Sei ein Finanzmarkt mit zwei Wertpapieren gegeben, deren Preise durch den an
(Fi)o<i<r adaptierten ProzeB S = (S, S})o<;<r modelliert werden.

i) Welche der folgenden Prozesse sind previsibel (d.h. vorhersehbar) bzw. im All-
gemeinen nicht previsibel?

a) = ([{S}>55})1§t§T-
b) (ft)lgth mit & =0, & = ]{5371>S)5172} fur t > 2.
¢) &€= (Ualpsngy )1<t<r mit A € Fpy, ng € {0,...,T}.
d) &€= (I{sp>s1 y)1<e<r
ii) Sei S° = 1. Konstruieren Sie fiir die previsiblen Prozee { aus i) eine selbstfi-
nanzierende Strategie & mit Vy = 1.

Interpretieren Sie die risikolose Anlage S° als Bankkonto und die riskante An-
lage St als Aktie und beschreiben Sie kurz die jeweiligen Strategien in Worten.



4) Auf (Q, F, P) sei ein Finanzmarkt gegeben, bestehend aus einem risikolosen Spar-
buch 7% = S° = 1 und einer Aktie S = S mit S = 7' exp (XW — m), mit Pa-
rametern ¥ > 0,m € R, wobei W ~ N(0,1) sei. Die Verteilung von S heisst
Lognormalverteilung; Wir schreiben S ~ log N'(—m, $?).

i) Seim = m(X) so gewihlt, dass P ein dquivalenten MartingalmaS8 ist. Berechnen
Sie eine explizite Formel fiir den arbitragefreien Preis

einer Call-Option C' = (S — K)* mit Ausiibungskurs K.
ii) Welche Limites liefert diese Formel fiir ¥ 1 oo bzw. 3 | 07

iii) (*) Implementieren Sie Ihre Formel (z.B. in Mathematica, R oder Phyton) und
generieren Sie den Graphen der Funktion R, x (0,1] 3 (7!, T) + 7% (7!, ¥ =
o+/T) fiir Volatilititsparameter o > 0 (z.B. fiir 0 = 0.3, K = 7 = 100). Welche
Eigenschaften hat diese Funktion?

(this version: 15.11.16)
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In einem arbitragefreien Mehrperioden-Modell sei C' € LY (Fr) ein replizierbarer
Contingent Claim, d.h. es gibt eine selbstfinanzierende Strategie &, deren Wertpro-
zess V zur Filligkeit T den Wert Vy = H := C'/S9 hat.

i) Zeigen Sie: Ein solcher Wertprozess ist eindeutig bestimmt, d.h. sind V' und
V' entsprechende Wertprozesse, so gilt V, = V/ (f:s.) fiir jedes t = 0,...,T.
Finden Sie eine Formel zur Berechnung von V; , ¢t < T

ii) Seien d < T und S* > 0 Vi. Zeigen Sie, dass
d
= (Sp/89) [ [(57/5¢
7j=1

replizierbar ist und berechnen Sie das entsprechende V.
Seien Q = {—1,+1} = {w=(y1,...,yr) |y € {~1,41}, 1 <i<T}, F =29,
iw) =y, und F; =0 (Yy,...,Y,) firt =1,..., T, mit P({w}) > 0 fir alle w € Q.

Wir betrachten einen Mehrperioden-Modell mit einem riskanten Asset, dessen dis-
kontierte Kursentwicklung X = X! = S§'/5Y von der folgenden Form sei:

t
Xt:XOQXp<Z(UkYk+mk)>> tzl,...,T,

k=1
mit einer Konstanten Xy > 0 und previsiblen Prozessen o; > 0 und m;, t =1,...T.

i) Zeigen Sie: Das Modell ist arbitragefrei genau dann, wenn gilt 0 < |m,| <
O¢ (t:1,7T>

ii) Zeigen Sie, dass es dann genau ein Martingalmafl P* fiir den Prozess X gibt.

iii) (*) Beweisen Sie, dass dann die Y;, ¢ = 1,...,T, auch unabhéngig unter P*
sind, falls ¢ +— m; und ¢t — o deterministisch sind (insbesondere also, falls
o = o, my = m fir geeignete Konstanten o € (0,00),m € R).



3) Wir betrachten weiter das Modell aus der vorigen Aufgabe, wobei (o¢), (m,) derart
seien, dass das Modell arbitragefrei ist.

Beweisen Sie direkt mit Hilfe der bindren Struktur des Modells, dass jedes P*-
Martingal (M;)i=o...r von der Form

.....

t
My =M+ Y &(Xp—Xe),  t=1,...,T

k=1
ist, wobei der Prozess
My — My
ék Xk _ Xk;—l ’ ) )

previsibel ist.

4) Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) seien die Zufallsvariablen Z;, t =
1...T, unabhingig und identisch N (0, 1)-verteilt, und sei F; = 0 (Zy,...,7Z;) (t =
1,...,T). Wir betrachten einen Markt mit einem riskanten Wertpapier S = S! mit
der Preisentwicklung

t
So =1, S; = exp <UZZk+mt> Jgt=1...T,
k=1

fiir o > 0,m € R, und einer risikofreien Anlage B = S° mit
Bi=¢€" t=0...T, reR.
Xy = %’; ,t =0...T, bezeichne den diskontierten Preisprozess.

i) Bestimmen Sie § € R derart, dass das Mafl P* mit der Dichte

dP* T 1
= Z — =BT
dP €xp <5 ; k 25 )

ein dquivalentes Martingalmafl ist, welches die Unabhéngigkeit der Z;, k =
1,...,T, erhélt.

ii) Ist das hier betrachtete Modell vollstandig?

(this version: 12.12.16)
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Sei Q ein zu P absolutstetiges Wahrscheinlichkeitsmafl auf einem filtrierten Wahr-
scheinlichkeitsraum (92, F, (F;)_y, P). Sei Z die Radon-Nikodym Dichte von Q
beziiglich P. Sei Z; die Radon-Nikodym Dichte von Q|z, beziiglich P|z fiir die
Einschrénkungen von von Q bzw. P auf F;. Diesen Prozess (Z;) nennt man Dichte-
prozess von Q bzgl. P, fiir die Filtration (F;)7_.

Beweisen Sie:

0) Z,=Ep[Z|F),0<t<T.

ii) Ein adaptierter Prozess (X;) ist genau dann ein Q-Martingal, falls der Prozess
(Z,;X};) ein P-Martingal ist.

iii) Q[Z; > 0] = 1 und der inverse Dichteprozess (1/Z;)L, ist ein Q-Martingal.
Falls Q dquivalent zu P ist, so ist (1/Z;)L_, der Dichteprozess von P bzgl. Q.

Sei P* € P ein dquivalentes Martingalmafl eines Mehrperioden-Modelles auf einem
filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, (Ft)o<t<r, P) mit E* <§10—) < oo fiir das
- T

Numeraire S > 0. Sei N; := SYE* (%‘}}) ein Zero-Coupon-Bond (Nullkoupon-
T

Anleihe) und C' ein Contingent Claim mit Félligkeit 7', dessen Forward-Preis Fi r €

LY(F;) zur Zeit t < T durch die Gleichung

E* <C — Ft’T|ft) =0

S

gegeben sei. Zeigen Sie:

i) Das durch dz;iv L= SUE (11 759y definierte Mafl P*) ist ein dquivalentes Mar-

tingalmaf beziiglich des Numeraires N fiir den erweiterten Markt (S, N).
ii) Der Forward-Preis F} r ist gegeben durch Fi p = E<N(C|F,).



3) Sei (Q, F, (Ft)o<t<r,P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, » > 0, 01,092 > 0,
Ss, 52 > 0, I die 2 x 2-Einheitsmatrix und (By, Wi)i1<p<r i.i.d. N(0, Iy)-verteilt
unter P* ~ P. Weiterhin sei Fy = {0,Q} und F; := o(W4,..., Wy, By,..., By),
1 <t < T. Wir betrachten das folgende Mehr-Perioden-Modell S = (59, S*, 5?) mit

St o= (1+r)

¢

1

S} = Sjexp <01 ;(Bk — 5@)) S?

t

1
St = Spexp <02 > (pBi+ 1 - W, — 502)> Sy
k=1

fiir 0 <t < T. Zeigen Sie nun:

i) P*ist in P, d.h. P* ist ein dquivalentes Martingalmafl beziiglich des Numeraires
S9.

ii) Fiir das O-te bzw. das 2-ten Wertpapier sind die Quotienten von zukiinftigen
zu heutigen Preisen, diskontiert beziiglich des Numeraires S!,

S/Sh | Si/s
S0/ S6/5%
unter dem MartingalmaBl dP" := i—%dﬂ”* Lognormal-verteilt, und bestimmen
0

Sie die Parameter jener Lognormalverteilungen.

4) Berechnen Sie mithilfe eines Numerairewechsels im Rahmen der vorigen Aufgabe
1_q2\+
(SngT)

den arbitragefreien Preis E* ( > einer Austausch-Option.

(this version: 12.12.16)
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Sei Q = {wy, wo, w3, wy}, F =22 und P({w;}) > 0 fiir i = 1,...,4. Wir betrachten
einen Finanzmarkt mit 7" = 2 Perioden und 1 + d = 2 Assets, einem risikolosen
Asset mit Preis S) = 1,5Y = 1,59 = 3/2 und einem riskanten Asset (Aktie) mit
Preisentwicklung S = S! der Form

S() = 5, Sl(wl) = 51(6«)2> = 8, S1<w3) = Sl(W4) = 4, (1)
So(wy) =15, So(we) =9, Sa(ws) =75, Sa(ws) =3. (2)

Die Filtration (F;)i—12 sei von S = (S°,9) erzeugt, d.h. F; = o(S; : 0 < k < #).
Wir betrachten einen (europischen) Contingent Claim mit Auszahlungsprofil

C= (K - min(So, Sl> SQ))+ mit K = 5.

i) Geben Sie F; (t =0, 1,2) explizit an.

ii) Berechnen Sie ein #quivalentes Martingalmal P* € P. Ist das Modell
vollstandig?

iii) Bestimmen Sie den Wertprozess V einer replizierenden Strategie ¢ fiir C.

iv) Berechnen Sie den arbitragefreien Preis fiir C' zur Zeit ¢ = 0 sowie die Absi-
cherungsstrategie &; fiir die erste Periode (0, 1].

Sie werfen wiederholt einen fairen Wiirfel. Nach jedem Wurf kénnen Sie wiéhlen,
ob Sie die zuletzt geworfene Zahl als Betrag in Euro ausgezahlt bekommen oder
weiterwiirfeln. Die Anzahl Threr Wiirfe ist dabei auf maximal n = 5 beschrankt.
Formulieren Sie dies als optimales Stoppproblem. Bestimmen Sie diejenige Stopp-
zeit, welche die erwartete Auszahlung maximiert, und berechnen Sie letztere. Wie
grof} miisste n sein, damit Sie nach dem ersten Wurf entscheiden weiterzuwdiirfeln,
falls Sie dann nicht bereits eine Sechs haben?

Wir betrachten ein arbitragefreies Mehrperioden-Modell, bestehend aus einem wach-
sendem monotonen Bankkonto SP = B; und einem riskanten Wertpapier S; so-
wie einer amerikanischen und europiische Call Option CS% und CS<4 auf S; mit
Ausiibungspreis K und Félligkeit T'. Zeigen Sie, dass die arbitragefreien Preise von
CCall und CY zu jedem Zeitpunkt iibereinstimmen. Geben Sie explizit eine opti-
male Ausiibungszeit 7 an, welche E*[H,] fiir P* € P maximiert.

(Hinweis: Sie kénnen zur Losung zudem annehmen, dass der Markt vollstandig ist.

Die Aussage gilt jedoch allgemein.)



4) Wir betrachten ein Finanzmarktmodell mit Zinssatz » = 0 und einer Aktie. Thr
Preisprozess S sowie das Auszahlungsprofil einer amerikanischen Option C' sei ge-
geben durch

/"52:970224‘
:4‘\

N[Si=4 G =0)
N(S2=3,C=0 |

A8 =8,C

So=5,Co=1] 1S5 =6,Cy=1 |

Dabei seien alle Ubergangswahrscheinlichkeiten positiv unter P.
i) Berechnen Sie den in den verschiedenen Zeitpunkten mindestens bendtigten
Kapitalbedarf zur perfekten Absicherung der amerikanische Option.

ii) Bei Ausiibung in welchen Knoten des obigen Graphen wird ein Kéaufer der
amerikanischen Option dem Verkéufer einen risikofreien Gewinn erméglichen?

iii) Wann wird ein Kéufer von seiner Option Gebrauch machen, wenn er alle mogli-
chen Szenarien fiir gleichwahrscheinlich hélt und die erwartete Auszahlung (un-
ter P) maximiert? (Was konnte er sonst alternativ tun?)

(this version: 24.1.17)



Humboldt Universiat zu Berlin
Institut fiir Mathematik
Prof. Dr. Dirk Becherer

UBUNGEN ZUR VORLESUNG
STOCHASTISCHE FINANZMATHEMATIK [

Serie 9 (in der Ubung am 11.Jan. zu diskutieren)

1) Im Binomialmodell mit Parametern a < r < b sei H; = hy(X;) (t =0,...,T) eine
amerikanische Option und U die Snellsche Enveloppe zu H unter dem eindeutigen
dquivalenten Martingalmafl P*.

i) Man zeige: U ist von der Form
Ut:Ut(Xt), t:O,...,T,

wobel die Funktionen u; durch die Rekursion

ur(z) = hr(x),
w(@) = ha(z)V (ut+1 (xii) P+ e (ﬁ:‘f) (1—p*)>

bestimmt sind.

ii) Seien nun speziell a < 0, 7 > 0 und H eine amerikanische Put-Option, also
hi(z) = (K —2)t/(1+7r) (¢t =0,...,T). Zeigen Sie: Es gibt eine Schranke

* K K
T° € |\ G3pT draT ) 5O dass

= (K —ux)" fir x <a*,
up(z) > (K —x)* fir 2* <z < ﬁ,
up(z) =0 sonst.



2)

"

Sei Y7, Y5, ... eine Folge von unabhéngigen identisch verteilten Zufallsvariablen auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) mit ¥; > 0 und E[Y;] < oo fiir alle ¢t > 1.
Fiir 0 < 8 < 1 ist eine Stoppzeit 7 mit 7 < oo P-f.s. gesucht, welche E[57M,]
maximiert, wobei M; := max (Y;,...,Y;), t =1,2,.... Finden Sie ein solches 7.

Hinweis: Sei a* der kleinste Wert a mit a« > S FE[max(a,Y))]. Setzen Sie
f(z) := max(a*,z), F; ;=0 (Y1,...,Y;) und zeigen Sie:

) Uy .= Bf(My) (t = 1,2,...) ist ein Supermartingal beziiglich (F;), und fiir
7* := min {t >1 } Y, > a*} ist der gestoppte Prozel (U,«,;) ein Martingal.
ii) Fiir jede Stoppzeit 7 mit 7 < oo P-f.s. gilt:

a* = E[Uy) > E|U,] > E[™M,].

iii) 7* ist optimal, d.h. a* = E[B7 M,+].

Sei H ein positiver, adaptierter und integrierbarer Prozess auf einem filtrierten
Wabhrscheinlichkeitsraum (2, F, (F3)i—o...7, P). Zeigen Sie:

.....

sup E[H,] = inf E [ sup (H, — Mt)] .

reT MeH] 0<t<T

Dabei bezeichne T die Menge aller Stoppzeiten mit Werten in {0, ..., T} und H}
die Menge aller Martingale M mit M, = 0.

i) Sei Y = M — A die Doob-Meyer-Zerlegung beziiglich Q eines adaptierten Pro-
zesses Y mit Y; € LY(Q) (t = 0,...,T) und sei 7 eine Stoppzeit. Zeigen Sie,
dass Y™ = M™ — A” die Doob-Meyer-Zerlegung von Y7 ist.

ii) (*) Sei nun Y ein strikt positiver integrierbarer Prozess. Zeigen Sie: Es gibt
eine eindeutige multiplikative Zerlegung Y = M - A derart, dass M > 0 ein
Martingal und A > 0 ein previsibler Prozess ist und es gilt My = Yy, Ag = 1.

(this version: 11.1.17)
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Serie 10 (in der Ubung am 22.Jan. zu diskutieren (verschobenen vom Termin 18.1.,

wo eine VL stattfindet))
Losen Sie die Aufgabe 1 von Serie 8 (mit den korrigierten neuen Zahlen).

Losen Sie die Weihnachtsaufgabe. (Sie steht auf der Webseite fiir den Kurs.)
(*Extra: Finden Sie den Limes von X/N fiir N — oo; Wogegen konvergiert die
Erfolgswahrscheinlichkeit die beste Wahl zu treffen also?)

Beweisen Sie die Aussage von Proposition 85 der Vorlesung:

Die replizierende Strategie & = (£°, ) fiir einen Contingent Claim H = h(Sy, ..., St)
im CRR-Modell erfiillt

ft(w) = At(SOa Sl(w), cee St—l(w))a
(o, - Tm1, w1 (L4 0)) — v, . 21, 11 (1 + a))
(b—a)riy

S Sr_
und vy(xg, ..., z) = E <($0a...,$t,xt5_;,...,$t g0t>).

Zeigen Sie, dass Ai(xo, ..., 2;—1) im Falle H = h(S7) nur von z;_, abhéngt und,
falls h konvex ist, monoton wachsend in diesem Argument ist.

wobei Ay(xq,...,z1) = (1+7)

Der Black-Scholes Preis einer Call-Option C** mit Ausiibungskurs K und Filligkeit
T > 0 ist im Zeitpunkt ¢ € [0,T") bei Aktienpreis z > 0 durch

v(z, T —t,0,r, K) =a2®(d(z,T —t)) — Ke " T ®(d_(z,T — 1t)).

gegeben. Hierbei bezeichnet r € R die risikolose Zinsrate, o > 0 die Volatilitdat der
Aktie und 7 = T — t die Zeit bis zur Filligkeit. Die Funktionen d, und d_ sind
gegeben durch

log x4+ (r+ %02)7

dy(z,7) = o~

definiert.



i) Recherieren (Literatur, Wikipedia...) und/oder berechnen Sie explizite Formeln
fir die Funktionen, welche (fir den Call) die sogenannten “Greeks” (Sensiti-
vitdten) Delta, Gamma, Rho, Vega und Theta beschreiben, welche fiir Hed-
ging und Risikomanagement wichtig sind, und diskutieren/illustrieren Sie de-
ren Abhéngigkeit von den Argumenten (insbesondere von z,7 = T' — t), ihre
finanzielle Bedeutung ...

ii) Verifizieren Sie, dal v die partielle Differentialgleichung

1, 5,0 0 0
ot b ra— — o — f
27 " o2 T or T ot v(@,t) = ro(z,t) auf (0,00) x (0,00)

16st und der Randbedingung v(x, T —t) — (z — K)* fir ¢ — T geniigt.

5) (**extra Programmieraufgabe, langerfristig bis 25.1.)

Schreiben Sie ein Programm (z.B. in Phyton, R, Matlab oder Mathematica), wel-
ches fiir das CRR-Modell die Preise und Hedgingstrategie (zur Zeit ¢ = 0) berech-
nen kann. Diskutieren Sie Thre Implementierung, und nach Moglichkeit auch die
Erweiterung auf Amerikanische Optionen (Resultate fiir die Amerikanische Varian-
te der Call bzw. Put Option bei ansonsten gleichen Parametern ?7), und untersu-
chen/illustrieren Sie weitergehende Fragen und Resultate aus der Vorlesung, z.B.
Konvergenz gegen die Black-Scholes Preise... Ihr Programm soll fiir frei wéhlbare
Parameter T, S3, 7, a,b insbesondere europdische Optionen arbitragefrei bewerten.
Neben Optionen der Form H = h(S}) (wie z.B. européische Vanilla Optionen) da-
bei auch jede européische Option, deren Auszahlung sich allgemeiner als Funktion
der gesamten Kursentwicklung (53, S}, ..., S%) schreiben lisst.

Zu prasentieren und abzugeben sind ein wohlstrukturierter und -dokumentierter
Code und eine Dokumentation Threr Resultate, u.a. fiir die Beispiele:

i) Seir=0.05,a=—0.1,b=0.2, T =10 und S} = 100. Zu berechnen sin d die
Optionenpreise folgender Optionen:
a) europdischer Call H = (St — K)* mit Ausiibungskurs K = 120,
b) europdischer Put H = (K — SL)™ mit Ausiibungskurs K = 120,
¢) Bull-Spread H = (S} — K4)* — (S% — K,)* mit unterem Ausiibungs kurs
K4 = 120 und oberem Ausiibungskurs K, = 160,
d) Digital H = X I;g1 -1y zum Betrag X = 100 mit Auslosebeding ung Sy > L
zur Schranke L = 60.
e) Down-and-In-Call ® mit K = 120 und B = 150.
ii) Bewerten Sie den europiischen Call aus a) arbitragefrei im Zeitpunkt 0 fiir

r = 0.15 bei ansonsten gleichen Parametern. Diskutieren Sie das Ergebnis im
Vergleich zu a).

(this version: 11.1.17)

3D.h. Auszahlung (in T') ist diejenige eines Calls mit Strike’ K = 120, falls S zwischenzeitlich (fiir
mindestens ein ¢ mit 0 < ¢ < T) kleiner (<) als eine Barriere B = 150 ist, und sonst Null.
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Zeigen Sie, dass jeder stetige Pfad A : [0,00) — R von endlicher totaler Variation
(A €FV), die quadratische Variation Null hat: (A), = 0 V¢ > 0.

Sei X ein stetiger reellwertiger Pfad mit stetiger quadratischer Variation (X)) entlang
einer festen, aufsteigenden (sich verfeinernden) Folge (7,,) von Zerlegungen. Zeigen
Sie, dass fiir f € C*(R) und fiir a € [0,1] das a-Integral

a- /tf(Xs)dXs = lim Z f (X +a(Xe,, — X)) Xy, — Xe)
0

n—oo
ti€mn,t; <t

existiert, und dass gilt

o [ rxgax.= [ soxoix.a [ roa).

Fiir welchen Wert von a entspricht das a-Integral dem Ito-Integral?

Sei (Wi)o<t<1 ein typischer Pfad einer Brownsche Bewegung und (7,)nen eine auf-
steigende Folge von Zerlegungen von [0, 1] mit |m,| — 0.

Berechnen Sie zur Illustrierung der vorigen Aufgabe direkt (d.h. ohne Anwendung
der It6-Formel) fiir jedes ¢ € [0,1] und « € [0, 1] das a-Integral

t
a- /0 WdW, = lim Yo (Wi oWy, —W)) (Wi, —W,)  Ps.

ti€mn,t; <t



4) Seien a, o0, zo Parameter in R.

Seit — W, ,t >0, ein ‘typischer’ Pfad der Brownschen Bewegung, also eine stetige
Funktion mit Wy = 0 und quadratischer Variation (W), =t ,t > 0.

Finden Sie ein X = (X})>0, welches die stochastische Differentialgleichung (SDE)
dXt = —G,Xt dt + O'th, t Z 0,
mit Anfangsbedingung Xy = x( 16st.

Hinweis: Leiten Sie zunichst eine SDE dY; = ... fiir Y; = e* X, her.

(this version: 13.1.2017)
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Wir betrachten das Bachelier-Modell mit Zinssatz r = 0, (diskontiertem) Aktienkurs
Xy = Xo+mt+ oW, (t > 0) mit Xg = 29 € R und (brownscher) Filtration
Fi=oWs:s<t)=o0(Xs:s<Ht).

i) Berechnen Sie moglichst explizit fiir das in T féllige pfadabhéngige Derivat mit
Auszahlung H := fOT X2 du den Wertprozess

V,=E'H|F], 0<t<T.

ii) Beweisen Sie, dass es einen Integranden ¢ der Form 0, = g(u, X,,) fiir eine zu
bestimmende Funktion g gibt, so dass gilt

T
H:E*[H|}“t]+/ glu, X,)dX,, 0<t<T.
t

Im Bachelier-Modell dX; = odW; + mdt (¢t € [0,7T]) fiir den Kursverlauf einer
Aktie betrachten wir eine Call Option mit Auszahlung H = (X7 — K)". Sowohl
der Kursverlauf als auch die Auszahlung seien bereits in diskontierten Einheiten
gegeben.

Bestimmen Sie explizit den arbitragefreien Preisprozess sowie die dynamische Ab-
sicherungsstrategie (Hedgingstrategie) fiir die Call-Option mittels der Verteilungs-
funktion ® und Dichte ¢ der Standardnormalverteilung.

Sei W eine brownsche Bewegung. Zeigen Sie: Der Prozess

Sy = Spexp (/0 o(u)dW, + /0 r(u) + m(u)du)
mit Sy € Ry = (0,00), o(-) € C([0,00),R,) und p(-),r(-) € C°([0,00), R) 1st eine

SDE der Form dS; = a(t, S;)dt + 5(t, S;)dW;, t > 0. Berechnen Sie die Koeffizien-
tenfunktionen «, 5. Unter welchen Parameterkonstellationen ist der Prozess

t
X, = exp(—/ r(u)du)Sy, t>0,
0

ein Martingal (beziiglich der brownschen Filtration)?



4) Sei W ein typischer Pfad einer Brownschen Bewegung

i) Seien m € R\ {0},n € R und z, € R. Finden Sie eine explizite Losung der
Form X; = F(t,W;), welche die stochastische Differentialgleichung (SDE)

dXt = (th + n)th

mit Startwert X, = xg 10st.
ii) (*) Seien a,b in C*(]0,00), R) mit a(0) = 1 und a(t) > 0, t > 0. Zeigen Sie: Der
Prozess X, := a(t) (930 + fot b(u)qu>, t > 0, ist eine Losung der SDE

/
t
dX, = “(—(t))xt dt + a(H)b(t) dW, mit Xo = 0.
a

(this version: 25. Januar 2017)
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1) Der Black-Scholes Preis einer Call-Option C* mit Ausiibungskurs K und Filligkeit
T > 0 ist im Zeitpunkt ¢ € [0,7T) bei Aktienpreis S; > 0 durch die Black-Scholes-
Formel fiir m,(C°) = v(S;, T — t, 0,7, K) gegeben:

v(x, T —t,o,r, K) =2®(dy (2, T —t)) — Ke """ ®(d_(2, T —t)).

Hierbei bezeichnet » € R die risikolose Zinsrate, o > 0 die Volatilitdt der Atkie und
7 =T —t die Zeit bis zur Filligkeit. Die Funktionen d; und d_ sind gegeben durch

log £ + (r £ 30°)7
o\/T '

Fiir einen gegebenen Preis m = m,;(C°) einer Call-Option und bei gegebenen Werten
fir Sy, T —t, r, K zu einem Zeitpunkt ¢ < T ist die implizite Volatilitit der Option
definiert als Losung o™ > 0 der Gleichung I1(Sy, T — t,0"™,r, K) = 7, wobei

Mz, T —t 0, K)=a0(d,(z,T —t)) — Ke " ®(d_(x, T —1)).

di([E,T) =

i) (*) Zeigen Sie, dass fiir jeden Optionspreis 7 mit
(S; — Kexp(—r(T —t))T <7 < S,

die implizite Volatilitit o™ > 0 eindeutig definiert ist.
ii) (*) Zeigen Sie, dass

Pv  T—t,, ov logK+r —t)
902 = 153 (64 — )%, wobei ¢ := \/{ E

iii) Beweisen Sie, dass das newtonsche Iterations-Verfahren zur numerischen Be-
rechnung der impliziten Volatiliit mit quadratischer Ordnung und monoton
konvergiert, wenn man die Iteration bei oy = ¢ startet.

2) Gegeben seien r = 0 (bzw. diskontierte Preise), 0 > 0, t =0und 7 =T —t =T >0
(Zeit bis zur Félligkeit) sowie Xy > 0 als aktueller Preis der Aktie. Wir wollen in
dieser Aufgabe das Black Scholes Model dX; = X;o0dW; und das Bachelier Model
in der Parametrisierung? dX; = XqodW} vergleichen.

4 Achtung: Wir benutzen fiir das Bachelier Model in dieser Aufgabe eine andere Parametrisierung als
in der Vorlesung, welche fiir den Vergleich mit dem Black Scholes Model adidquater ist: Dem Sigma der
Vorlesung entspricht hier Xyo.



i) Definieren Sie analog zur implizite Volatilitit 0% fiir das Black-Scholes Model
diejenige o fiir das Bachelier Model (fiir at-the-money Call Optionen).

i) Zeigen Sie, dass fiir at-the-money Call Optionen mit Ausiibungskurs (Strike)
K = X, die implizite Bachelier Volatilitit o%"(7) eines Optionspreises T > 0
in geschlossener Form als Funktion von 7 angegeben werden kann.

iii) Fiir festes 7 € (0, Xy) als Preis einer at-the-money Call Option seien o ()
und o%"(7) die jeweiligen impliziten Volatilititen. Beweisen Sie

0< oW —op <

> ﬂ(‘fgré)?"

iv) (*) Seien nun 7pg und 7 die Preise einer at-the-money Call Option mit Strike
K = Xj in dem jeweiligen Model. Zeigen Sie, dass

0 < g — mps < const(Xo)(oVT)? = O((oVT)?)
gilt und bestimmen Sie die Konstante.

3) Sei t — Si(w) > 0 eine stetige Funktion mit stetiger quadratischer Variation
(SYi(w) (t > 0), welche die (positive) Preisentwicklung eines liquiden Wertpapiers
in Abhéngigkeit vom Szenario w € {2y beschreibt.

Zeigen Sie, dass fiir eine Funktion h € C%(R, ) gilt: Fiir alle w ist

o0

h(Sr) = h<50>+h/<50>(ST—So)+/

So
(Sp—K)*h"(K)dEK + / (K —Sp)*h"(K) dK
So 0

Zeigen Sie; Fiir einen Variance Swap® mit Auszahlung H := (log S)7 in T gilt, dass
T
H= / 9:dS; + 2log Sy — 2log St
0

fiir ein geeignete Strategie . Finden Sie damit heraus, in welcher Weise H durch
eine dynamische Handelstrategie 9 in .S, eine geeignete Cash-Position und eine sta-
tische Position in Standard ( Vanilla) Call- und Put-Optionen mit Falligkeit 7" und
verschiedenen Ausiibungskursen K (Strikes) repliziert (gehedged) werden kann.

4) i) Benutzen Sie das Resultat von Aufgabe 4) von Serie 12, um eine Losung fiir die
SDE dX,; = —%dt—i—th mit Startwert Xy = 0 auf dem Zeitintervall ¢ € [0, 1)
zu konstruieren, welche als It6-Integral geschrieben werden kann.

ii) Zeigen Sie, dass X fast-sicher stetig nach ¢ = 1 fortgesetzt werden kann -
néamlich wie ? (Hinweis: Kolmogorov-Chentsov)

(this version: 25. Januar 2017)

®Dies ist ein Derivat, welches es zum Ziel hat, realisierte (kumulative, quadrierte) Volatilitit handelbar
zu machen, vgl. z.B. G.S.-Research Note 1999, Derman et al: More than you ever wanted to know about
about volatility swaps.



