Lagrange-Formalismus und Eichtheorie

Carsten Falk
19. April 2010

Dieser Text behandelt die Eichtheorie im Zusammenhang mit dem Lagrange-
Formalismus auf Vektorbiindeln und ist noch “unter Konstruktion”. Als
differenzialgeometrische Grundlage dient hierbei das Lehrbuch von Prof. Hel-
ga Baum “Eichfeldtheorie: Eine Einfiihrung in die Differentialgeometrie auf
Faserbiindeln” [Baum(2009)]. Inhaltlich hélt es sich an das Buch “Gauge-
Theory and Variational Principles” von David Bleecker |Bleecker(1981)| und
stellt bis jetzt eine Umformulierung der Kapitel 4 und 5 dar.

Der Abschnitt 1.1. und damit das Fundament fiir alles Folgende beruht auf
Ausarbeitungen von Rainer Miihlhoff.
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1 Die homogenen Lagrange-Gleichungen

In diesem Kapitel betrachten wir ein Vektorbiindel (E,(,)pm, M) vom Rang m mit
Biindelmetrik (,), und metrischer kovarianter Ableitung V¥ iiber einer pseudo-RMF
(M, g) ohne Rand.

1.1 Lagrangedichte und Variationsableitungen

Gegenstand unser Untersuchung ist ein Wirkungsfunktional

Su(e) = /U £($) dM,

auf den Schnitten I'(E) von E und einer offenen und prikompakten Menge U C M.
Dabei soll £(¢) € C*°(M) an einer Stelle x € M nur von ¥(z) € E und den ersten
Ableitungen

(V) (z) € AMY(M,E), = {wy : ToM — E, | wy linear} ~ (T*M ® E),
abhéngen. Eine solche Abbildung £ : I'(E) — C°°(M) wollen wir Lagrange-Dichte nen-
nen. Nach Voraussetzung existiert zu jeder Lagrange-Dichte eine Lagrange-Funktion

L:JYE)=E® A (M,E) —R.
mit £(y)(z) = L((x), (V) (z)).

Im Folgenden wollen wir ein Kriterium entwickeln, wann ein Schnitt ¢ € I'(E) beziig-
lich Sy fir alle offenen und prakompakten U C M stationér wird.

Definition 1. Ein Schnitt ¢ € T'(E) heifst stationdr beziiglich Sy, falls

d

aSU(ip + td’) ’t:0: 0

fiir alle ¢ € I'(E) mit gilt.
Dazu bedienen wir uns der Lagrange-Funktion und definieren
oL:JYE), — E:

d
(s,w) — (h— %L(s + th,w) |i=0€ R)

und
KL :JYE), — AY(M,E):

d
(s,w) > <0‘ — &L (s,w+to) |t=0€ R)

welche offenbar fasertreue Abbildungen 0, L : JY(E) — E* und &L : JY(E) — AY(M, E)*
definieren.



Definition 2. Fiir eine Lagrange-Dichte £ zur Lagrange-Funktion L und einen Schnitt
P € T'(E) sei

oL N
90 = ALY, Vy) € I'(E)
die “ Variationsableitung von L in ¥” und
8£
= 0L (1, VY) € Q' (M, E)*

die “ Variationsableitung von L in V.

Remark. @ und (v ) sollten trotz der Schreibweise nicht als Richtungsableitung ver-
standen werden. Jedoch kann man fiir ein ¢ € I'(E) den Ausdruck a‘: 7 (9) € C=(M)

als Richtungsableitung von L(1) € C°°(M) in Richtung ¢ und avw (ng) € C>®(M) als
Richtungsableitung von £(?) in Richtung V¢ auffassen.

Schlieflich sei noch bemerkt, dass hierbei durch Q'(M, E) ~ T'(TM* ® E) das duale
Biindel Q' (M, E)* als ['(TM ® E*) interpretiert wird. Fiir den weiteren Weg, brauchen
wir die folgende Eigenschaft:

Lemma 3. In dem obigen Setting gilt

oL oL

d
—Su (Y +t9) |t=0= g @(qﬁ) + oo Vo

- (Vo) dM (1)

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus

% lt=0 Su(¥ +tp) = /th lt=0 L(Y +t¢) dM,

B / % lt=0 L(¢ + 19, Vi) + % lt=0 L(¢, Vi + 1V ¢) dM,
U

1.2 Das duale Kodifferential §*

Fiir zwei Schnitte ¢, 1) € T'(E) betrachte man die Richtungsableitung -2 P L (V) € C°(M)
von L(1) in Richtung V¢. Ziel dieses Abschnittes ist es, ein kanonisches Kodifferenzial
0 I(TM ® E*) — I'(E*) zu definieren und die Funktion %(V(/ﬁ) in Bezug zu der

Funktion 6* (-2 i ¢)(¢) zu stellen. Wir werden sehen, dass sich beide nur bis auf die Diver-
genz eines durch £, 1) und ¢ eindeutig bestimmten Vektorfeldes auf M unterscheiden.
Zunichst eine Erinnerung: Durch

VEMEE (e @e):=ViMo@et o Vie
ist eine kovariante Ableitung auf I'(T*M ® E) gegeben. Damit ist
dw ==Y €&(VEMPPuw)(e;) eT(E) {ei} — ONB (1.2)

i

das Kodifferenzial § : T'(T*M ® E) — T'(E) zu VZ.



Remark. Explizit gilt firw =0®e

ow = — ZQ’ (VZ;*MO—> (62) e — Zei(g(ei) . Vge)_ (].3)
= do-e—Vge (1.4)

Im Folgenden sei

“T(T"M®E

w

— TI'(TM ® E*)
=W, ) reveE -
der durch die Metriken auf 7*M ® E gegebenen kanonische Isomorphismus.
Definition. Das duale Kodifferenzial §* sei durch
0 :I(TM @ E*) — T(E")
& — (68"

gegeben. Dariiber hinaus sei

:NE)xT(TM®E*) — T(TM)
(e, X ®@u) > s1& :=u(s)X.
Lemma 4. Mit der obigen Bezeichnung gilt
(6°€")(s) = —div(s2€") + € (V"s). (1.5)

Beweis. Essei £* = X ®@u =T(T'"M ®E*), d.h. X ist ein Vektorfeld und u ein Schnitt in
I'(E*). Bezeichnen wir mit o die zu X duale 1-Form und mit e den zu u dualen Schnitt
in I'(E), sodass £ = 0 ® e, dann gilt fiir jedes s € I'(E)

(0%¢") () = (6, 5)p

= 50(68E <VX65>E

)
€, 8) g — ( ({e;8)p) _<€’V;E(S>E)
= —div(X)u(s) — X(u(s)) + u(VEs)

(

Metr. (

= —div(u(s) - X) + & (V7s),
wobei £*(V¥Ps) = (X @ u)(VEs) = u(VEs) und die Divergenzformel
div(u(s) - X) = X(u(s)) + u(s) div(X)

benutzt wurde. Daraus folgt die Behauptung. O



1.3 Lagrange-Gleichungen

Die Formel (1.5) setzen wir nun in (1.1) ein und erhalten

d (L5) oL . 0L
Gleosuwre) 2 [ SR 0 e i,
oL
8]\1:@,_51501{:65 aiﬁ % a£

Daraus folgt unmittelbar

Theorem 5. ) ist genau dann ein stationdrer Punkt von Sy fir alle offenen und pra-
kompakten Teilmengen U C M, falls es die Lagrange-Gleichungen

oL . oC B
5@ +9 <a<w>> (¢) =0 (16)

fir alle ¢ € T'(E) erfillt.

2 Klein-Gordon- und Dirac-Gleichung

2.1 Die Klein-Gordon-Gleichung.

Wir betrachten ein komplexes Vektorbiindel E mit einer hermiteschen Form h(, ). Diese
definiert eine quadratische Form bzw. durch Polarisierung ein Skalarprodukt (,) := Re h.
Das dadurch induzierte reelle Vektorbiindel bezeichnen wir mit F. Fiir eine beziiglich
(,)p metrische kovariante Ableitung V¥ betrachten wir die Lagrangedichte £, welche
durch die Lagrange-Funktion

1 1
L((2), V() = 3 (Ve Vi) prop — 2mo ()
= SIVOIP ~ Smollv

induziert wird. Fiir g—i(qﬁ) erhélt man dann nach Definition

% <;mo <7/}+t¢a¢+t¢>E> =0 = mo (¥, d)p

Analog folgt fiir %(ng))

d

1
G (3170410, V0 +10)reasee ) ho = (V6. Volypson



Insbesondere ist damit (%)* = V¢ und
* oL Def.
7 (7)) 070005

Schaut man auf 1.2, so entspricht 6V per definitionem gerade dem Bochner-Laplace-
Operator AV” von 1. Wir erhalten damit insgesamt die Lagrange-Gleichungen

(A" ,6) —mo(pd)p=0 Vo
bzw. .
AV ) = mgp. (%)

Wiihlt man als komplexes Vektorbiindel EC = RY3 x C mit h(v), ¢) = 1) -¢. Dann ist E =
RY3 x R? und (, ) das Standard-Skalarprodukt auf R?. Jeder Schnitt 1 € T'(E) besteht
aus zwei Komponenten (¢1,v2), dem Real- bzw. dem Imaginirteil von 1 € T'(E®). Die
kovariante Ableitung

d:T(E) — TI(I"R'Y¥ @ E)
Y — dy

ist metrisch beziiglich (,) 5 . Es gilt nun AVE¢ = ddi) zu berechnen. Dies ist aber nichts
anderes als der Laplace- bzw. d’Alambert-Operator Agi,s = [ der einzelnen Komponen-
ten von 9. D.h. wir erhalten fiir (%) die Klein-Gordon-Gleichung

D’QD = m(ﬂ!J.

2.2 Die Dirac-Gleichung

In diesem Abschnitt wollen wir die Dirac-Gleichung

Dy =moyp

auf dem Spinorbiindel (S, V7, (,)g) einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g)
mit Spin-Struktur @ als Euler-Lagrange-Gleichungen darstellen.

Erinnerungen an das Spinorbiindel. Das Spinorbiindel besteht aus einem Vektorbiin-
del S iiber (M, g) mit Biindelmetrik (, ) g, einer Clifford-Multiplikation - : T,M x S, — S,
und kovarianter Ableitung V¥, welche die folgenden Eigenschaften erfiillen:

1. V¥ ist metrisch beziiglich (, ).

2. V¥ ist vertriiglich mit der Clifford-Multiplikation, d.h. V{ (X -¢) = (VECX) - +
X - Vb,

3. Die Clifford-Multiplikation ist vertriglich mit (,) g, d.h. (X} -y, ¢p) g = — (p, Xp - Op) g-



Insbesondere wird darauf durch
D:T(S) BT(T"M® S) % T(TM @ S) = T(S)

der Dirac-Operator D definiert. Fiir diesen gilt beziiglich einem lokalen Schnitt b: U C
M — Q, dessen Projektion auf das O(p,q)-Reperbiindel wir ebenfalls mit b = {b;}
bezeichnen wollen:

D= ebi- Vi .

7

Die Dirac-Lagrange-Dichte. Die Lagrange-Dichte fiir die Dirac-Gleichung lautet

L) = 5 {6, D¥)s — 3mo (,6)s. 2.)

Das folgende Lemma zeigt, dass diese in der Tat von einer Lagrange-Funktion kommt:
Lemma 6. Fir ein ¢, ¢ € I'(S) gilt in jedem Punkt x € M

(wy, VS¢>T*M®S =— (¥, Dg)g
dabei ist wy(X) := X -,

Beweis. Es sei b ein lokaler Schnitt b: U — Q. In diesem ist
%_Zb* ), V¢ = Zb*®vb¢

und damit

<“¢vvw¢>T*M®E = Z<b:<’b;>T* '<bi'¢’v§j¢>s

(2]

= Zez‘ (b; - ¢,V£¢>S

i

= - <w, Zeivi¢>
S

i

= - <¢7D¢>S

Fiir (s,0) € J1(S) = S @ AY(M, S) ist damit

1 1
L(s,0) := D) <wS7J>T*M®S - §m0 <8,S>5-

die Lagrange-Funktion der Lagrange-Dichte Lp.



Die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir Lp. Esseixz € M fixiert. Wir berechnen zunéchst
g—i(gb) und 5 ‘% (qu) Fiir ersteres ergibt sich in x

gi(dﬂ = iL(w + th, Vi) =0
d
- ;dt (Wyttes V) pepror 1t=0 +1m0 <1/; +td, b+ td)  |t=0
1
D) (wor V) peprgr — (Mo, )

1
- <2Dw — mot, ¢> .
Hierbei nutzt man wy.4¢ = wy + twys. Analog ist

oL

1
(V1) (v¢) = 75 <W¢,V¢>T*M®E

2

avy)) — 2™
Wir miissen nun das Kodifferenzial dw,, berechnen. Dazu wihlen wir uns einen z-synchronen
Schnitt b : U — Q In z gilt dann (Vy,b,) = 0 und —div(b,)(z) = (6b,)(x) = 0. Mit
wy = Y by, @ (by - 1) folgt aus (1.2)

Swy = Y b by = €uVy, (b )
H H

= = eu((VECb) - ¥ + by - Vi, 0)
17

und damit

= —Dy

Insgesamt sind damit die Lagrange-Gleichungen

S0+ (555) @ = (gov-mw.s) - (3Dv.0)
— (DY = mav0);
= 0 VécI(E).

dquivalent zu Dy = mo).

3 Eichtheorie und die inhomogenen Lagrange-Gleichungen

Im Folgenden Abschnitt wollen wir aus Symmetrien einer Lagrangedichte bzw. Lagrange-
Funktion Erhaltungsgrofen gewinnen. Dazu beschrinken wir uns zunéchst auf triviale
Vektorbiindel und den Satz von Noether.



3.1 Satz von Noether

In diesem Abschnitt betrachten wir triviale Vektorbiindel der Form £ = M x V mit
kovarianter Ableitung V¥ = d. In diesem Fall ist A*(M, E) ~ AY(M,V) und damit

JHE)~Ea A (M,V).

Definition 7. Es sei p : G — GL(V) eine Darstellung einer Lie-Gruppe G. Dann heifst
eine Lagrange-Dichte £ (G, p)-invariant, falls fiir die dazugehorige Lagrange-Funktion
L : JYE) — R die Eigenschaft L(x, p(g)v,p(g) o wz) = L(z,v,w;) fiir alle g € G und
(z,v,w,) € JYUE) gilt.

Theorem 8. [Satz von Noether]
Ist L eine (G, p)-invariante Lagrange-Dichte auf E und erfillt ¢ € T'(E) die Euler-
Lagrange-Gleichung, dann st fir jedes X € g das Vektorfeld

oL
~ oV

(P«(X)9) € X(M)

divergenzfres.

Beweis. Es sei X € g fixiert. Dann ist L(p(exptX)) = L(v) fiir alle ¢ und wegen
£ (p(exptX) ) |i=o= p«(X) ¥ folgt

0 = %(ﬁ(p(exth)l/f) |t=0

d d
= LW+t (X)0, VEP) im0 +

~L
dt
oL oL
= %(p*(X)d}) + ﬂ(Vp*(X)@b)
oL

= %(P*(XW) + 6" (M

oY

(0, VY +t VF p, (X)) |1=0

) (0o (X)) +div(p. (X))

-

0

Um dies zu veranschaulichen, betrachten wir folgendes Beispiel:

Die U(1)-Invarianz des Klein-Gordon-Lagrangians. Wir betrachten das triviale Biin-
del E = M x C iiber M = R'3 mit der Lagrange-Dichte £ der Lagrange-Funktion

1 1
L(y, Vi) = B <V¢7V¢>T*M®C - gm <¢a¢>c-

Dabei ist (,)c das kanonische reelle (und damit positiv-definite) Skalarprodukt auf C.
Zudem fassen wir ¢ als R2-wertiges Feld ¥ = (1/1,3) auf. Offensichtlich ist L invariant
unter der kanonischen eindimensionalen U(1)-Wirkung. Die Lie-Algebra von U(1) wird
durch ¢ € iR erzeugt und es gilt:



Corollary 9. Fir jede Losung ¢ der Dirac-Gleichung ist das Vektorfeld

oL

P (1)1 m = prgradpy — Pograd iy

Divergenz-frei.
Beweis. Einerseits gilt

%(eit <) Jt=0= p«(i)0) = (—1p2,¢1).

gilt. Andererseits folgt in lokalen Koordinaten aus
Vi) = Z(v%%) da' @ b,
ij

die Gleichung

oL

P (VY, ) e prsc
0

ozt

%)

= Zgradwj ® b}

J

Damit ist aber

oL
px(i)3) ﬁ

fiir jede Losung der zu £ gehdrenden Euler-Lagrange-Gleichungen

A’Lﬁl = mw 1 € {1,2} (*)

= 1gradps — ograd .

nach dem vorangehenden Satz divergenzfrei. Zur Kontrolle:

div(v1grads)

(grad i, grada)pis + Y1 A

(gradir, grada)gis + m1is.
= div(¢egradiy).

—~
*
Z

3.2 Eichinvarianz

Wir starten mit einer (G, p)-invarianten Lagrange-Funktion 1:) auf M x V. Sei zudem
7w : P — M ein G-Hauptfaserbiindel iiber M. Dann definiert L nach Voraussetzung wie
folgt eine Lagrange-Funktion auf &/ = P x,V. Indem man namlich fiir ein fixiertes z € M

10



ein Element e € E, durch e = [p,v] und w € AY(M, E), als w = [p,w] mit w: T,M — V
interpretiert, ist

L:J(E) — R
JYE), 3 (e,w) € — L(z,v,w),

unabhéngig vom gewdhlten Représentanten. Dies fiihrt zu der folgenden Definition.

Definition 10. Eine Lagrange-Funktion L auf einem Vektorbiindel £ = P x, V {iiber
M heift (G, p)-invariant, falls sie durch eine (G, p)-invarianten Lagrange-Funktion auf
M x V induziert wird.

Im Gegensatz zu der kanonischen G-Wirkung auf dem trivialen Vektorbiindel M x V|
lasst sich die G-Wirkung von G auf P im Allgemeinen nicht auf P x,V iibertragen, denn
g-[p,v] := [pg~!,v] ist bei einer nicht abelschen Strukturgruppe abhingig von der Wahl
des Reprisentanten:

g [ph,p(h"" ] = [phg™", p(h~")v]
# [~ p(h7h).

Aus diesem Grund verwendet man fiir die Wirkung die Gruppe der Eichtransformationen
G(P) auf P, das sind alle Automorphismen f von P mit f(pg) = f(p)g. Damit sei
f(p,v]) == [f(p),v] die durch f € G(P) induzierte Wirkung auf E.

Weil man jeden Schnitt ¢ € I'(E) durch ¢(z) = [p,v(p)] durch eine p-Aquivariante
Abbildung ¢ € C*®°(P,V)? auf P mit Werten in V ausdriicken kann, wirkt ein Element
f € G(P) kanonisch durch

(fe) (@) == [£(p), %(p)] = Ip, p(o ()~ ") (p)]
auf I'(E). Dabei ist

op € C®(P,G)Y ={s€ C™(P,V)|s(pg) =g 's(p)g}

die zu f gehorende G-dquivariante Abbildung auf P mit f(p) =p-o(p).

Jedoch folgt aus der (G, p)-Invarianz von L noch keine Eichinvarianz der induzierten
Lagrange-Dichte £. Sei namlich V4 eine durch eine Zusammenhangsform A auf P in-
duzierte kovariante Ableitung auf E. Fiir eine Eichtransformation f auf P und einen
Schnitt ¢ € I'(E) gilt dann

(VAf) (@) = [p, Da(p(af))(p)]

# [p.p(os(p)")(Dath)(p)]
(f V) (2)

bzw.

.

L), VA @) Z L, plos(0) ™)), plos(p)™)(Dath) (p)

11



Um dies dennoch zu erreichen, miissen wir die Eichtransformation zusétzlich auf die
Zusammenhangsform A wirken lassen, denn damit gilt V4 fy = fV44. Diese Ei-
genschaft macht es sinnvoll, die Lagrange-Dichte £ statt wie bisher als eine Funktion
L:T(E) xC(P) — C*®(M) zu betrachten, wobei wir mit C(P) den affinen Raum der
Zusammenhangsformen auf P bezeichnen. Wir fassen zusammen:

Theorem 11. Ist L eine (G, p)-invariante Lagrange-Funktion auf E = P x,V, dann ist
die dazu erweiterte Lagrange-Dichte L : T'(E) x C(P) — C*°(M) eich-invariant, d.h.

Ll A(f) = £AW) Vf e G(P).

3.3 Die Eich-Algebra

Wie wir beim Satz von Noether gesehen haben, fiihren infinitesimale Variationen von
Symmetrien zu Erhaltungsgrofen. Dieses Prinzip funktioniert auch in der Eichtheorie.
Dazu gilt es jedoch zunéchst einmal den Begriff einer infinitesimalen Eichtransformation
zu kldren, was in diesem Abschnitt geschehen soll.

Definition 12. Die Eich-Algebra gg von G(P) sei die Menge der Funktionen C>(P, g)A4
Fiir 7,w aus gg setzen wir

[0, W]y, () :=[a(p), W(p)]; -
Zudem bezeichnen wir den zu & gehorende Schnitt aus Ad(P) = P X 44 g mit o.
Lemma 13. (gg,[,]y,) ist eine Lie-Algebra. Dariber hinaus ist
exp :gg — C°(P,G)¢
o +—— expoo
wohldefiniert und es gilt % exp(t@) |—o= T
Beweis. Es sei p € P fixiert. Dann folgt die erste Behauptung aus
[0,0],, (ng) = [o(pg),w(pg)l,
= [Ad(g™") 0a(p), Ad(g™") o w(p)],
Ad(g™") o [o(p), w(p)]
= (Ad(g™) o[5, 3], ().

Zudem ist
exp(@)(pg) = expoo(pg)
= exp(Ad(g™) o 7(p))
= ay(expor(p))
= g lexp(@)(p)g-
Die letzte Eigenschaft folgt aus % exp(tX) [i=o= X fiir alle X € g. O

12



Bekanntlich entspricht C*°(P, G)¢ auf natiirliche Weise der Menge der Eichtransfor-
mation auf P. Um die Verbindung von gg zu G(P) vollstindig zu schliefen, definieren
wir

Exp: ggipy — G(P)
Exp(o)(p) = pexp (o) (p).

Schlieflich zeigen wir noch das Verhalten von Zusammenhangsformen auf P und Schnit-
ten auf F unter infinitesimalen Eichtransformationen.

Lemma 14. Fir ein A € C(P), ¢ € I'(E) und 7 € gg ist
d N _
p (Exzp(tc)*A) |i=o= Dao

und p
5 (E2p (t0) V) le=o= —ps(0) .
Beweis. Fiir jedes t ist Exp(to) € G(P), d.h.
Exp(t7)*A = Ad(exp(t7) 1) o A+ exp(t7)* pa.
Die Ableitung nach ¢ an der Stelle ¢ = 0 liefert
d .
ad(—0) o A+, (exp(t7) pc) li=o -
—_———
=ad(A)N\T

Es bleibt zu zeigen, dass der rechte Term gerade do entspricht. Dies folgt jedoch mit

(1) 1)y (X) ico = (e (dlexp(17))p(X) g
= (16 )expe)(0) =0 + 5 (d(exp(17)),(X) g
= (A0 (1d7,(X))) le=o
= (d0xPrr((0) o + g expot oy (X))
— do,(X).
Andererseits gilt fiir ¢ € I'(E) mit ¥(p) = [p, ¥(p)]
d d —_
B (t0) )@ o = [, S5 (—1TE))T) ol
2 o)
= —p(o ()b (a).
Die Ableitung nach ¢ an t = 0 liefert wieder die Behauptung. O

13



3.4 Der Strom als ErhaltungsgroRe

Es sei ¢ € gg fixiert und L eine eichinvariante Lagrange-Dichte. Dann gilt nach dem
vorangegangenem Lemma

d

0 = ZLP A (Bap(t7)d) o (3.1)
d d _
= S LW = 1pa(0)9) li=o + 5 LATPAT() 1o (32)

Die linke Seite ist uns schon bekannt. Die linke gilt es zunédchst zu untersuchen.
Definition 15. Fiir ein ¢ € I'(E) und ein A € C(P) heift

0 d _
ajﬁA(w)(w) = aﬁAHw(lD) =0

Variationsableitung von £4(¢)) in Richtung w € Q' (M, Ad(P)).
Lemma 16. % LA(v)) ist ein Schnitt in TM ® Ad(P)*.

Beweis. Dazu fixieren wir ein ¢ € I'(E) sowie ein A € C(P). Dann ist fiir w, : T, M —
Ad(P), die Abbildung

d

wy = = L(Y(2), (VA) () + t pi(we )i (2)) =0

linear in w,. Die Behauptung folgt damit aus der Eigenschaft
VATEY = VA + tp.(w),
wobei @ ein Element von Q} (P, g)"A¢ ist. O

Im Folgenden wollen wir annehmen, dass die Lie-Algebra g von G halbeinfach ist und
damit deren Killingform eine Biindelmetrik (,) 4, auf Ad(P) definiert. Insbesondere gibt
es dann einen durch die Metrik g von M und (,) 4, gegebenen Isomorphismus zwischen
I'(TM ® Ad(P)*) und T(T*M ® Ad(P)) = QY(M, Ad(P)).

Definition 17. Die zu 8%5’4(1/1) gehérende 1-Form J4(v) € QY (M, Ad(P)) heifit Strom
von 1 € I'(E) zum Zusammenhang V4.

Analog zum Satz von Noether werden wir nun sehen, dass wir aus jedem stationiren
Schnitt ¢ € I'(E) auf E = P x, V eine Erhaltungsgrofie gewinnen:

Theorem 18. [Strom-Erhaltung]
Sei A € C(P) fiziert und ¢ € T'(E) stationdr beziiglich A und einer eichinvarianten
Lagrange-Dichte L. Dann ist der Strom JA (1)) von < divergenzfrei, d.h. 64 (J*(¥)) = 0.
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Beweis. Wir steigen direkt in der Gleichung 3.2 und integrieren diese iiber eine prikom-
pakte Umgebung U. Da 1 stationér sein soll, verschwindet die linke Seite und es bleibt
lediglich folgendes stehen

|Gt w oty = [ M@ da)
_ /U (TM), da0) e p g nay Mo
-/ (0T W), 0) pqcpy AMg
L0
Weil ¢ und U beliebig wéhlbar sind, folgt daraus die Behauptung. O

3.5 Die inhomogenen Lagrange-Gleichungen

Bisher wurde stets eine Zusammenhangsform A auf P fixiert. In diesem Abschnitt wollen
wir jedoch nicht nur v variieren sondern gleichzeitig auch A. Um dies tun zu konnen,
bendtigt man ein eichinvariantes Wirkungsfunktional fiir A und benutzen dazu das Yang-
Mills-Funktional:

Ly (A) = —%<FA,FA> bzw. SFM(A) ::/£YM(A)dMg.
U

Definition 19. Ein Paar (A, ) heifit stationdr beziiglich Sy + SFM, falls

% (Su(w +tg) + SHM(A + tw)) |e=o=0

fiir alle ¢ € I'(E) und w € QY (M, Ad(P)) erfiillt ist.

Theorem 20. Ein Paar (A,1)) ist genau dann stationdr beziiglich SU—i-SgM fiir alle prd-
kompakten Umgebungen U C M, falls es die inhomogenen Euler-Lagrange-Gleichungen

LA vA* [ acA ) _
2. 64F4 = JA(y)
erfullt.

Beweis. Hierbei nutzen wir die Eigenschaft

d, 1 — —
$(_§ <F1A-i-tw7 FA+tw> ’t:(): _ <FA, dA(.U> 7
welche aus 1

FAYS — A 4 tdgw + 5752 [w, w]
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folgt. Daraus ergibt sich ndmlich

d - d _
= (SEEW +t0) + SPM A+ 1)) o = [ LW+ 19) [imo dM,
dt u dt
—/ (FA, daw) dM,
U
oLA a* [ oLA
— = 5v dM,
G @+ () () @em
"‘/U<5A(JA(1/’))7W>Ad(P) dM,
— / (64FA W) dM,
U
Und weil man ¢ und w beliebig wihlen kann, erhélt man damit die Behauptung. O
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