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Dieser Text behandelt die Eichtheorie im Zusammenhang mit dem Lagrange-
Formalismus auf Vektorbündeln und ist noch �unter Konstruktion�. Als
di�erenzialgeometrische Grundlage dient hierbei das Lehrbuch von Prof. Hel-
ga Baum �Eichfeldtheorie: Eine Einführung in die Di�erentialgeometrie auf
Faserbündeln� [Baum(2009)]. Inhaltlich hält es sich an das Buch �Gauge-
Theory and Variational Principles� von David Bleecker [Bleecker(1981)] und
stellt bis jetzt eine Umformulierung der Kapitel 4 und 5 dar.
Der Abschnitt 1.1. und damit das Fundament für alles Folgende beruht auf

Ausarbeitungen von Rainer Mühlho�.
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1 Die homogenen Lagrange-Gleichungen

In diesem Kapitel betrachten wir ein Vektorbündel (E, ⟨, ⟩E π,M) vom Rang m mit
Bündelmetrik ⟨, ⟩E und metrischer kovarianter Ableitung ∇E über einer pseudo-RMF
(M, g) ohne Rand.

1.1 Lagrangedichte und Variationsableitungen

Gegenstand unser Untersuchung ist ein Wirkungsfunktional

SU (ψ) =
ˆ
U
L(ψ) dMg

auf den Schnitten Γ(E) von E und einer o�enen und präkompakten Menge U ⊂ M .
Dabei soll L(ψ) ∈ C∞(M) an einer Stelle x ∈ M nur von ψ(x) ∈ E und den ersten
Ableitungen

(∇ψ) (x) ∈ Λ1(M,E)x = {ωx : TxM → Ex | ωx linear} ≃ (T ∗M ⊗ E)x

abhängen. Eine solche Abbildung L : Γ(E) → C∞(M) wollen wir Lagrange-Dichte nen-
nen. Nach Voraussetzung existiert zu jeder Lagrange-Dichte eine Lagrange-Funktion

L : J1(E) = E ⊕ Λ1(M,E) −→ R.

mit L(ψ)(x) = L(ψ(x), (∇ψ) (x)).
Im Folgenden wollen wir ein Kriterium entwickeln, wann ein Schnitt ψ ∈ Γ(E) bezüg-

lich SU für alle o�enen und präkompakten U ⊂M stationär wird.

De�nition 1. Ein Schnitt ψ ∈ Γ(E) heiÿt stationär bezüglich SU , falls

d

dt
SU (ψ + tϕ) |t=0= 0

für alle ϕ ∈ Γ(E) mit gilt.

Dazu bedienen wir uns der Lagrange-Funktion und de�nieren

∂1L : J1(E)x −→ E∗
x

(s, ω) 7−→ (h 7→ d

dt
L(s+ th, ω) |t=0∈ R)

und

∂2L : J1(E)x −→ Λ1(M,E)∗x

(s, ω) 7−→
(
σ 7→ d

dt
L (s, ω + tσ) |t=0∈ R

)
welche o�enbar fasertreue Abbildungen ∂1L : J1(E) → E∗ und ∂2L : J1(E) → Λ1(M,E)∗

de�nieren.
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De�nition 2. Für eine Lagrange-Dichte L zur Lagrange-Funktion L und einen Schnitt
ψ ∈ Γ(E) sei

∂L
∂ψ

= ∂1L(ψ,∇ψ) ∈ Γ(E∗)

die �Variationsableitung von L in ψ� und

∂L
∂(∇ψ)

:= ∂2L(ψ,∇ψ) ∈ Ω1(M,E)∗.

die �Variationsableitung von L in ∇ψ�.

Remark. ∂L
∂ψ und ∂L

∂(∇ψ) sollten trotz der Schreibweise nicht als Richtungsableitung ver-

standen werden. Jedoch kann man für ein ϕ ∈ Γ(E) den Ausdruck ∂L
∂ψ (ϕ) ∈ C∞(M)

als Richtungsableitung von L(ψ) ∈ C∞(M) in Richtung ϕ und ∂L
∂∇ψ (∇ϕ) ∈ C∞(M) als

Richtungsableitung von L(ψ) in Richtung ∇ϕ au�assen.

Schlieÿlich sei noch bemerkt, dass hierbei durch Ω1(M,E) ≃ Γ(TM∗ ⊗ E) das duale
Bündel Ω1(M,E)∗ als Γ(TM ⊗ E∗) interpretiert wird. Für den weiteren Weg, brauchen
wir die folgende Eigenschaft:

Lemma 3. In dem obigen Setting gilt

d

dt
SU (ψ + tϕ) |t=0=

ˆ
U

∂L
∂ψ

(ϕ) +
∂L
∂∇ψ

(∇ϕ) dMg (1.1)

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus

d

dt
|t=0 SU (ψ + tϕ) =

ˆ
U

d

dt
|t=0 L(ψ + tϕ) dMg

=

ˆ
U

d

dt
|t=0 L(ψ + tϕ,∇ψ) + d

dt
|t=0 L(ψ,∇ψ + t∇ϕ) dMg

1.2 Das duale Kodi�erential δ∗

Für zwei Schnitte ϕ, ψ ∈ Γ(E) betrachte man die Richtungsableitung ∂L
∂∇ψ (∇ϕ) ∈ C∞(M)

von L(ψ) in Richtung ∇ϕ. Ziel dieses Abschnittes ist es, ein kanonisches Kodi�erenzial
δ∗ : Γ(TM ⊗ E∗) → Γ(E∗) zu de�nieren und die Funktion ∂L

∂∇ψ (∇ϕ) in Bezug zu der

Funktion δ∗( ∂L
∂∇ψ )(ϕ) zu stellen. Wir werden sehen, dass sich beide nur bis auf die Diver-

genz eines durch L, ψ und ϕ eindeutig bestimmten Vektorfeldes auf M unterscheiden.
Zunächst eine Erinnerung: Durch

∇T ∗M⊗E
X (σ ⊗ e) := ∇T ∗M

X σ ⊗ e+ σ ⊗∇E
Xe

ist eine kovariante Ableitung auf Γ(T ∗M ⊗E) gegeben. Damit ist

δω := −
∑
i

ϵi(∇T ∗M⊗E
ei ω)(ei) ∈ Γ(E) {ei} −ONB (1.2)

das Kodi�erenzial δ : Γ(T ∗M ⊗E) → Γ(E) zu ∇E .
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Remark. Explizit gilt für ω = σ ⊗ e

δω = −
∑

ϵi

(
∇T ∗M
ei σ

)
(ei) · e−

∑
ϵi(σ(ei) · ∇E

eie). (1.3)

= δσ · e−∇E
σ♯e (1.4)

Im Folgenden sei

∗ : Γ(T ∗M ⊗ E) → Γ(TM ⊗ E∗)

ω 7→ ⟨ω, ⟩T ∗M⊗E .

der durch die Metriken auf T ∗M ⊗ E gegebenen kanonische Isomorphismus.

De�nition. Das duale Kodi�erenzial δ∗ sei durch

δ∗ : Γ(TM ⊗ E∗) −→ Γ(E∗)

ξ∗ 7−→ (δξ)∗

gegeben. Darüber hinaus sei

y : Γ(E)× Γ(TM ⊗ E∗) −→ Γ(TM)

(e,X ⊗ u) 7−→ sy ξ∗ := u(s) ·X.

Lemma 4. Mit der obigen Bezeichnung gilt

(δ∗ξ∗)(s) = −div(sy ξ∗) + ξ∗(∇Es). (1.5)

Beweis. Es sei ξ∗ = X⊗u = Γ(TM ⊗E∗), d.h. X ist ein Vektorfeld und u ein Schnitt in
Γ(E∗). Bezeichnen wir mit σ die zu X duale 1-Form und mit e den zu u dualen Schnitt
in Γ(E), sodass ξ = σ ⊗ e, dann gilt für jedes s ∈ Γ(E)

(δ∗ξ∗) (s) = ⟨δξ, s⟩E
(1.4)
= δσ ⟨e, s⟩E −

⟨
∇E
Xe, s

⟩
E

Metr.
= δσ ⟨e, s⟩E −

(
X(⟨e, s⟩E)−

⟨
e,∇E

Xs
⟩
E

)
= −div(X)u(s)−X(u(s)) + u(∇E

Xs)

= −div(u(s) ·X) + ξ∗(∇Es),

wobei ξ∗(∇Es) = (X ⊗ u)(∇Es) = u(∇E
Xs) und die Divergenzformel

div(u(s) ·X) = X(u(s)) + u(s) div(X)

benutzt wurde. Daraus folgt die Behauptung.
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1.3 Lagrange-Gleichungen

Die Formel (1.5) setzen wir nun in (1.1) ein und erhalten

d

dt
|t=0 SU (ψ + tϕ)

(1.5)
=

ˆ
U

∂L
∂ψ

(ϕ) + (δ∗
∂L

∂(∇ψ)
)(ϕ) dMg

+

ˆ
U
div(ϕy ∂L

∂(∇ψ)
)dMg

∂M=∅,Stokes
=

ˆ
U

∂L
∂ψ

(ϕ) + (δ∗
∂L

∂(∇ψ)
)(ϕ) dMg

Daraus folgt unmittelbar

Theorem 5. ψ ist genau dann ein stationärer Punkt von SU für alle o�enen und prä-

kompakten Teilmengen U ⊂M , falls es die Lagrange-Gleichungen

∂L
∂ψ

(ϕ) + δ∗
(

∂L
∂(∇ψ)

)
(ϕ) = 0 (1.6)

für alle ϕ ∈ Γ(E) erfüllt.

2 Klein-Gordon- und Dirac-Gleichung

2.1 Die Klein-Gordon-Gleichung.

Wir betrachten ein komplexes Vektorbündel E mit einer hermiteschen Form h(, ). Diese
de�niert eine quadratische Form bzw. durch Polarisierung ein Skalarprodukt ⟨, ⟩ := Reh.
Das dadurch induzierte reelle Vektorbündel bezeichnen wir mit E. Für eine bezüglich
⟨, ⟩E metrische kovariante Ableitung ∇E betrachten wir die Lagrangedichte L, welche
durch die Lagrange-Funktion

L(ψ(x),∇ψ(x)) =
1

2
⟨∇ψ,∇ψ⟩T ∗M⊗E − 1

2
m0 ⟨ψ,ψ⟩E

=
1

2
∥∇ψ∥2 − 1

2
m0∥ψ∥2

induziert wird. Für ∂L
∂ψ (ϕ) erhält man dann nach De�nition

d

dt

(
1

2
m0 ⟨ψ + tϕ, ψ + tϕ⟩E

)
|t=0 = m0 ⟨ψ, ϕ⟩E

Analog folgt für ∂L
∂(∇ψ)(∇ϕ)

d

dt

(
1

2
⟨∇(ψ + tϕ),∇(ψ + tϕ)⟩T ∗M⊗E

)
|t=0 = ⟨∇ψ,∇ϕ⟩T ∗M⊗E
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Insbesondere ist damit ( ∂L
∂(∇ψ))

∗ = ∇ψ und

δ∗
(

∂L
∂(∇ψ)

)
(ϕ)

Def.
= ⟨δ∇ψ, ϕ⟩E .

Schaut man auf 1.2, so entspricht δ∇ψ per de�nitionem gerade dem Bochner-Laplace-
Operator ∆∇E

von ψ. Wir erhalten damit insgesamt die Lagrange-Gleichungen⟨
∆∇E

ψ, ϕ
⟩
E
−m0 ⟨ψ, ϕ⟩E = 0 ∀ϕ

bzw.
∆∇E

ψ = m0ψ. (∗)

Wählt man als komplexes Vektorbündel EC = R1,3×C mit h(ψ, ϕ) = ψ ·ϕ. Dann ist E =
R1,3 ×R2 und ⟨, ⟩E das Standard-Skalarprodukt auf R2. Jeder Schnitt ψ ∈ Γ(E) besteht
aus zwei Komponenten (ψ1, ψ2), dem Real- bzw. dem Imaginärteil von ψ ∈ Γ(EC). Die
kovariante Ableitung

d : Γ(E) −→ Γ(T ∗R1,3 ⊗ E)

ψ 7−→ dψ

ist metrisch bezüglich ⟨, ⟩E . Es gilt nun ∆∇E
ψ = δdψ zu berechnen. Dies ist aber nichts

anderes als der Laplace- bzw. d'Alambert-Operator ∆R1,3 = � der einzelnen Komponen-
ten von ψ. D.h. wir erhalten für (∗) die Klein-Gordon-Gleichung

�ψ = m0ψ.

2.2 Die Dirac-Gleichung

In diesem Abschnitt wollen wir die Dirac-Gleichung

Dψ = m0ψ

auf dem Spinorbündel (S,∇S , ·, ⟨, ⟩S) einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g)
mit Spin-Struktur Q als Euler-Lagrange-Gleichungen darstellen.

Erinnerungen an das Spinorbündel. Das Spinorbündel besteht aus einem Vektorbün-
del S über (M, g) mit Bündelmetrik ⟨, ⟩S , einer Cli�ord-Multiplikation · : TpM×Sp → Sp
und kovarianter Ableitung ∇S , welche die folgenden Eigenschaften erfüllen:

1. ∇S ist metrisch bezüglich ⟨, ⟩S .

2. ∇S ist verträglich mit der Cli�ord-Multiplikation, d.h. ∇S
Y (X ·ψ) = (∇LC

Y X) ·ψ+
X · ∇S

Y ψ.

3. Die Cli�ord-Multiplikation ist verträglich mit ⟨, ⟩S , d.h. ⟨Xp · ψp, ϕp⟩S = −⟨ψp, Xp · ϕp⟩S .
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Insbesondere wird darauf durch

D : Γ(S)
∇S

→ Γ(T ∗M ⊗ S)
g→ Γ(TM ⊗ S)

·→ Γ(S)

der Dirac-Operator D de�niert. Für diesen gilt bezüglich einem lokalen Schnitt b : U ⊂
M → Q, dessen Projektion auf das O(p, q)-Reperbündel wir ebenfalls mit b = {bi}
bezeichnen wollen:

Dψ =
∑
i

ϵibi · ∇S
bi
ψ.

Die Dirac-Lagrange-Dichte. Die Lagrange-Dichte für die Dirac-Gleichung lautet

LD(ψ) =
1

2
⟨ψ,Dψ⟩S − 1

2
m0 ⟨ψ,ψ⟩S . (2.1)

Das folgende Lemma zeigt, dass diese in der Tat von einer Lagrange-Funktion kommt:

Lemma 6. Für ein ψ, ϕ ∈ Γ(S) gilt in jedem Punkt x ∈M⟨
ωψ,∇Sϕ

⟩
T ∗M⊗S = −⟨ψ,Dϕ⟩S ,

dabei ist ωψ(X) := X · ψ.

Beweis. Es sei b ein lokaler Schnitt b : U → Q. In diesem ist

ωψ =
∑
i

b∗i ⊗ (bi · ψ), ∇Sϕ =
∑
j

b∗j ⊗∇S
bj
ϕ

und damit ⟨
ωψ,∇Wϕ

⟩
T ∗M⊗E =

∑
i,j

⟨
b∗i , b

∗
j

⟩
T ∗M

·
⟨
bi · ψ,∇S

bj
ϕ
⟩
S

=
∑
i

ϵi
⟨
bi · ψ,∇E

bi
ϕ
⟩
S

= −

⟨
ψ,

∑
i

ϵi∇S
bi
ϕ

⟩
S

= −⟨ψ,Dϕ⟩S .

Für (s, σ) ∈ J1(S) = S ⊕ Λ1(M,S) ist damit

L(s, σ) := −1

2
⟨ωs, σ⟩T ∗M⊗S − 1

2
m0 ⟨s, s⟩S .

die Lagrange-Funktion der Lagrange-Dichte LD.
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Die Euler-Lagrange-Gleichungen für LD. Es sei x ∈M �xiert. Wir berechnen zunächst
∂L
∂ψ (ϕ) und

∂L
∂(∇ψ)(∇ϕ). Für ersteres ergibt sich in x

∂L
∂ψ

(ϕ) =
d

dt
L(ψ + tϕ,∇ψ) |t=0

= −1

2

d

dt
⟨ωψ+tϕ,∇ψ⟩T ∗M⊗E |t=0 +

1

2
m0

d

dt
⟨ψ + tϕ, ψ + tϕ⟩E |t=0

= −1

2
⟨ωϕ,∇ψ⟩T ∗M⊗E − ⟨m0ψ, ϕ⟩

=

⟨
1

2
Dψ −m0ψ, ϕ

⟩
.

Hierbei nutzt man ωψ+tϕ = ωψ + t ωϕ. Analog ist

∂L
∂(∇ψ)

(∇ϕ) = −1

2
⟨ωψ,∇ϕ⟩T ∗M⊗E

und damit (
∂L

∂(∇ψ)

)∗
= −1

2
ωψ.

Wir müssen nun das Kodi�erenzial δωψ berechnen. Dazu wählen wir uns einen x-synchronen
Schnitt b : U → Q. In x gilt dann (∇bµbν) = 0 und −div(bµ)(x) = (δb∗µ)(x) = 0. Mit
ωψ =

∑
b∗µ ⊗ (bµ · ψ) folgt aus (1.2)

δωψ =
∑
µ

δb∗µ bµ · ψ −
∑
µ

ϵµ∇bµ(bµ · ψ)

= −
∑
µ

ϵµ((∇LC
bµ bµ) · ψ + bµ · ∇bµψ)

= −Dψ

Insgesamt sind damit die Lagrange-Gleichungen

∂L
∂ψ

(ϕ) + δ∗
(

∂L
∂(∇ψ)

)
(ϕ) =

⟨
1

2
Dψ −m0ψ, ϕ

⟩
S

−
⟨
1

2
Dψ, ϕ

⟩
E

= ⟨Dψ −m0ψ, ϕ⟩E
!
= 0 ∀ϕ ∈ Γ(E).

äquivalent zu Dψ = m0ψ.

3 Eichtheorie und die inhomogenen Lagrange-Gleichungen

Im Folgenden Abschnitt wollen wir aus Symmetrien einer Lagrangedichte bzw. Lagrange-
Funktion Erhaltungsgröÿen gewinnen. Dazu beschränken wir uns zunächst auf triviale
Vektorbündel und den Satz von Noether.
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3.1 Satz von Noether

In diesem Abschnitt betrachten wir triviale Vektorbündel der Form E = M × V mit
kovarianter Ableitung ∇E = d. In diesem Fall ist Λ1(M,E) ≃ Λ1(M,V ) und damit

J1(E) ≃ E ⊕ Λ1(M,V ).

De�nition 7. Es sei ρ : G → GL(V ) eine Darstellung einer Lie-Gruppe G. Dann heiÿt
eine Lagrange-Dichte L (G, ρ)-invariant, falls für die dazugehörige Lagrange-Funktion
L : J1(E) → R die Eigenschaft L(x, ρ(g) v, ρ(g) ◦ ωx) = L(x, v, ωx) für alle g ∈ G und
(x, v, ωx) ∈ J1(E) gilt.

Theorem 8. [Satz von Noether]
Ist L eine (G, ρ)-invariante Lagrange-Dichte auf E und erfüllt ψ ∈ Γ(E) die Euler-

Lagrange-Gleichung, dann ist für jedes X ∈ g das Vektorfeld

(ρ∗(X)ψ)y ∂L
∂∇ψ

∈ X(M)

divergenzfrei.

Beweis. Es sei X ∈ g �xiert. Dann ist L(ρ(exp tX)ψ) = L(ψ) für alle t und wegen
d
dt(ρ(exp tX)ψ) |t=0= ρ∗(X)ψ folgt

0 =
d

dt
(L(ρ(exp tX)ψ) |t=0

=
d

dt
L(ψ + t ρ∗(X)ψ,∇Eψ) |t=0 +

d

dt
L(ψ,∇Eψ + t∇Eρ∗(X)ψ) |t=0

=
∂L
∂ψ

(ρ∗(X)ψ) +
∂L
∂∇ψ

(∇ρ∗(X)ψ)

=
∂L
∂ψ

(ρ∗(X)ψ) + δ∗
(
∂L
∂∇ψ

)
(ρ∗(X)ψ)︸ ︷︷ ︸

0

+div(ρ∗(X)ψy ∂L
∂∇ψ

).

Um dies zu veranschaulichen, betrachten wir folgendes Beispiel:

Die U(1)-Invarianz des Klein-Gordon-Lagrangians. Wir betrachten das triviale Bün-
del E =M × C über M = R1,3 mit der Lagrange-Dichte L der Lagrange-Funktion

L(ψ,∇ψ) = 1

2
⟨∇ψ,∇ψ⟩T ∗M⊗C − 1

2
m ⟨ψ,ψ⟩C .

Dabei ist ⟨, ⟩C das kanonische reelle (und damit positiv-de�nite) Skalarprodukt auf C.
Zudem fassen wir ψ als R2-wertiges Feld ψ = (ψ1, ψ2) auf. O�ensichtlich ist L invariant
unter der kanonischen eindimensionalen U(1)-Wirkung. Die Lie-Algebra von U(1) wird
durch i ∈ iR erzeugt und es gilt:
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Corollary 9. Für jede Lösung ψ der Dirac-Gleichung ist das Vektorfeld

ρ∗(i)ψy
∂L
∂∇ψ

= ψ1gradψ2 − ψ2gradψ1

Divergenz-frei.

Beweis. Einerseits gilt

d

dt
(eit · ψ) |t=0= ρ∗(i)ψ = (−ψ2, ψ1).

gilt. Andererseits folgt in lokalen Koordinaten aus

∇ψ =
∑
ij

(∇ ∂

∂xi
ψj) dx

i ⊗ bj

die Gleichung

∂L
∂∇ψ

= ⟨∇ψ, ⟩T ∗M⊗C

=
∑
ij

(ϵi∇ ∂

∂xi
ψj)

∂

∂xi
⊗ b∗j

=
∑
j

gradψj ⊗ b∗j .

Damit ist aber

ρ∗(i)ψy
∂L
∂∇ψ

= ψ1gradψ2 − ψ2gradψ1.

für jede Lösung der zu L gehörenden Euler-Lagrange-Gleichungen

∆ψi = mψi i ∈ {1, 2} (∗)

nach dem vorangehenden Satz divergenzfrei. Zur Kontrolle:

div(ψ1gradψ2) = ⟨gradψ1, gradψ2⟩R1,3 + ψ1∆ψ2

(∗)
= ⟨gradψ1, gradψ2⟩R1,3 +mψ1ψ2.

= div(ψ2gradψ1).

3.2 Eichinvarianz

Wir starten mit einer (G, ρ)-invarianten Lagrange-Funktion L̂ auf M × V . Sei zudem
π : P → M ein G-Hauptfaserbündel über M . Dann de�niert L̂ nach Voraussetzung wie
folgt eine Lagrange-Funktion auf E = P×ρV . Indem man nämlich für ein �xiertes x ∈M
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ein Element e ∈ Ex durch e = [p, v] und ω ∈ Λ1(M,E)x als ω = [p, w] mit w : TxM → V
interpretiert, ist

L : J1(E) −→ R
J1(E)x ∋ (e, ω) ∈ 7−→ L̂(x, v, w),

unabhängig vom gewählten Repräsentanten. Dies führt zu der folgenden De�nition.

De�nition 10. Eine Lagrange-Funktion L auf einem Vektorbündel E = P ×ρ V über
M heiÿt (G, ρ)-invariant, falls sie durch eine (G, ρ)-invarianten Lagrange-Funktion auf
M × V induziert wird.

Im Gegensatz zu der kanonischen G-Wirkung auf dem trivialen Vektorbündel M × V ,
lässt sich die G-Wirkung von G auf P im Allgemeinen nicht auf P ×ρV übertragen, denn
g · [p, v] := [pg−1, v] ist bei einer nicht abelschen Strukturgruppe abhängig von der Wahl
des Repräsentanten:

g · [ph, ρ(h−1)v] = [phg−1, ρ(h−1)v]

̸= [pg−1, ρ(h−1)].

Aus diesem Grund verwendet man für die Wirkung die Gruppe der Eichtransformationen
G(P ) auf P , das sind alle Automorphismen f von P mit f(pg) = f(p)g. Damit sei
f([p, v]) := [f(p), v] die durch f ∈ G(P ) induzierte Wirkung auf E.
Weil man jeden Schnitt ψ ∈ Γ(E) durch ψ(x) =

[
p, ψ(p)

]
durch eine ρ-äquivariante

Abbildung ψ ∈ C∞(P, V )ρ auf P mit Werten in V ausdrücken kann, wirkt ein Element
f ∈ G(P ) kanonisch durch

(fψ)(x) :=
[
f(p), ψ(p)

]
= [p, ρ(σf (p)

−1)ψ(p)]

auf Γ(E). Dabei ist

σf ∈ C∞(P,G)G =
{
s ∈ C∞(P, V ) | s(pg) = g−1s(p)g

}
die zu f gehörende G-äquivariante Abbildung auf P mit f(p) = p · σ(p).
Jedoch folgt aus der (G, ρ)-Invarianz von L noch keine Eichinvarianz der induzierten

Lagrange-Dichte L. Sei nämlich ∇A eine durch eine Zusammenhangsform A auf P in-
duzierte kovariante Ableitung auf E. Für eine Eichtransformation f auf P und einen
Schnitt ψ ∈ Γ(E) gilt dann

(∇Afψ)(x) = [p,DA(ρ(σf )ψ)(p)]
i.A.

̸= [p, ρ(σf (p)
−1)(DAψ)(p)]

=: (f ∇Aψ)(x)

bzw.

L(f(ψ),∇Af(ψ))(x)
i.A.

̸= L̂(x, ρ(σf (p)
−1)ψ(p), ρ(σf (p)

−1)(DAψ)(p))

= L̂(x, ψ(p), (DAψ)(p))

= L(ψ,∇Aψ)(x).

11



Um dies dennoch zu erreichen, müssen wir die Eichtransformation zusätzlich auf die
Zusammenhangsform A wirken lassen, denn damit gilt ∇f∗Afψ = f∇Aψ. Diese Ei-
genschaft macht es sinnvoll, die Lagrange-Dichte L statt wie bisher als eine Funktion
L : Γ(E) × C(P ) → C∞(M) zu betrachten, wobei wir mit C(P ) den a�nen Raum der
Zusammenhangsformen auf P bezeichnen. Wir fassen zusammen:

Theorem 11. Ist L eine (G, ρ)-invariante Lagrange-Funktion auf E = P ×ρ V , dann ist

die dazu erweiterte Lagrange-Dichte L : Γ(E)× C(P ) → C∞(M) eich-invariant, d.h.

Lf∗A(fψ) = LA(ψ) ∀f ∈ G(P ).

3.3 Die Eich-Algebra

Wie wir beim Satz von Noether gesehen haben, führen in�nitesimale Variationen von
Symmetrien zu Erhaltungsgröÿen. Dieses Prinzip funktioniert auch in der Eichtheorie.
Dazu gilt es jedoch zunächst einmal den Begri� einer in�nitesimalen Eichtransformation
zu klären, was in diesem Abschnitt geschehen soll.

De�nition 12. Die Eich-Algebra gG von G(P ) sei die Menge der Funktionen C∞(P, g)Ad.
Für σ, ω aus gG setzen wir

[σ, ω]gG (p) := [σ(p), ω(p)]g .

Zudem bezeichnen wir den zu σ gehörende Schnitt aus Ad(P ) = P ×Ad g mit σ.

Lemma 13. (gG , [, ]gG ) ist eine Lie-Algebra. Darüber hinaus ist

exp : gG −→ C∞(P,G)G

σ 7−→ exp ◦σ

wohlde�niert und es gilt d
dt exp(t σ) |t=0= σ.

Beweis. Es sei p ∈ P �xiert. Dann folgt die erste Behauptung aus

[σ, ω]gG (pg) = [σ(pg), ω(pg)]g

=
[
Ad(g−1) ◦ σ(p), Ad(g−1) ◦ ω(p)

]
g

= Ad(g−1) ◦ [σ(p), ω(p)]g
= (Ad(g−1) ◦ [σ, ω]gG )(p).

Zudem ist

exp(σ)(pg) := exp ◦σ(pg)
= exp(Ad(g−1) ◦ σ(p))
= αg−1(exp ◦σ(p))
= g−1 exp(σ)(p) g.

Die letzte Eigenschaft folgt aus d
dt exp(tX) |t=0= X für alle X ∈ g.

12



Bekanntlich entspricht C∞(P,G)G auf natürliche Weise der Menge der Eichtransfor-
mation auf P . Um die Verbindung von gG zu G(P ) vollständig zu schlieÿen, de�nieren
wir

Exp : gG(P ) −→ G(P )
Exp(σ)(p) := p exp (σ) (p).

Schlieÿlich zeigen wir noch das Verhalten von Zusammenhangsformen auf P und Schnit-
ten auf E unter in�nitesimalen Eichtransformationen.

Lemma 14. Für ein A ∈ C(P ), ψ ∈ Γ(E) und σ ∈ gG ist

d

d
(Exp(t σ)∗A) |t=0= DAσ

und
d

dt
(Exp (tσ)ψ) |t=0= −ρ∗(σ)ψ.

Beweis. Für jedes t ist Exp(tσ) ∈ G(P ), d.h.

Exp(t σ)∗A = Ad(exp(t σ)−1) ◦A+ exp(t σ)∗µG.

Die Ableitung nach t an der Stelle t = 0 liefert

ad(−σ) ◦A︸ ︷︷ ︸
=ad(A)∧σ

+
d

dt
(exp(tσ)∗µG) |t=0 .

Es bleibt zu zeigen, dass der rechte Term gerade dσ entspricht. Dies folgt jedoch mit

d

dt
(exp(tσ)∗µG)p (X) |t=0 =

d

dt
(µG)exp(tσ) (d(exp(tσ))p(X)) |t=0

=
d

dt
(µG)exp(tσ)(0) |t=0 +

d

dt
(d(exp(tσ))p(X)) |t=0

=
d

dt

(
d exptσ(p)(tdσp(X))

)
|t=0

=
d

dt
(d exptσ(p)(0) |t=0 +

d

dt
d exp0(t dσp(X))

= dσp(X).

Andererseits gilt für ψ ∈ Γ(E) mit ψ(p) = [p, ψ(p)]

d

dt
(Exp (tσ)ψ)(x) |t=0 = [p,

d

dt
ρ(exp(−tσ(p))ψ(p) |t=0]

Lem.13
= [p,−ρ∗(σ(p))ψ(p)]
=: −ρ∗(σ(x))ψ(x).

Die Ableitung nach t an t = 0 liefert wieder die Behauptung.
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3.4 Der Strom als Erhaltungsgröÿe

Es sei σ ∈ gG �xiert und L eine eichinvariante Lagrange-Dichte. Dann gilt nach dem
vorangegangenem Lemma

0 =
d

dt
LExp(tσ)∗A(Exp(tσ)ψ) |t=0 (3.1)

=
d

dt
LA(ψ − tρ∗(σ)ψ) |t=0 +

d

dt
LA+tDAσ(ψ) |t=0 (3.2)

Die linke Seite ist uns schon bekannt. Die linke gilt es zunächst zu untersuchen.

De�nition 15. Für ein ψ ∈ Γ(E) und ein A ∈ C(P ) heiÿt

∂

∂A
LA(ψ)(ω) := d

dt
LA+tω(ψ) |t=0

Variationsableitung von LA(ψ) in Richtung ω ∈ Ω1(M,Ad(P )).

Lemma 16. ∂
∂AL

A(ψ) ist ein Schnitt in TM ⊗Ad(P )∗.

Beweis. Dazu �xieren wir ein ψ ∈ Γ(E) sowie ein A ∈ C(P ). Dann ist für ωx : TxM →
Ad(P )x die Abbildung

ωx 7→ d

dt
L(ψ(x), (∇Aψ)(x) + t ρ∗(ωx)ψ(x)) |t=0

linear in ωx. Die Behauptung folgt damit aus der Eigenschaft

∇A+tωψ = ∇Aψ + tρ∗(ω)ψ,

wobei ω ein Element von Ω1
hor(P, g)

Ad ist.

Im Folgenden wollen wir annehmen, dass die Lie-Algebra g von G halbeinfach ist und
damit deren Killingform eine Bündelmetrik ⟨, ⟩Ad auf Ad(P ) de�niert. Insbesondere gibt
es dann einen durch die Metrik g von M und ⟨, ⟩Ad gegebenen Isomorphismus zwischen
Γ(TM ⊗Ad(P )∗) und Γ(T ∗M ⊗Ad(P )) = Ω1(M,Ad(P )).

De�nition 17. Die zu ∂
∂AL

A(ψ) gehörende 1-Form JA(ψ) ∈ Ω1(M,Ad(P )) heiÿt Strom
von ψ ∈ Γ(E) zum Zusammenhang ∇A.

Analog zum Satz von Noether werden wir nun sehen, dass wir aus jedem stationären
Schnitt ψ ∈ Γ(E) auf E = P ×ρ V eine Erhaltungsgröÿe gewinnen:

Theorem 18. [Strom-Erhaltung]
Sei A ∈ C(P ) �xiert und ψ ∈ Γ(E) stationär bezüglich A und einer eichinvarianten

Lagrange-Dichte L. Dann ist der Strom JA(ψ) von ψ divergenzfrei, d.h. δA(JA(ψ)) = 0.
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Beweis. Wir steigen direkt in der Gleichung 3.2 und integrieren diese über eine präkom-
pakte Umgebung U . Da ψ stationär sein soll, verschwindet die linke Seite und es bleibt
lediglich folgendes stehen

ˆ
U

d

dt
L,A+tDAσ(ψ) |t=0 dMg =

ˆ
U

∂

∂A
LA(ψ)(dAσ) dMg

=

ˆ
U

⟨
JA(ψ), dAσ

⟩
T ∗M⊗Ad(P )

dMg

=

ˆ
U

⟨
δA(JA(ψ)), σ

⟩
Ad(P )

dMg

!
= 0

Weil σ und U beliebig wählbar sind, folgt daraus die Behauptung.

3.5 Die inhomogenen Lagrange-Gleichungen

Bisher wurde stets eine Zusammenhangsform A auf P �xiert. In diesem Abschnitt wollen
wir jedoch nicht nur ψ variieren sondern gleichzeitig auch A. Um dies tun zu können,
benötigt man ein eichinvariantes Wirkungsfunktional für A und benutzen dazu das Yang-
Mills-Funktional:

LYM (A) := −1

2

⟨
FA, FA

⟩
bzw. SYMU (A) :=

ˆ
U
LYM (A) dMg.

De�nition 19. Ein Paar (A,ψ) heiÿt stationär bezüglich SU + SYMU , falls

d

dt

(
SU (ψ + tϕ) + SYMU (A+ tω)

)
|t=0= 0

für alle ϕ ∈ Γ(E) und ω ∈ Ω1(M,Ad(P )) erfüllt ist.

Theorem 20. Ein Paar (A,ψ) ist genau dann stationär bezüglich SU+SYMU für alle prä-

kompakten Umgebungen U ⊂M , falls es die inhomogenen Euler-Lagrange-Gleichungen

1. ∂LA

∂ψ +
(
δ∇

A
)∗ (

∂LA

∂(∇Aψ)

)
= 0 und

2. δAFA = JA(ψ)

erfüllt.

Beweis. Hierbei nutzen wir die Eigenschaft

d

dt
(−1

2

⟨
FA+tω, FA+tω

⟩
|t=0= −

⟨
FA, dAω

⟩
,

welche aus

FA+tω = FA + tdAω +
1

2
t2 [ω, ω]
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folgt. Daraus ergibt sich nämlich

d

dt

(
SA+tωU (ψ + tϕ) + SYMU (A+ tω)

)
|t=0 =

ˆ
U

d

dt
LA+tω(ψ + tϕ) |t=0 dMg

−
ˆ
U

⟨
FA, dAω

⟩
dMg

=

ˆ
U

∂LA

∂ψ
(ϕ) +

(
δ∇

A
)∗

(
∂LA

∂(∇Aψ)

)
(ϕ)dMg

+

ˆ
U

⟨
δA(JA(ψ)), ω

⟩
Ad(P )

dMg

−
ˆ
U

⟨
δAFA, ω

⟩
dMg

Und weil man ϕ und ω beliebig wählen kann, erhält man damit die Behauptung.
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