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Schreiben Sie auf jede Lösung bitte ihren Namen, ihre Matrikelnummer und ihre Übungsgruppe

(Wochentag + Übungsleiter + ev. Zeit)

Aufgabe 7.1 (3+2 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass die Folge an = (1 + x
n)n für alle x ∈ R konvergiert.

b) Sei (xn) eine Folge in R, sodass lim
n→∞

xn = 0. Zeigen Sie: lim
n→∞

(1 + xn
n )n = 1.

Aufgabe 7.2 (2+1+1 Punkte)

a) Seien (zn) und (wn) Folgen in C, sodass (zn) beschränkt ist und lim
n→∞

wn = 0. Zeigen

Sie: lim
n→∞

znwn = 0.

b) Seien (zn) und (wn) Folgen in C, sodass zn · wn konvergiert. Kann daraus die Kon-
vergenz von (zn) bzw. (wn) gefolgert werden?

c) Seien f(x) = xd +ad−1x
d−1 + · · ·+a1x+a0 und g(x) = xe + be−1x

e−1 + · · ·+ b1x+ b0

Polynome mit ai, bj ∈ C und 0 ≤ d < e. Zeigen Sie: lim
n→+∞

f(n)

g(n)
= 0.

Aufgabe 7.3 (6 Punkte) Untersuchen Sie die folgenden Folgen reeller Zahlen auf Kon-
vergenz und bestimmen Sie ggf. den Grenzwert:

an =
(1 + 7n+ n3)4

3− 14n12
, bn = sin

(nπ
4

)
+

1

n2
, cn = n · cos2

(nπ
3

)
,

dn =
n∑

k=1

1

k(k + 1)
, en =

n∑
k=0

1

2k
, fn =

n

√
3n+1 + 3

√
n2+1.

Aufgabe 7.4 (2+2 Punkte)

a) Für q ∈ R sei xn = qn und ym := 1
m

(
x1 + ...+ xm

)
. Geben Sie alle q ∈ R an, für die

(xn) konvergiert und alle q ∈ R für die (ym) konvergiert. (Wie lauten die Ergebnisse
für q ∈ C?)

b) Sei nun (xn) eine beliebige Folge in C mit xn −→ x∗ und (ym) wie in a) definiert.
Zeigen Sie ym −→ x∗. Hinweis: Benutzen Sie die Beschränktheit von (xn) und

ym − x∗ =
1

m

(
(x1 − x∗) + ...+ (xn0−1 − x∗)

)
+

1

m

(
(xn0 − x∗) + ...+ (xm − x∗)

)
für geeignete n0 < m.

Schriftliche Zusatzsaufgabe 7.Z (3 Punkte) Sei (an) eine Folge reeller Zahlen sodass

an ≥ 1 und limn→+∞
√
an
n = 0. Zeigen Sie, dass limn→+∞ n

√
an = 1.
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Die folgenden Aufgaben werden teilweise in den Übungen besprochen.

Aufgabe 7.A

a) Sei (an) eine Folge in C. Zeigen Sie: Aus lim
k→∞

a2k = a = lim
k→∞

a2k+1 folgt lim
n→∞

an = a.

b) Sei (an) eine Folge in C, und seien f, g : N→ N zwei monoton wachsende Funktionen
mit N = f(N)∪g(N). Zeigen Sie: Aus lim

n→∞
af(n) = a = lim

n→∞
ag(n) folgt lim

n→∞
an = a.

Aufgabe 7.B

a) Entscheiden Sie, ob die folgenden rekursiv definierten Folgen konvergieren und be-
stimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

xn+1 =
xn

xn + 1
, yn+1 =

1

yn

Dabei sei in beiden Fällen x1 = y1 = c > 1 eine feste reelle Zahl.

b) Seien x1 und d positive reelle Zahlen und (xn) die folgende rekursiv definierte Folge:

xn+1 =
1

2

(
xn +

d

xn

)
Zeigen Sie, dass (xn) gegen

√
d konvergiert.

Aufgabe 7.C
Bestimmen Sie die Grenzwerte der folgenden Folgen reeller bzw. komplexer Zahlen:

an =
(2+3i)n3 +7n+9

n
(
(1−2i)n−1

)(
(2+5i)n−3

) , bn = n cos 1
n , cn =

(
2n

n

)
, dn = 4n +10n−11n.

Aufgabe 7.D

a) Es seien positive reelle Zahlen a1, . . . , an gegeben. Wir definieren das arithmetische
Mittel An := 1

n(a1 + ...+ an) und das geometrische Mittel Gn := n
√
a1· ... · an. Bewei-

sen Sie, dass stets An ≥ Gn gilt.

b) Seien x, y ∈ R+ und (an), (gn) die folgenden rekursiv definierten Folgen:{
a0 := x+y

2 ,

an+1 := an+gn
2

,

{
g0 :=

√
xy,

gn+1 :=
√
angn

Zeigen Sie: (an) und (gn) konvergieren gegen den gleichen Grenzwert M ( M heißt
das arithmetisch-geometrische Mittel von x und y).
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