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Allgemeiner Hinweis: Sie konnen Teilaufgaben, die Sie nicht bewiesen haben, in spéateren
Teilaufgaben verwenden.

Aufgabe 8.1 (2+1+3 Punkte) Betrachten Sie R” mit der Standardmetrik d(z,y) = ||z —
yll-
a) Sei A C R" beschréinkt und abgeschlossen. Fiir z € X definieren wir

d := inf d .
a(z) := inf d(z,y)
Zeigen Sie, dass da(x) = 0 genau dann, wenn x € A.

b) Sei B C R™ auch beschrinkt und abgeschlossen. Zeigen Sie, dass {da(x) |z € B}
beschriankt ist und daher d(A, B) := sup d4(x) definiert ist.
€D

c) Betrachten Sie die Menge X = {A C R™| A beschrinkt und abgeschlossen} und fiir
A,B € X sei dy(A, B) := max{d(A, B),d(B,A)}. Zeigen Sie dass dy eine Metrik
auf X ist (dg heiBt Hausdorff-Metrik).

Aufgabe 8.2 (1424241 Punkte)
Mit Aufgabe 7.1. definieren wir exp(x) := le (1—1—%)” fiir x € R. Zeigen Sie:
a) exp(x) > 0 fiir alle z € R.
n k
b) exp(z) = lim Z % fiir alle z > 0. (Die Gleichheit gilt sogar fiir alle x € R).

n—00
k=0

c) exp(z+y) = exp(z) - exp(y) fiir alle z,y € R. (Daraus folgt: exp(q) = €%, Vq € Q.)
[Hinweis: 7.1b)]

d) Die Abbildung exp: R — R™ ist streng monoton wachsend.

Aufgabe 8.3 (242 Punkte)

a) Sei (X, d) ein metrischer Raum und (x,,) eine Folge in X. Zeigen Sie, dass die Menge
HP(z,) der Haufungspunkte von (x,,) abgeschlossen ist.

b)

w2

el (zp) eine beschriankte Folge in R mit der Standardmetrik. Zeigen Sie, dass

HP(zy) ein Maximum hat und dass lim sup x,, = max H P(x,,). [Hinweis: 6.C]
n—oo

Aufgabe 8.4 (4 Punkte) Betrachten Sie die Abbildung ¢ : R — (—1,+1), = — Tt

a) Zeigen Sie, dass ¢ bijektiv ist.

b) Zeigen Sie, dass dy(z,y) := |¢(x) — ¢(y)| eine Metrik auf R definiert. (dy ist die von
¢ induzierte Metrik.)

c) Entscheiden Sie, ob (R, dy) vollsténdig ist.
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Schriftliche Zusatzaufgabe 8.Z (3 Punkte) Eine Teilmenge A C R"™ heifit konvex wenn
fir alle z,y € Aund ¢t € [0,1] gilt: (1—t)z+ty € X. Sei A C R™ beschrénkt, abgeschlossen
und konvex und sei d4 wie in Aufgabe 8.1. Zeigen Sie, dass fiir jedes © € X genau ein
y € A existiert, sodass d(z,y) = da(x).

Die folgenden Aufgaben werden teilweise in den Ubungen besprochen.

Aufgabe 8.A
Wir betrachten auf der Menge der natiirlichen Zahlen die Funktion d : N x N — R,
[n —m|
d = — N 1
(om) =" e (1)

a) Zeigen Sie, dass (N, d) ein metrischer Raum ist.

b) Entscheiden Sie, ob (N, d) vollstidndig ist (mit Beweis).

c) Bestimmen Sie alle offenen und alle abgeschlossenen Teilmengen von (N, d).
Aufgabe 8.B (Verallgemeinerte Intervallschachtelung)

Sei (X, d) ein vollstdndiger metrischer Raum und A C X eine nichtleere und beschrankte
Teilmenge. Wir definieren

diam(A) := sup{d(z,y) |z,y € A} (der Durchmesser von A).
Sei (F,) eine Folge nichtleerer, beschrinkter und abgeschlossener Teilmengen von X mit

FFDOF,DF3D ..., und lim diam(F,) =0

n—oo

Zeigen Sie, dass genau ein x € X existiert mit ﬂ F, = {x}.
neN

Aufgabe 8.C Sei (z,,) eine Folge reeller Zahlen. Wir definieren:

T:= lim supxp und z:= lim inf x;.
n—00 >, n—oo k>n

e Warum existieren die Grenzwerte? (Ist (z,) nach oben/unten unbeschrinkt, so sei

lim 400 = +00).
n—oo

e Zeigen Sie, dass 7 und z Hiaufungspunkte von (x,,) in R sind. Zeigen Sie

T = limsupx, und 2z = liminfz,.
n—o0 n—00



