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Losungen der Aufgaben zu Abschnitt 5.5

1. 2. Addiert man in der Gleichung P+ v = @ + ¢ auf beiden Seiten —v, so
ergibt sich nach Def. 5.10 (iii): P+ ¢ = @ + 0. Wegen (i) folgt P = Q.

3. Durch Addition von —v auf beiden Seiten der Gleichung P+ v = @ ergibt
sich P4+ 0 = Q + (—7). Wegen Definition 5.10 (i) entspricht dies der
Behauptung P = @ + (—9).

5. Wegen 4. ist P, P§+P2 P§ =P P;,. Durch erneute Anwendung von 4. ergibt
sich PP + PoPs + PsP) = Py PQ, + P P3 PyP;. Dieses Verfahren lisst
sich fortsetzen; er erhalten P1P2 +P2P3+ A P ng 1= PlPk 1 und
daraus schliellich P1P2+P2P3+ AP 1]-_’;~C = PP _ 1+Pk 1Pk = PlPk

6. Nach Definition 5.10 (ii) und der letzten Bemerkung dazu (siehe S.203)
existieren eindeutig bestimmte Vektoren PE und RP mit P + PE=R
und R + BP = P. Durch Einsetzen folgt daraus (P + P—R>) +RP =P
und wegen Definition 5.10 (iii): P + (]T}% + ﬁ) = P. Nach Definition
5.10 (i) ist P+ 0 = P; wegen der Eindeutigkeitsaussage Satz 5.22, 1 folgt
die Behauptung PR + RP = 0, die wegen des Vektorraumaxioms A4
(siehe S. 168) und der Eindeutigkeitsaussage 4 in Satz 3.10 (siehe S. 111)
gleichbedeutend mit PR = —RP ist.

2. M1=2, ) =-3;dh P(2,-3)

8. P(L5—5) 0 Q(-2-53)k

4. Umformung der Gleichung der Parabel mittels quadratischer Ergdnzung er-
gibt y = (x+4)? + 3. Der Scheitelpunkt der Parabel ist der Koordinatenur-

K

sprung des ,,neuen“ Koordinatensystems: O = <_§ > Die Gleichung der Para-

bel in Koordinaten z’, 3" beziiglich des Koordinatensystems K, ={0;é1;ée2}

ist 3/ = % . Man setzt b1 =€ = ((1)) und bg 5 €y = <9> (siehe die

2
Uberlegungen in dem Beispiel 5.34 auf S. 207). Beziiglich des Koordinaten-

systems K ={O;b1; b2} hat die Parabel die Gleichung Ap = A\?.

5. Beziiglich des Koordinatensystems K ={0O;¢1;¢é2} hat die Parabel die Glei-
chung v’ = 422, ihr Scheitelpunkt ist mit dem Koordinatenursprung O des

- /
Koordinatensystems K identisch. Daher ist (g) = ( g)—k(;) Durch

Einsetzen dieser Beziehungen fiir 2’ und y’ ergibt sich y—5 = 4 (z+2)? bzw.
y=4(x+2)?+5 bzw. y = 42° +16 z+21.

6. Essei N ={P|P=Py+u; uc U}, QeEN und M = {P|P=Q+v; v e U}.
Es ist zu zeigen, dass fiir beliebige Punkte P gilt: Pe N & P € M.

= Ist P ein beliebiger Punkt von N, so existiert © € U mit P= Pyp+4 und
wegen Q € N existiert @ € U mit Q= FPy+&. Dann gilt

P = Pyt —% +@ = Q—F +.



A. Filler: Elementare Lineare Algebra Losungen zu Abschnitt 5.5

Also ist P = Q+vU mit ¥ = u—w. Nach der Definition des Begriffs , linearer
Unterraum® ist ¥ € U und somit P € M.

<= Ist P € M, so existiert ¥ € U mit P = Q+v. Wegen Q € N existiert
wiederum w € U mit Q= Py+w bzw. Po=Q —w. Es gilt
P =Q—wW+w+7= Py+w +7.
Nach der Definition des Begriffs ,linearer Unterraum* ist @w+v € U und
somit PEN.

. Essei N ={P|P=Py+u; u € U} ein affiner Unterraum eines affinen Rau-
mes A mit dem zugehorigen linearen Unterraum U. Wir stellen zunéchst fest,
dass die Verkniipfung +: A x V' — A auf N abgeschlossen ist, d. h. dass fiir
einen beliebigen Punkt P € N und einen beliebigen Vektor v € U der Punkt
Q = P+v zu N gehort. Ist P € N, so existiert definitionsgeméfl @ € U mit
P = Py+u. Dann ist Q = Py+u+9. Nach der Definition des Begriffs linearer
Unterraum ist ©w+v¢ € U und daher (Q € N. Es bleibt zu zeigen, dass N die
Eigenschaften (i)-(iii) der Definition 5.10 erfiillt.

(i) Diese Bedingung ist dadurch erfiillt, dass N eine Teilmenge eines affinen
Punktraumes A ist und definitionsgeméf fiir alle P€ A gilt P40 = P.
(ii) Fiir beliebige P, Q € N existieren u,w € U mit P= Py+u, Q = Po+.
Wir setzen v = W—u, dann ist ¥ € U und Q = P—u+4wW = P+4. Die
Eindeutigkeit folgt daraus, dass N eine Teilmenge eines affinen Punkt-
raumes A ist, in der die Eindeutigkeit des Vektor v € V mit Q = P + ¥
definitionsgemifl gegeben ist.

(iii) Die Giiltigkeit der Rechenregel P + (i + ¢) = (P + %) + U in N folgt aus
ihrer Giiltigkeit in A (da N CA).

. Die zugehorigen linearen Unterrdume sind die linearen Hiillen von a bzw.

—

b, also Uy = (@) und Uz = (b). Es bestehen folgende Mbglichkeiten der
gegenseitigen Lage von g1 und g2:

e Die beiden Geraden sind identisch; dann ist g1 N g2 = g1 = g2, und fiir die
Dimension der Schnittmenge gilt dim(g1 M g2) = 1. Auch die zugehorigen
linearen Unterrdume sind identisch, somit gilt dim(U1N Uz) = 1.

e g1 und g2 schneiden sich in einem Punkt, d.h. dim(g: N g2) = 0. Die
Schnittmenge der linearen Unterrdume U; und Us enthélt nur den Null-
vektor, also dim(U1N Uz) = 0.

e Falls g1 und g2 parallel sind, ist ihr Durchschnitt die leere Menge, besitzt
also keine Dimension. Die zugehorigen linearen Unterrdume sind hingegen
identisch, also ist dim(U1N Us) = 1.

e Falls g1 und g2 windschief sind, ist ihr Durchschnitt ebenfalls die leere
Menge, besitzt also keine Dimension. Die Schnittmenge der linearen Un-
terrdume U; und Uz enthélt nur den Nullvektor, also dim(UyN Usz) = 0.
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9. Es konnen folgende Fille auftreten:

e g C ¢; in diesem Falle ist Uy, C Ue. Es gilt also dim (U N Ugy) = 1 und
dim A(gUe) = dim (Us + Uy) = 2. Da auflerdem (wie auch in den beiden
anderen Fillen) dimg = 1 und dime = 2 ist, gilt
dime +dimg = dim A (gU¢) + dim (U N Uy).

e gNe ={}, dh g und ¢ sind parallel; in diesem Falle ist ebenfalls
Uy C Ue, also dim (U: NUy) = 1 und dim (Us + Uy) = 2. Der kleinste
affine Unterraum, der ¢ und ¢ enthilt, ist jedoch der gesamte Raum R?,
es ist also dim A (g Ue) = 3. Somit gilt dim A(gUe) = dim (Us + Uy) + 1
und dime +dimg =dim A (g Ue) + dim (U NUy) — 1.

e ¢ und e schneiden sich in genau einem Punkt S: g Ne = {S}. Hierbei
haben U, und U. nur den Nullvektor gemeinsam, d. h. dim (U NUy,) = 0.
Da die Vektoren d, I;, ¢ in diesem Fall linear unabhéngig sein miissen, ist
dim (U: + Ug) = 3 und auflerdem dim A(g Ue) = 3.

Somit gilt dim A(g Ue) = dim (Ue 4+ Uy) und
dime 4+ dimg = dim A (g U¢e) + dim (Us N Uy).

10. Es gilt 2 < dim A (¢ Ug) < 4, da g und ¢ innerhalb von A liegen und ihre
affine Hiille daher maximal A selbst sein kann, zugleich aber mindestens die
Ebene € enthélt. Wir untersuchen fiir eNg = {} und eNg # {} die moglichen
Fille dim A (e U g) = 2,3,4. Es seien Ue und U, die zu g bzw. € gehdrenden
linearen Unterrdume.

e ¢ und g besitzen keinen Schnittpunkt, d.h. eNg = {}.
In diesem Falle gilt wegen dime = 2 und dim g = 1 nach Satz 5.28 (ii):
3=dimA(eUg)+dim (U-NUy)—1 = dim A(eUg)+dim (U-NUy,) = 4.
dimA(eUg) =2. In diesem Falle miisste dim (U. N Uy) = 2 sein, was
wegen dim Uy, = 1 nicht moglich ist.
dimA(eUg) =3. Esgilt dim (U: NUy) = 1; g ist parallel zu e.
dimA(eUg) =4. Esgilt dim (U.NUy) = 0. Die Gerade g und die Ebene ¢
haben in diesem Falle keine gemeinsame Richtung und
sind, da sie auch keinen gemeinsamen Punkt haben,
windschief.
e ¢ und g besitzen mindestens einen gemeinsamen Punkt, d. h. e N g # {}.
In diesem Falle gilt nach Satz 5.28 (i): dim A(e U g) + dim (U N Uy,) = 3.
dimA(eUg) =2. Indiesem Falle ist dim (U. NUy) = 1, g liegt ganz in €.
dimA(eUg) =3. Esgilt dim (U.NUy) = 0. U NUy besteht nur aus dem

Nullvektor. Die Ebene € und die Gerade g haben genau
ewnen gemeinsamen Punkt.

dimA(eUg) =4. Dies ist wegen dim A(e U g) + dim (U N Uy) = 3 nicht
maglich.
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T
11. Fiir jeden Punkt P =|{ 32 | € N muss die Gleichung
T4
T1 2 3 4 3N +4p = x1—2
x2 | [ 1 2 5 2X +5pu = x2—1
s | =1 3 +A|_] [Tw]| 7| bzw.dasLGS T ¥ Tu = z3—3
T4 4 0 -3 — 2p = xa4—4

erfiillt sein. Dieses LGS wird in zwei Gleichungen umgeformt, in denen nur
noch 1, x2, x3, x4 auftreten. Unter Verwendung der letzten und der vorletz-
ten Gleichung lassen sich A und g durch z3, x4 ausdriicken:

A= —x3—5x4+17, o= —%:1:4—1—2
Durch Einsetzen in die ersten beiden Gleichungen des LGS nehmen diese

folgende Gestalt an:
T1 +3x3+%x4: 61

$2+2$3—|—%m4: 45.

Der gegebene affine Unterraum ist die Losungsmenge dieses LGS.





