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Losungen der Aufgaben zu Abschnitt 5.6

1. Es ist zu zeigen, dass B die Bedingungen der Definition 5.15 erfiillt. Es gilt
fiir beliebige @ = <$u> G (%) e (:vw>:
Yu )’ Yov )’ Yuw
Bl. B(d+7,%W) = (zu+%v) Tw+ (Tu+2T0) Yw+ (Yu+Y0) Tw+ 2 (Yu+Yv) Yw

= Ty Tw + Tu Yw + Yu Tw + 2 Yu Yuw
+ Ty Tw +xvyw+yvxw+2yvyw

= B(u, W) + B(V, W)
B\, V) = Ay Ty + ATy Yo + AYu To + 2 AYu Yo
= A (Tu To + Tu Yo + Yu To + 2Yu Yo) = A B(U, V)
B2. B(u, V) = Ty Ty + Tu Yo + Yu To + 2 Yu Yo
= Ty Tu + Yo Tu + To Yu + 2Y0 Yu = B(U, Q)
B3. B(#, %) = TuTu + TuYu + Yu Tu + 2Yu Yu = T2 + 220 Yu + 242
= (wutyu)” +va
Da B(u, u) die Summe zweier Quadrate reeller Zahlen ist, gilt B(u, @) > 0
fiir beliebige 4. Damit B(, @) = 0 ist, miissen (,+yv) sowie y,, und damit
auch z,, Null sein. Somit gilt B(w, #) = 0 nur, wenn 4 der Nullvektor ist.
Durch B ist somit eine positiv definite symmetrische Bilinearform gegeben,
mit der R? zu einem euklidischen Vektorraum wird.

2. Nach Definition 5.15 B1 a gilt B(u, AU+ puw) = B(u@, \V) + B(u, pw) (siehe
auch die erste Bemerkung zu Definition 5.15). Nach Definition 5.15 B1 b ist
B(i, \V) = A B(u, ¥) und B(u, uy) = p B(u,w), also

B(u, \v+p) = B(u, \V) + B(u, pw) = A B(u, ) + p B(u,w).

3. Die Skalarprodukte glgj der Basisvektoren sind:
b1-by = 157, by by = 282, bs-bg = 45,
bi-bo = bo-b1 = 146,  bi-bs = bs-bi = —32,  ba-b3 = b3-b2 = —33.
Wir berechnen nun mithilfe der Gleichung (5.1) das Skalarprodukt der Vek-

2

5 und ¥ mit p; = -2,

toren u mit den Koordinaten A1 =1, Ao = %, Az = —
ugz—%, 3 = % Durch Einsetzen in (5.1) ergibt sich:

3 3
u-v = ZZ)\Z'[LJ' l_);l_)’y
i=1j=1
= Nipa1-b1-b1 4 A2 bi-ba + A1z -b1-bs + Aap1-b2-b1 + Aajig-ba-bo
A2z -bo-bs + Asp1-b3-b1 + Aap2-b3-b2 + A3z -b3-bs
= 1-(—2)-157+ 1-(—%)-146 + 1-2-(—32) + 2 -(—2)-146 + 5 -(—1)-282
432.(-33) — 2.(-2)-(~82) — 2-(~5)-(-33) - 2245

3°3
= —2086
Zum Vergleich: Die gegebenen Vektoren sind (wie man anhand ihrer Koordi-
-9 14
naten beziiglich der Basis B ausrechnet) u= | 8 |, ¥=[—17 |. Berechnet
32 —57

man deren Skalarprodukt direkt, so erhélt man ebenfalls -7 = —2086.
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. Ist 4 der Nullvektor, so gilt die Behauptung wegen @-v = 0 und |0] = 0
trivialerweise. Anderenfalls existiert wegen der linearen Abhéngigkeit von o
und v eine reelle Zahl A\ mit ¥ = A 4. Damit ist

AT =TT TNC =TT - Na-Nd = |a@]* |(Na|]* = |ad]?- |0,

also |u-v] = |u]-

—

|G- 7]* = -0
CiE

. Nach der Dreiecksungleichung ist A4 + pv'| < |Au| + |p¥]. AuBerdem ist
NG| = VAG-AG = VA24d-@ = |A|@] und analog [AT] = |A||7]. Also gilt
AT+ pd| < [A[[d] + |pl]d].

. Als Basis des Vektorraumes der magischen 3x3-Quadrate wurde in dem Bei-

~1 0 2

1 ~1 3

0 0

1 -1

spiel 5.29 B = {b1;b2;b3} mit by =| 0 |, b2=| 0|, bs=| 1 | ermit-

~1 ~1 1

i

3

1 0 0

telt. An dieses Basis fithren wir das Gram-Schmidtsche Orthonormierungs-
verfahren durch (vgl. Beispiel 5.50) und konstruieren eine Orthonormalbasis

= {0;69;69}.
Schritt 1:

Den ersten Basisvektor by erhalten wir durch Normierung von by:
-1 -1

1
NGH

1
0
1
0] =
1
0
1
1

Schritt 2:

Der Basisvektor b3 soll in der linearen Hiille (51, gg) liegen und zu by bzw.
zu by orthogonal sein, d. h. b3 = A b1+ bs (A, 0 € R) und b9 by = 0.
Durch Berechnung von by -by erhiilt man by-by = 0 und stellt somit fest,
dass by die Orthogonahtatsbedlngung bereits erfiillt. Somit ergibt sich der

Basisvektor b2 einfach durch Normierung von b2
0 0
—1 —1
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Schritt 3:

Der Basisvektor 630 soll zu der linearen Hiille (510 , 520 , 53) gehodren und zu den
Vektoren 510 und 520 orthogonal sein, d. h. l;g? = )\510—{—,u 520+1/ bs (A, p,v € R)
sowie 5;? 5{) = 0 und g;? 520 = 0. Zu bestimmen sind Koeffizienten A, u, v,
welche diese Bedingungen erfiillen. Dazu setzt man 530 = A 5{)+uggo+yl;3 in
die beiden Orthogonalitdtsbedingungen ein:

0 = (ABY+ubS+vbs) B = NBP-BP + ub9 50 + vby-bP = A~ Zw
0= <Agf)+ug§+u53>-g§ :)\51()~52()+u52()-52()—|—1/53'520 =K = \/lg’*

Damit haben wir ein LGS, das wir nach A, u, v 16sen. Wir erhalten eine ein-
parametrige Losungsmenge: A\ =1t, u =1t, v = \/Té t. Setzen wir t = 1, also
A=l pu=1v= @, so erhalten wir einen Vektor Bg, der die Orthogona-

litdtsbedingungen erfiillt und in der linearen Hiille <l;10, by, g3> liegt:

2
-1 0 3 1
1
1 -1 3 1
0 1 0 1
1 —1 1
b o— L 1 V6 11 = L
-1 -1 1 1
2
0 —1 3 1
1
—1 1 3 1
1 0 0 1
1
1
1
- - 1 - 1 1
Durch Normieren des Vektors bs erhalten wir bY = mbg =3 1
3 1
1
1
1

Man priift leicht nach, dass B® = {5{) b3 b } eine Orthonormalbasis ist:
b.p0 =1, bd-bd =1, by bY =1,
b6 =660 =0, b6y =0b9-b0 =0, bY-bY =bY-bY = 0.

In der Matrizenscheibweise ist

1 1 0 0o-—-L L 111
V6 V6 V6 V6 3 33
BY — % 0o—-L |. 1 0 —-L 11 1
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