A. Filler: Elementare Lineare Algebra

Losungen zu Abschnitt 6.2 1

Losungen der Aufgaben zu Abschnitt 6.2
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Um das Produkt Co A zu berechnen, miisste die Zeilenléinge (bzw. die
Spaltenanzahl) von C mit der Spaltenldnge (die gleich der Zeilenanzahl
ist) von A iibereinstimmen. Dies ist jedoch nicht der Fall. Aus demselben
Grunde existiert CoB nicht.

20 —13 11 26 29 —-34
e AoB = 8 =13 -4 |, BoA=| 17 —10 -30 |,
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. Essei B= (Cé 3) eine Matrix. Damit
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miissen die beiden Produktmatrizen in allen Koeffizienten iibereinstimmen:

2a + ¢
2b+d
3a + 4c
3b+ 4d

Durch Losen dieses LGS erhilt man

2a + 3b
a+ 4b
2c+ 3d
c+4d.

eine zweiparametrige Losungsmenge:

_ 2 _
a=s—3t, b=

2, t
é’ c = t, d = s. Alle Matrizen der Form B = (S_gi ?9)

sind also mit A vertauschbar.
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7 —59 35 —65 P

BoC=| 7 15 -10 37, (BoC)T =
—6 —25 0 —15) 35 —10 0
—65 37 —15

Es gilt also (zumindest bei diesem Beispiel) (B o C)T = CTo BT.

Y



2 A. Filler: Elementare Lineare Algebra Losungen zu Abschnitt 6.2

6. Es ist zu zeigen, dass fiir beliebige A € R*™ B € R™" und \ € R gilt:
A-(AoB)=(AA)oB=Ao(AB).
Es seien A = (a;;) i=1... und B = (b;;) i=1..n.. Dann gilt

j=1l...m j=1l...n

Ao B—( aikzbkj>z'—1 1
-1 j=1l...n

!
AA = (Naij)i=1. L (A\A)oB = (Z(Aaik)bkj> i=1..1
j=1...

j=1l...m

AB = ()\'bij)i:l‘.‘m, Ao ()\B) = (f: Al ()\bkj)> i=1...1 -

j=1...n k=1 j=1l...n
Wegen A a;ibr; = (Aair) br; = air (Aby;) gilt die Behauptung.

7. o Die gegebenen Situation wird durch die folgende Tabelle beschrieben.

Ei wird zu |Larve wird zu | Kafer wird zu |alter Kéafer wird
8 4 Eier
% Larven
% Kafer
i alte Kéfer
00 84
: . : - $ 000
Die zugehorige Populationsmatrix ist P = 0% 00
9
00210
1000\ (Eier)
. ..~ | 1000 | (Larven)
e Der Populationsvektor des Anfangsbestandes ist pp = 1000 | (Katfer)

1000 / (alte Kifer).
Durch mehrfache Multiplikation des Populationsvektors pp mit der Popu-
lationsmatrix ergeben sich die Bestande p1 =Popy, p2 =Popi, ps3=Pops
und ps =Pops nach 1, 2, 3 bzw. 4 Monaten (gerundet auf ganze Zahlen):

12000 4556 1333 10778\ (Eier)
L 250 _ | 3000 | 1139 _— 333 | (Larven)
p1 444 P27 111 P37 1333 P PAT | 506 | (Kafer)
250 111 28 333/ (alte Kafer).
e Es ist ein Vektor ¢ mit
qE 00 84 qE 8qr +4dar
1 1

f=Pog,dn | =100Vl | |1

qK 035 00 9K 5 4L

qaK 00 % 0 daK %QK
zu bestimmen (falls ein solcher existiert). Dazu ist folgendes LGS zu l6sen:
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¢ = 8qx+4qak qE — 8qx — 4qax = 0
a = 34E b —Yar + aqr 0
g = %cm — %qL + gk 0
GQok = 74K — 39k + qax = 0.

Man erhélt eine einparametrige Losungsmenge:
qe = 361, qr = 9%, qx = 4t, qux =t (t € R).

3600
o . 900 . . oo . .
Somit ist z. B. § = 400 | €n Vektor mit Po ¢= ¢, der eine ,;stabile
100
Population®“ beschreibt. Wir {iberpriifen dies und erhalten tatséchlich
0084 3600 3600
1
Pog—| 1 i) 00 . 900 _ 900
05 00 400 400
0030 100 100
17 5 1 13
36 36 18 36
2 5 101 29 17 19
-1 _ (21 T 21 -1 _ -1 _ 18 18 9 18
SA_ll’B_213’C__§lll
7 7 021 6 6 3 6
_4 2 1 2
9 9 9 9

9. Daraus, dass die beiden Spaltenvektoren linear unabhéngig sein miissen, lasst

sich die Bedingung ad # bc fiir die Regularitat der Matrix A = (CCL 3) her-

leiten. Als inverse Matrix berechnet man
d b

A_l — 1 < d _b> — adgbc _adabc .
ad—bc \ =€ a " ad-bc ad—bc
10. Nach Satz 6.6 gilt fiir beliebige nxn-Matrizen A, B: BToAT = (AoB)7.
Insbesondere gilt also fiir eine reguldre Matrix A und ihre Inverse:

ATo(A™HT = (A o A)T = E}.

Da die Transponierte E der Einheitsmatrix gerade E,, selbst ist, folgt dar-
aus ATo(A™HT = E,,. Damit ist (A_l)T die Inverse zu A", es gilt also
(AT =(a)"





