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Dreidimensionale Computergrafik und
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Vorschlage fir den Mathematikunterricht in der S 11

von
Andreas Filler, Berlin

Zusammenfassung: Die dreidimensionale Computergrafik (bt auf viele Jugendliche einen
groBBen Reiz aus und weist zudem eine Reihe interessanter Bezlige zu den Inhalten des Ma-
thematikunterrichts in der Sekundarstufe Il auf. Auf der Grundlage einer Diskussion von
Zielen und Defiziten des Unterrichts im Stoffgebiet Analytische Geometrie sowie einer zu-
sammenfassenden Darstellung der mathematischen Grundlagen der 3D-Computergrafik
werden in diesem Beitrag VVorschlédge flr deren Einbeziehung in den Unterricht unterbreitet.
Summary: Applications of 3D computer graphics are very attractive for a lot of young peo-
ple. There are close connections between the mathematical foundations of this topic and
classical contents of mathematics education in grammar schools. Based on the discussion of
aims and problems of instruction in analytic geometry and a comprising description of ma-
thematical foundations of 3D computer graphics, proposals for using the potential of com-
puter graphics in mathematics education are offered in this article.

1 Grinde fir die Einbeziehung von Elementen der 3D-Computer-
grafik in das Stoffgebiet Analytische Geometrie

In diesem Kapitel werden einige Positionen zu Problemen des Unterrichts im
Stoffgebiet Analytische Geometrie skizziert sowie prinzipielle Méglichkeiten und
Ziele bei der Einbeziehung der 3D-Computergrafik in dieses Stoffgebiet umrissen.

1.1 Zu gegenwartigen Problemen des Unterrichts in Analytischer Geometrie

Die Diskussion der letzten Jahre (iber die Weiterentwicklung des Mathematikunter-
richts in der Sekundarstufe 11 ist von dem Ansatz geprégt, den allgemeinbildenden
Charakter des Unterrichts zu starken, wobei sich die Bestimmung des Begriffs All-
gemeinbildung in Bezug auf den Mathematikunterricht meist auf die von WINTER
in [24] gegebene Charakterisierung stiitzt. Der allgemeinbildende Wert der Analy-
tischen Geometrie wird dabei (u. a. in [3] und [6]) in ,ihren méachtigen Methoden
und interessanten Objekten zur Erschliefung des uns umgebenden Raumes* gese-
hen. Jedoch konstatiert [3] schwer wiegende Defizite des Mathematikunterrichts
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der S 11 in Hinblick auf den Bezug des Unterrichts zu relevanten Problemen sowie
hinsichtlich des Erwerbs heuristischer Féhigkeiten durch die Schiler (S. 79). Ein
weiteres wesentliches Defizit des Unterrichts im Stoffgebiet Analytische Geomet-
rie besteht darin, dass Schiler (vor allem in Grundkursen) oft nur noch lineare Ob-
jekte kennen lernen. Diese Formenarmut beklagt u. a. ScHupP in [17]. Uber die
»Aufgabe des Geometrieunterrichts, seine Gegenstande als Vehikel der Welter-
schlieBung zu erarbeiten und anzuwenden* schreibt er: ,,Am wenigsten tut er das in
der SlI. Lineare Gebilde und artifizielle Graphen sind nicht nur inner-, sondern
auch auBermathematisch entweder bloRe Hilfen oder bedeutungsarm.”“(S. 52).

Der weitaus groBte Teil der fiir den Unterricht im Stoffgebiet Analytische Geomet-
rie vorgesehenen Zeit ist derzeit nach den meisten Rahmenplénen fiir die Behand-
lung der Geraden und Ebenen im Raum vorgesehen, wobei deren Beschreibung
durch Gleichungen, Aufgaben zu Lagebeziehungen und Schnittverhalten sowie
Abstands- und Winkelberechnungen im Mittelpunkt stehen. Damit ergibt sich eine
oftmals recht einseitige Orientierung des Unterrichts auf das Einliben von Kalkdilen
und das Lésen von Routineaufgaben. So kritisiert ScHUPp die ,,Uberwucherung
durch Beschreibungs- und Methodendrill” und fordert, ,,die Methodendemonstrati-
on (die auf Dauer unweigerlich mit Objektverarmung verbunden ist) weit haufiger
als bisher ab(zu)lésen, zumindest (zu) unterbrechen durch Objektexploration
([17], S. 57). Diese Forderung erscheint auch insofern bedeutsam, als die Leis-
tungsfahigkeit von Abstraktionen (wie z. B. des Vektorbegriffs), Beschreibungen
(wie impliziten Gleichungen und Parameterdarstellungen) sowie Verfahren (wie
der Zuruckfuhrung von Schnittmengen auf Losungsmengen von Gleichungssyste-
men) fir die Schiler nicht genligend nachvollziehbar wird, wenn sie diese nur an
wenigen (und zudem recht uninteressanten) Objekten erfahren und anwenden.

Zusammengefasst ist es fiir die Weiterentwicklung des Unterrichts im Stoffgebiet
Analytische Geometrie notwendig, in starkerem MaRe Ankniipfungspunkte aus der
Lebensumgebung der Schiiler zu beriicksichtigen und heuristischen Arbeitsweisen
eine grolRere Bedeutung beizumessen. Der Unterricht bedarf einer gréReren Vielfalt
zu untersuchender interessanter geometrischer Objekte und einer flexibleren He-
rangehensweise bei der Auswahl von Beschreibungen und Methoden. Die Auf-
nahme von Elementen der 3D-Computergrafik und dadurch ermdglichte visuelle
und experimentelle Vorgehensweisen kénnen, wie in diesem Beitrag aufgezeigt
werden soll, fur die Erfullung dieser Ziele wertvolle Beitrage leisten.

1.2 Zum Einsatz von Computern im Unterricht der Analytischen Geometrie
unter besonderer Berucksichtigung computergrafischer Anwendungen

Fragen des Computereinsatzes im Mathematikunterricht nehmen in der didakti-
schen Diskussion der vergangenen zwei Jahrzehnte eine wichtige Stellung ein. Im
Stoffgebiet Analytische Geometrie Uberwiegt dabei die Nutzung von Computeral-
gebrasystemen (CAS) fur das Ldsen von Gleichungssystemen sowie zur Visuali-
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sierung geometrischer Objekte und Lagebeziehungen in der Ebene und (teilweise)
im Raum.l Weiter gehende Vorschlage beziehen sich auf die Arbeit mit Matrizen
und beriicksichtigen dabei teilweise deren Anwendungen in der Computergrafik.2

Ausgehend von der Darstellung der mathematischen Grundlagen der Computergra-
fik untersuchte GIEDING 1988 in [9] systematisch die Mdglichkeiten fiir deren Ein-
beziehung in den Mathematikunterricht. Die Realisierung seiner Vorschlage erfor-
derte entweder die Programmierung der verwendeten Prozeduren in einer Pro-
grammiersprache wie Pascal oder blieb theoretischer Natur. Um jedoch Inhalte der
Analytischen Geometrie mit deren Anwendungen in der Computergrafik tberzeu-
gend zu motivieren, ist es sinnvoll, dass die Schuler mit computergrafischen An-
wendungen arbeiten und die Nutzlichkeit des Erkennens ihrer , mathematischen
Funktionsweise bei dieser Arbeit erleben kdnnen. Ein wichtiger Aspekt der moti-
vierenden Wirkung der Computergrafik besteht ohne Zweifel im &sthetischen Reiz
von Bildern, welche die Schiler selbst erstellen. Die technischen Voraussetzungen
dafiir waren Ende der achtziger Jahre nur in sehr geringem Umfang gegeben.

Da die Bedeutung computergrafischer Anwendungen in den vergangenen Jahren
stark gewachsen ist und Computergrafik zu einem Teil der ,,Lebenswirklichkeit*
von Jugendlichen wurde,3 erscheint es geboten, ausgehend vom aktuellen Stand
ihrer Entwicklung und den inzwischen recht guten hard- und softwareseitigen Vor-
aussetzungen, eine Analyse der Inhalte der Computergrafik hinsichtlich ihrer Ein-
beziehung in den Unterricht vorzunehmen und geeignete Unterrichtskonzepte hier-
fur zu entwickeln. So forderte SCHUPP in seinem bereits erwéhnten Beitrag [17]:

,.Die Schule ... sollte versuchen, die enormen visuellen Potenzen der neuen Medien
zu enkultivieren. Geometrieunterricht kann und muf dazu einen wichtigen Beitrag
leisten, némlich das verweilende Arbeiten am Computerbild inszenieren, seine
Konstruktion, Fokussierung, Anreicherung, Exploration, Dynamisierung, Variation
ermoglichen und einfordern. Mit dem bloRRen Visualisieren anders und anderwarts
geklarter Sachverhalte ... ist noch nicht viel erreicht, zumal wir heute wissen, dal
Bilder nicht so sehr als methodische Hilfe denn als eine wesentliche Komponente
des Wissens selbst aufgefasst werden miissen.* ([17], S. 54)

Fir die Weiterentwicklung des Unterrichts der Analytischen Geometrie und die
Uberwindung wesentlicher eingangs dieses Beitrags aufgefiihrter Probleme des
Unterrichts in diesem Stoffgebiet bietet die Einbeziehung von Elementen der 3D-
Computergrafik eine Reihe wertvoller Moglichkeiten:

Zum Teil wurden fur Visualisierungen einfacher geometrischer Objekte des Raumes
auch spezielle Programme entwickelt, siehe u. a. [1], [15] und [23].

2 Siehe z. B. [13], [14] und [25].

3 Erwihnt seien hier nur Titelseiten von Zeitschriften, Werbespots jeder Art, MTV, Spiel-
filme, ja sogar der Wetterbericht des Fernsehens und natiirlich Computerspiele.
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e Durch die Ergénzung der algebraischen Untersuchung geometrischer Objekte
und Relationen durch computergrafische Visualisierungen kann eine ,,Geomet-
risierung* des Unterrichts in Analytischer Geometrie erreicht werden.

e Die Verwendung computergrafischer Software ermdglicht heuristische und
experimentelle Wege der Untersuchung geometrischer Objekte und damit die
verstarkte Einbeziehung dieser Arbeitsweisen in den Unterricht.

e Durch den mithilfe von 3D-Grafiksoftware maglichen visuellen und experi-
mentellen Zugang er6ffnen sich Mdglichkeiten, interessante geometrische Ob-
jekte zu betrachten und damit eine gréBere Formenvielfalt zu erreichen.

e Die Schiiler erfahren die enorme Anwendungsrelevanz der Analytischen Ge-
ometrie auf einem Gebiet, das fir sie sehr attraktiv ist. Sie kdnnen den Nutzen
ihres mathematischen Wissens bei der Gestaltung von Computerbildern erle-
ben, indem sie vom ,,Spielen“ zu einem systematischen VVorgehen finden.

e Das Herstellen stoffgebiets- und facheriibergreifender Beziige (u. a. zur Ana-
lysis, Physik, Informatik und Kunst) wird erleichtert oder erst ermdglicht.

e Nicht zuletzt kann der asthetische Reiz dreidimensionaler computergrafischer
Darstellungen eine Motivierung der Schiler fiir den Unterricht bewirken.

Im Gegensatz zu anderen Einsatzgebieten des Computers im Mathematikunterricht
kann die 3D-Computergrafik nicht nur als wertvolles Hilfsmittel fir den Unterricht
dienen, sondern auch als Unterrichtsgegenstand den Schiilern die Bedeutung und
Nutzlichkeit grundlegender Inhalte und Arbeitsweisen der Analytischen Geometrie
an einem praxisrelevanten und interessanten Gegenstand verdeutlichen. Eine Kon-
zeption fiir die Einbeziehung der 3D-Computergrafik in den Unterricht sollte daher
so aufgebaut sein, dass sich theoretische Uberlegungen und die praktische Arbeit
mit computergrafischer Software gegenseitig anregen und befruchten. Dafiir bieten
sich folgende Unterrichtsszenarien an:

e Die Schiler entdecken durch visuelles Experimentieren ,,neue” geometrische
Objekte (z. B. als Schnittmengen), die sie anschlieBend mathematisch be-
schreiben. Durch anhand von Gleichungen gewonnene Verallgemeinerungen
modellieren sie weitere Formen, veranschaulichen und untersuchen diese.

e Durch die Arbeit mit der Software werden Fragen nach deren Funktionsweise
aufgeworfen, die zunéchst praktisch motiviert sind: Welche Parameter sind
wie zu setzen, um bestimmte Effekte zu erzielen? Davon ausgehend werden
mathematische Modellbildungen erarbeitet und praktisch Uberprift.

Fir beide Szenarien werden im dritten Teil dieses Artikels VVorschlage unterbreitet.
Zunichst soll jedoch ein Uberblick tiber mathematische Grundlagen und wichtige
Vorgehensweisen der 3D-Computergrafik deren inhaltliche Beziige zur Analyti-
schen Geometrie verdeutlichen.
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2 Mathematische Grundlagen der 3D-Computergrafik und ihre
Umsetzung in 3D-Grafiksoftware

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten mathematischen Grundlagen der drei-
dimensionalen Computergrafik Uberblicksartig dargestellt. Dabei wird der Schwer-
punkt auf die geometrischen und optischen Aspekte gelegt, wahrend die program-
miertechnische Umsetzung nur am Rande Erwéhnung findet, da diese fiir den Ma-
thematikunterricht nur von untergeordneter Bedeutung bleiben kann. Ergénzt wer-
den die Grundlagen der 3D-Computergrafik um Belange der praktischen Anwen-
dung. Dazu werden Beispiele anhand aktueller 3D-Grafiksoftware dargestellt.4

Der 3D-Computergrafik liegt die Vorstellung einer virtuellen Kamera zugrunde,
durch die ein Ausschnitt des dreidimensionalen Raumes ,,fotografiert”, d. h. in eine
Ebene projiziert wird. Das in Abb. 1 dargestellte, sehr einfache Beispiel wurde mit
POV-Ray durch die Eingabe der folgenden Szenenbeschreibung erzeugt:®
background {White}
camera

{location <0,10,-20>

look_at <0,0,0>

angle 10}
light_source {<-70,0,-50> color White}
light_source {<80,100,-50> color White}
sphere { <1,2,-1> 1

texture{pigment {color Blue}} }
Die Anweisung background legt in dieser Szenenbeschreibung die Farbe des Hin-
tergrundes fest. Durch camera werden die Koordinaten und die Blickrichtung so-
wie der Offnungswinkel der Kamera beschrieben, durch welche die Abbildung der
Szene in eine Projektionsebene erfolgt (siehe Abschnitt 2.4). Jede Lichtquelle
(Fight_source), welche die Szene beleuchtet, muss durch ihre Koordinaten und
die Farbe des abgegebenen Lichtes beschrieben werden. SchlieBlich wird durch
sphere eine Kugel mit den Mittelpunktskoordinaten (1;2;-1) und dem Radius 1
erzeugt. Die Anweisung texture (siehe dazu Abschnitt 2.5) weist dieser Kugel
Oberflacheneigenschaften (hier lediglich eine Farbe) zu.

Abb. 1

4 Die meisten der in diesem Artikel enthaltenen Beispiele wurden mit der Software POV-
Ray erstellt (siehe [27]). POV-Ray ist ein hochwertiges, frei verflighares 3D-Grafikpro-
gramm, das sich sehr gut fur die Verdeutlichung der mathematischen Grundlagen der
3D-Computergrafik eignet, da Grafiken durch eine Szenenbeschreibungssprache erzeugt
und geometrische Objekte dabei durch ihre Koordinaten bzw. Gleichungen beschrieben
werden missen. Grundsatzlich sind jedoch alle hier dargestellten Verfahren auch auf
andere (mausgesteuerte) 3D-Grafikprogramme (ibertragbar.

5 Alle in diesem Avrtikel vorgestellten Beispieldateien sowie farbige Versionen der Abbil-
dungen sind auf der Internetseite [26] zuganglich.
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Wie dieses einfache Beispiel zeigt, sind fiir die Erstellung dreidimensionaler com-
putergrafischer Darstellungen drei Aspekte malgeblich:

1. Représentation, Manipulation und gegebenenfalls Animation von Korpern des
Raumes durch Koordinaten bzw. Gleichungen in rdumlichen Koordinaten.

2. Festlegung von Oberflacheneigenschaften der Objekte und Beleuchtung der
Szene (Definition von Lichtquellen).

3. Abbildung (Projektion) der Szene in eine Ebene, die dann auf dem Bildschirm
dargestellt wird. 3D-Grafikprogramme berechnen unter Berlicksichtigung op-
tischer Gegebenheiten mdglichst ,,fotorealistische” Abbildungen.

2.1 Beschreibung von Punkten durch Koordinaten im Raum

Punkte des dreidimensionalen Raumes werden in der euklidischen Geometrie
durch Koordinatentripel beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems be-
schrieben. In der Computergrafik ist auch die Verwendung der aus der projektiven
Geometrie bekannten homogenen Koordinaten gebréuchlich. Dabei werden Punkte
des Raumes durch Koordinatenquadrupel (x;y;z;w) dargestellt, wobei den homoge-

nen Koordinaten (x;y;z;w) die kartesischen Koordinaten [l;l;ij entsprechen
ww w

(fur w=0 werden uneigentliche, d. h. ,,unendlich ferne* Punkte beschrieben). Ho-
mogene Koordinaten werden fiir interne Berechnungen in Computergrafik-Pro-
grammen genutzt, weil alle Transformationen des Raumes durch 4x4-Matrizen be-
schrieben werden kdnnen (die Darstellung von Verschiebungen durch 3x3-Matri-
zen beziiglich kartesischer Koordinaten ist nicht méglich) und Zentral- und Paral-
lelprojektionen bezuglich homogener Koordinaten durch einheitliche Matrizen dar-
stellbar sind. Des Weiteren bietet die Verwendung homogener Koordinaten nume-
rische Vorteile, da durch die freie Wahl von w beliebige Punkte mit hinreichender
Genauigkeit durch Ganzzahlen beschrieben werden kénnen, deren Verarbeitung
effizienter erfolgt als die von Gleitkommazahlen. Auf der Benutzerebene (fur die
Eingabe von Objekten in 3D-Grafiksoftware) werden jedoch kartesische Koordina-
ten verwendet, die Umsetzung in homogene Koordinaten erfolgt Software-intern.
Die folgenden Betrachtungen zur Beschreibung dreidimensionaler Objekte werden
daher auf der Grundlage kartesischer Koordinaten gefiihrt.

2.2 Modellierung — Mathematische Beschreibung von Kérpern und Fléchen

Waéhrend Korper und Flachen aus mathematischer Sicht wohlunterschiedene Klas-
sen von Objekten sind, ist diese Unterscheidung aus der Sicht der Computergrafik
oftmals nicht wesentlich, da Lichtstrahlen i. Allg. mit Kérperoberflachen interagie-
ren und andererseits durch die Zusammensetzung von Flachen Koérper beschrieben
werden konnen. Daher sind sowohl die Beschreibung von geometrischen Kérpern
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als auch die von Flachen fir die Modellierung in der Computergrafik bedeutsam.
Im Folgenden werden einige wichtige Darstellungsweisen kurz beschrieben.®

Beschreibung von Grundkdrpern (,,primitives*)

Eine Reihe geometrischer Kérper kann in 3D-Software durch die (numerische oder
mausgestiitzte) Eingabe weniger Punkte und MaRe beschrieben werden:’

o  Kugel: sphere{<x,y,z>,r} (Koordinaten des Mittelpunktes und Radius),

e Quader: box{<xi,Y1,21>,<X2,Y¥2,2>>} (Koordinaten zweier diagonal gegen-
liberliegender Eckpunkte),

o Gerader Kreiszylinder: cylinder{<x,,y:,z:>,<X»,Y»,2,>,r} (Koordina-
ten der Mittelpunkte von Grund- und Deckflache, Radius),

o Gerader Kreiskegelstumpf: cone{<xi,yi1,z:>,r1,<Xz,¥2,Z>>,r>} (Koor-
dinaten der Mittelpunkte sowie Radien von Grund- und Deckflache).

Neben den hier aufgefuhrten kénnen weitere Kérper (wie z. B. Prismen und Tori)
in analoger Weise beschrieben und dargestellt werden. Des Weiteren ist es in der
3D-Computergrafik gebrauchlich, Kérper durch Boolesche Operationen (Vereini-
gung, Differenz und Durchschnitt) aus Grundkdrpern zu erstellen, wodurch bereits
eine Vielzahl von Formen modelliert werden kann. Als Beispiel zeigt Abb. 2 die
Differenz aus dem Durchschnitt zweier Zylinder und der Vereinigung zweier Zy-
linder:
difference {
object {intersection {
object { cylinder{<-2,0,0>,<2,0,0>,2} }
object { cylinder{<0,-2,0>,<0,2,0>,2} }

}
object {merge {

object { cylinder{<-2,0,0>,<2,0,0>,1} }
object { cylinder{<0,-2,0>,<0,2,0>,1} }

Y33

Abb. 2

Extrusionskérper

Eine weitere Mdglichkeit der Modellierung radumlicher Objekte besteht darin, Kor-
per durch die ,,Extrusion* von (meist geschlossenen) Kurven zu erzeugen, hierbei
wird eine Kurve an einer anderen Kurve (der Extrusionskurve) entlang ,,gezogen®.

Ausfiihrliche Darstellungen dieser Thematik finden sich u. a. in [2], [7], [8] und [22].
Die angegebene Beschreibung verwendet die Syntax der 3D-Grafiksoftware POV-Ray.

Dabei steht difference fir die Differenz, intersection fur den Durchschnitt und
merge flr die Vereinigung zweier Objekte.
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Ein Beispiel hierfir sind die Rotationskdrper, bei
denen eine gegebene Kurve entlang eines Kreises
extrudiert wird. Kommt als Extrusionskurve eine
Gerade (bzw. Strecke) zur Anwendung, entsteht Extm(;;mc e
ein allgemeiner Zylinder. Abb. 3 zeigt als weite-

res Beispiel die Extrusion eines Kreises entlang Extmsiom;;
einer Bézierkurve. Abb. 3

Flachendarstellung durch Funktionsgleichungen und implizite Gleichungen

Flachen des Raumes, die als Grafen von Funktionen zweier Variabler darstellbar
sind, kénnen durch Gleichungen der Form

z=1f(xy) (€
beschrieben werden. Basierend auf der Uberlegung, welche Schnittkurven zwi-
schen einer darzustellenden Flache und der x-z- bzw. der y-z-Ebene entstehen miis-
sen, um eine Flache mit gewinschter Gestalt zu erhalten, ist es mdglich, durch
Funktionsgleichungen eine Reihe von Formen zu modellieren.

Als Beispiel zeigt Abb. 4 eine g W
Flache, die mittels der Gleichung J\/
z=sinx-siny (x,ye[-10;10]) /x/_

in POV-Ray erzeugt wurde. /%

Abb. 4
Die Vielfalt der durch Funktionsgleichungen darstellbaren Flachen ist durch die
notwendige Eindeutigkeit der Zuordnung (X,y) — z beschrénkt. Diese Beschrén-
kung wird durch die Verwendung impliziter Gleichungen

f(xy,2)=0 (2
vermieden. Ist dabei f eine lineare Funktion in den Variablen x, y und z, so be-

schreibt die Gleichung (2) eine Ebene, fir eine quadratische Funktion f eine Flache
zweiter Ordnung. Als weiteres Beispiel zeigt Abb. 5 die mittels der Gleichung

S0 | 27 -05-0
erzeugte Rotationsflache:

isosurface®
{ function {sin(10*x) / 8
+ ((sqrt(z*z+y*y))-0.5)}
contained_by {box{-2,2}} } Abb. 5

% Die Anweisung isosurface wird in POV-Ray flr die Erzeugung von Flachen durch

implizite Gleichungen verwendet.



Dreidimensionale Computergrafik und Analytische Geometrie 29

Darstellung von Flachen durch Parameterdarstellungen

Die flexibelste Form der geschlossenen mathematischen Darstellung von Flachen
ergibt sich durch die Einfiihrung zweier Parameter (u,v) und die Darstellung der
drei Raumkoordinaten als Funktionen

x=f,(uv), y=f (uv) sowie z=f,(u,v) ?3)

der beiden Parameter. Auch diese Beschreibung bein- n
haltet die Darstellung von Flachen durch Funktions-
gleichungen als Spezialfall (z. B. mit u=x, v=y).
Sind f,, f, und f, lineare Funktionen, so werden
durch (3) i. Allg. Ebenen beschrieben. Bei Verwen-
dung nichtlinearer Funktionen I&sst sich eine grofe
Vielfalt von Fl&chen modellieren. Als Beispiel fiir eine
durch eine Parameterdarstellung beschriebene Flache
zeigt Abb. 6 die durch
X=u-v-sin(l5v); y=u-v-cos(15v); z=v
(mit u e[0;1], v €[-1;1]) gegebene konische Spirale.

Abb. 6
Freiformflachen

Besonders flexible Mdglichkeiten der Modellierung bieten Flachen, die aus vorge-
gebenen Punkten approximiert werden. Auler durch die Punkte selbst kann die
Gestalt derartiger Flachen durch vorgegebene Tangenten beeinflusst werden. Rea-
lisiert werden Freiformflachen i. Allg. durch die stetig differenzierbare Zusammen-
setzung bikubischer Flachenstiickel0, also von Flachenstiicken, die sich als Funkti-
onen 3. Grades in den Parametern u und v darstellen lassen:

3 3 o 3 3 o 3 3 o
xu,v) =Y a%u'v!, yu,v) =3y a%ulv!, z(uv) =3y au'v! .

i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0

Dabei sind A | =(ai(fj);ai‘yyj);ai(fj)) (mit i, j=0,---,3) die 16 Koeffizientenvektoren

des Flachenstiicks. Da im Grafikdesign zumeist nicht die Aufgabe besteht, Flachen
zu entwerfen, die exakt durch vorgegebene Punkte verlaufen, sondern vielmehr be-
absichtigt wird, gegebene Punkte durch moglichst ,,glatte” Flachen anzunahern und
dabei an vorgegebenen Stellen bestimmte Richtungen einzuhalten, werden die Ko-
effizientenvektoren durch Kontrollpunkte und ggf. zugehérige Tangenten gesteu-
ert. So werden Bézierflachen durch Kontrollpunkte und vorgegebene Tangenten
erzeugt. Sie stellen die Ubertragung der Bézierkurven auf Flachen des Raumes dar.

10 pie Verwendung bikubischer Funktionen hat sich in der Computergrafik durchgesetzt,
da biquadratische Funktionen keine geniigend flexible Anndherung an vorgegebene
Punkte erméglichen und Funktionen hoherer Ordnung zu sehr komplizierten Interpolati-
onsalgorithmen fiihren.
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In der 3D-Computergrafik haben in den letzten Jahren die NURBS-Flachen (Non-
Uniform Rational B-Splines) grofite Bedeutung erlangt, die durch Kontrollpunkte
und zugeordnete Gewichte beschrieben werden (siehe u. a. [2]).

2.3 Aufbereitung der modellierten Kdrper und Flachen fur die Weiterver-
arbeitung in 3D-Grafiksoftware

Grafikprogramme koénnen nicht alle der im vorangegangenen Abschnitt beschrie-
benen Darstellungsformen unmittelbar fir die Bildberechnung (Rendering) verar-
beiten. Intern nehmen sie daher meist eine Umwandlung der eingegebenen Flachen
(bzw. Korper) in Polygonnetze vor,11 wobei sich die verschiedenen 3D-Grafikpro-
gramme darin unterscheiden, inwiefern auch einfache Grundkorper (wie z. B. Ku-
geln) als Polyeder représentiert werden.12

Fir die Umwandlung einer Flache in ein Gitternetz werden
die Intervalle, auf denen die Parameterdarstellung der Fl&-
che gegeben ist, in Teilintervalle zerlegt und fir deren
Randpunkte die Koordinaten der Flachenpunkte berechnet.
Diese Methode wird auch bei der Flachendarstellung von
Computeralgebrasystemen sichtbar. So wird in Mathema-
tica die Feinheit der Intervalle mit der Anweisung ,,Plot-
Points festgelegt; Abb. 7 zeigt die bereits in Abb. 6 dar-
gestellte (dort mit POV-Ray erzeugte) konische Spirale:
ParametricPlot3D[

{u*v*Sin[15*v] , u*v*Cos[15*v] , V},

{u,0,1},{v,-1,1},PlotPoints->{5,100}] Abb. 7
Fur den Parameter v muss eine recht feine Unterteilung gewahlt werden, damit die
Gestalt der Flache sichtbar wird, wahrend flr u eine grébere Einteilung ausreicht.
Genau betrachtet ist in Abb. 7 nicht die durch die Parameterdarstellung beschrie-
bene Flache dargestellt, sondern ein Polygonnetz mit 500 Eckpunkten.

Die meisten Grafikprogramme bereiten Flachen vor der Bildberechnung als Men-
gen von Dreiecken auf, die Polygonnetze werden also ,trianguliert”. Die Ursache
hierfur liegt darin, dass fir die Bildberechnung die Oberflachennormalen eine

11 Neben der Reprasentation durch Polygonnetze existieren noch andere Maglichkeiten,
z. B. durch eine Diskretisierung des Raumes (Voxelreprésentation, siehe u. a. [21]), die
jedoch keine so breite Anwendung gefunden haben.

12 viele Grafikpakete betrachten Kugeln intern als Polyeder; bei der Konstruktion ist die
Anzahl der Segmente einzugeben. Das hier betrachtete Programm POV-Ray stellt die
Grundkdrper hingegen exakt anhand ihrer Gleichungen dar. Parametrisierte Flachen so-
wie andere Objekte werden jedoch auch durch POV-Ray in Gitternetze umgewandelt.
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wichtige Bedeutung haben (wie noch beschrieben wird) und sich Dreiecken ein-
deutig Ebenen und somit Normaleneinheitsvektoren zuordnen lassen.
Mittels eines von MAEDER (vgl. [11]) entwickelten Zu-
satzes wurde die in Abb. 7 dargestellte Flache in eine
fur die Weiterverarbeitung in POV-Ray geeignete
Menge von Dreiecken konvertiert; sie wird dabei durch
die Vereinigung von 792 Dreiecken mit der Syntax
triangle {<x1,y1,2Z:1>,<X2,Y¥2,2Z5>,<X3,Y¥3,Z3>}
reprasentiert. Abb. 8 zeigt ausschnittsweise das von
POV-Ray berechnete Bild dieser Reprasentation, wobei
harte Farbiibergange zwischen den Dreiecken auffallen. Abb. 8: Flat-Shading
Die Ursache fiir diesen, meist unerwiinschten, Effekt besteht darin, dass die Schat-
tierung (Ausleuchtung) einer Facette mittels ihrer Normalen erfolgt.13 Da sich
beim Ubergang von einem Dreieck zu einem anderen der Normalenvektor abrupt
andert, entstehen harte Farbiibergdnge. Um dies zu vermeiden, wurde von
GOURAUD4 ein Verfahren entwickelt, die Helligkeits- bzw. Farbwerte innerhalb
der einzelnen Facetten zu interpolieren. Dazu wird jedem Eckpunkt eines Dreiecks
ein Einheitsvektor zugeordnet, der durch Berechnung der Mittelwerte der Norma-
leneinheitsvektoren aller an diesem Punkt anliegenden Dreiecke entsteht. Ein Drei-
eck wird somit durch die drei Eckpunkte und die diesen Eckpunkten zugeordneten
Normaleneinheitsvektoren beschrieben:1°
smooth_triangle {

<X1,Y1,Z1>,<XN1,YyN1,ZN1>,

<X2,Y2,Z2>,<XNz,YyNz,ZNz>,

<X3,Y3,Z3>,<XN3,YyN3,ZN3> }.
Bei der Berechnung der Farbe eines Punktes wird nun
ein (in Abhéngigkeit der Entfernung dieses Punktes
von den Eckpunkten des Dreiecks) gewichteter Mittel-
wert aus den Eckpunktnormalen verwendet, wodurch
sich allméhliche Helligkeitsverlaufe ergeben (Abb. 9).

Abb. 9: Phong-Shading

13 Die Helligkeitswerte héngen (wie weiter unten beschrieben wird) von den Winkeln zwi-
schen den Flachennormalen und den Verbindungsvektoren der betrachteten Punkte zu
den Lichtquellen sowie zum Beobachter (Kamera) ab.

14 Dieses als Gouraud-Shading bekannte Verfahren wurde erstmals 1971 in [10] beschrie-
ben und 1975 von PHONG weiterentwickelt (siehe auch u. a. [5], [7], [8], [21] und [22]).

15 Die Berechnung dieser Vektoren wird durch Computergrafikprogramme intern vorge-
nommen. Fir das CAS Mathematica ist in [11] das Paket SurfaceGraphics3D beschrie-
ben, welches die Eckpunktnormalen erzeugt und ,,gegléttete Dreiecke* exportiert.
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2.4 Transformationen

Geometrische Transformationen und ihre Beschreibung, vor allem durch Matrizen,
sind in der 3D-Computergrafik in mehreren Zusammenhéngen von Bedeutung:

e Oft ist es sinnvoll, Position und Grolle geometrischer Objekte nach ihrer Er-
stellung zu veréndern, da die Wahl einer speziellen Lage gegeniiber dem Ko-
ordinatensystem die Beschreibung durch Koordinaten oder Gleichungen hau-
fig vereinfacht. Durch geeignete Transformationen kénnen die Objekte dann in
die gewiinschte Lage und GroRe gebracht werden.

e Fur die Erstellung von Animationen (Filmen) mussen vielfaltige zeitabhéngige
Transformationen durchgefihrt werden.

e  Zur letztendlichen Bilderzeugung erfolgt die Projektion des dreidimensionalen
Raumes in eine Ebene, wobei Zentralprojektionen, in Ausnahmeféllen Paral-
lelprojektionen, vorgenommen werden.

e Um Objekte mit Oberflachen zu versehen (zu texturieren), werden darauf Bil-
der projiziert. Dabei sind ebene, sphérische und zylindrische Projektionen, vor
allem aber das sogenannte u-v-Mapping von Bedeutung, bei dem die Koordi-
naten des zweidimensionalen Bildes durch geeignete Vorschriften den Para-
metern der Flache zugeordnet werden, auf die das Bild projiziert wird.16

Affine Abbildungen des Raumes auf sich, Koordinatentransformationen

Waéhrend affine Abbildungen jedem Punkt des Raumes einen Bildpunkt zuordnen,
interessieren in der Computergrafik oftmals nur die Bildpunkte eines einzelnen Ob-
jektes, auf das eine Transformation angewendet wird. Objekte kénnen in 3D-
Grafiksoftware verschoben, gedreht, gespiegelt und skaliert (gestreckt) werden.
Abb. 10 b) zeigt die Wir- Yi
kung dieser Transformatio-

nen anhand eines Torus (der

in Abb. 10 a) in seiner Aus- 2

gangslage abgebildet ist): P

torus { 1, 0.2 p\
scale 1.5 X
rotate <60,30,0>
translate<-1,1,1>
} a) b) Abb. 10

Die drei Argumente in rotate <g, ¢,, ¢> geben dabei die Drehwinkel um die
drei Koordinatenachsen, das Argument von scale den Streckungsfaktor einer

16 Auf den Aspekt der Texturprojektionen wird in diesem Beitrag nicht ndher eingegangen,
siehe hierzu u. a. [5], [8], [21] und [22].
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zentrischen Streckung mit dem Koordinatenursprung als Zentrum und die Argu-
mente von translate die Komponenten des Verschiebungsvektors an. Neben
dieser elementaren Beschreibung von Transformationen kann auch die wesentlich
flexiblere Matrizendarstellung genutzt werden, welche die Software intern ohnehin
fur die Berechnung der Bildkoordinaten verwendet.

Alle affinen Abbildungen des Raumes kénnen durch Abbildungsgleichungen der

X' 8y 8, B3| (x t, . . .
Form [y']: a, 8, A ,Ly}r t, beschrieben werden. Dabei sind x,y,z die

z Ay Qg Ay ) \Z t,
Koordinaten eines beliebigen Punktes, x',y',z' die Koordinaten des zugehdrigen
t, 8y 8, 843
Bildpunktes, | t, | der Translationsvektor und | @,; @, @y | die Matrix der zuge-
t 83 83 Ay

z

horigen linearen Abbildung. Alternativ zu dieser Darstellung kénnen affine Abbil-
a, a, ajg t X X

dungen durch 4x4 -Matrizen der Form A= 81 8 8 mit y, =AY
a31 a32 a33 tz z z
0 0 0 1 1 1

beschrieben werden, wobei der Vorteil besteht, dass die Nacheinanderausfiihrung

beliebiger affiner Abbildungen durch das Produkt der zugehérigen Matrizen repré-

sentiert wird. In 3D-Grafiksoftware werden Berechnungen daher mit 4x4-Matrizen

durchgefiihrt. In POV-Ray lassen sich Transformationsmatrizen mittels

matrix < aj;,aiz,a13 , Q1,822,823 , Az1,aAz2,833 , Ly, by, L, >

auf beliebige Objekte anwenden.

Bewegungen lassen sich als Nacheinanderausfiihrungen von Drehungen, Translati-
onen und Spiegelungen durch die Transformationsgleichung
x) (t] (cosg, -sing, O)cosg, O -sing, )1 ¢ 0 Y10 0)(x
y'|=|t, |[+|sing, cosg, O} O 1 0 0 cosg, —sing, |0 1 O ||y
z'} t [ 0 0 1} sing, 0 cosg, [o sing, cosg, ][0 0 iJ [z]
bzw. durch 4x4 -Matrizen der Form
COSg$, COS@, —COS@,sing, sing, —cosd, sing, Fcosg, cosg, sing, tsing, sing, t,
cosg, sing, cosg, cosg, —sing, sing, sing, Fcosg,sing, Fcosg, sing, sing, t
sing, cos g, sing, 1 cosg, Cosg, t,
0 0 0 1

darstellen. Dabei sind ¢, ¢, und ¢, die Drehwinkel um die Koordinatenachsen (Eu-
lersche Winkel). Fur ,,+“ handelt es sich dabei um eigentliche (orientierungserhal-
tende), fur ,.—“ um uneigentliche Bewegungen, also Bewegungen, in denen eine
Spiegelung enthalten ist.

z

y
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Streckungen entlang der Koordinatenachsen werden durch Matrizen der Form

k, 0 0 t,

S = 0k ko ty beschrieben, wobei k,, k, und k, die Streckungsfaktoren
0 0 Kk, t,
0 0 0 1

entlang der drei Achsen sind; fir k, = k, = k, ergeben sich zentrische Streckungen.

Als Fixpunkt bei Drehungen und Streckungszentrum bei Skalierungen wird stets
der Koordinatenursprung verwendet. Dabei ist es in der Computergrafik ublich,
verschiedene Koordinatensysteme (Weltkoordinatensystem, lokales bzw. Objekt-
koordinatensystem, Kamera- bzw. Ansichtskoordinatensystem) zu verwenden und
Transformationen dieser Koordinatensysteme anstelle von Transformationen der
Objekte vorzunehmen.1” Durch Verschiebung der Objektkoordinatensysteme ge-
genlber den zugehorigen Objekten kénnen deren Drehpunkte und Streckungszent-
ren flexibel angepasst werden. Eine praktische Anwendung von Koordinatentrans-
formationen auf Benutzerebene besteht darin, die Szenenbeschreibung nicht bezlig-
lich des in der Computergrafik haufig verwendeten linkshandigen Koordinatensys-
tems (siehe z. B. Abb. 19) vorzunehmen, sondern das u. a. in der Schule gebrauch-
liche rechtshandige Koordinatensystem zu nutzen und die gesamte Szene dann mit-

100
tels der Transformationsmatrix T ={0 0 1| in das (u. a. von POV-Ray fir die
010

Eingabe erwartete) linkshandige System zu transformieren.

Zentral- und Parallelprojektionen

Um aus einer dreidimensionalen Szene ein Bild zu erzeugen, muss diese Szene in
eine Ebene projiziert werden. Dabei werden (entsprechend der bereits erwahnten
Analogie zwischen 3D-Computergrafik und Fotografie) meist Zentralprojektionen,
mitunter aber auch Parallelprojektionen durchgefiihrt.1® Bei einer Zentralprojekti-
on mit dem Projektionszentrum Z wird jeder Punkt P des Raumes auf den Schnitt-
punkt P' der Geraden ZP mit der Projektionsebene abgebildet (siehe Abb. 11).

17 samtliche geometrischen Transformationen der sogenannten ,,Grafik-Pipeline®, d. h.
aller Schritte der Computergrafik von der Objektmodellierung bis hin zur Abbildung in
der Monitorebene, kénnen als Transformationen von Koordinatensystemen aufgefasst
werden, siehe u. a. [8] und [22].

18 1m Folgenden werden nur die Zentralprojektionen betrachtet, da diese fur die Erzeugung
fotorealistischer 3D-Darstellungen von weitaus groferer Bedeutung sind. Parallelprojek-
tionen werden (wegen des geringeren Rechenaufwandes) vor allem fiir Echtzeit-3D-
Darstellungen verwendet. Dabei wird die Szene (bzw. das Koordinatensystem) so trans-
formiert, dass die Projektions- (Bildschirm-)ebene mit der x-y-Ebene tbereinstimmt, die
z-Koordinate gibt dann die ,, Tiefe* von Punkten an und entscheidet bei zwei Punkten
mit gleichen x- und y-Koordinaten, welcher Punkt von dem anderen verdeckt wird.
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Vor der eigentlichen Projektion wird i. Allg. zunéchst eine Koordinatentransforma-
tion der gesamten Szene vorgenommen, in deren Ergebnis die Projektionsebene
parallel zur x-y-Ebene des Koordinatensystems ist und das Projektionszentrum in
dessen Ursprung liegt (Sichtkoordinatensystem).

Nach den Strahlensatzen ergibt sich fur die Projektions, P
Koordinaten x',y' des Bildpunktes P' eines 4 ebene /

Punktes P(x;y;z): ]/

x':ﬂ und y‘=u, X
z z

wobei d der Abstand des Projektionszentrums
von der Projektionsebene ist. Besonders ele-

gant lasst sich die Zentralprojektion in homo- 7 N
genen Koordinaten darstellen, hierbei gilt Z d 'z
(x';y‘;z';w‘):(x;y;z;gj Abb. 11

fiir die Bildkoordinaten eines (vorher normierten) Punktes P(x;y;z;1) bzw.

X' 10 0 0)(x
y' 01 0 0|y

27|00 1 0/|z|

w) (0 011d 0)(1
Waéhrend die Bildberechnung Software-intern erfolgt, ist die Wahl von Projekti-
onszentrum und -ebene durch den Benutzer vorzunehmen und bestimmt den Inhalt
des berechneten Bildes. In 3D-Grafiksoftware werden nicht Projektionszentrum
und -ebene angegeben, sondern die Position der Kamera (in POV-Ray: location,

entspricht dem Projektionszentrum Z) und ein Vektor d, der ihre Richtung be-
schreibt (direction) oder ein Zielpunkt L, auf den die Kamera gerichtet ist
(look_at).

Die Projektionsebene wird dann (bis auf Ver- Projektions-
. . . . - coene
schiebung) als eine zu dem ,,Direction*“-Vektor d

(bzw. dem dazu kollinearen Vektor ﬂ) orthogo-
nale Ebene festgelegt. Da bei computergrafischen .
Darstellungen nicht der gesamte Raum projiziert, Ag
sondern lediglich ein Teil des Raumes auf einen Z“«,,a_ljglg,ffairect‘on 7
rechteckigen Ausschnitt der Projektionsebene ab- e

gebildet wird, konnen zusétzlich Angaben zum
Bildausschnitt (up und right) oder zum Off-
nungswinkel der Kamera (angle) gemacht wer-
den, durch die dann die GroRe des Bildausschnit-
tes festgelegt wird (siehe Abb. 12). Abb. 12

Log

At
(1

e

look at
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2.5 Das Raytracing-Verfahren zur Erzeugung von 3D-Darstellungen

Von den vielféltigen Verfahren zur Bildberechnung in der 3D-Computergrafik hat
das Raytracing- (Strahlverfolgungs-) Verfahren bei der Erzeugung hochqualitativer
dreidimensionaler Darstellungen eine besondere Bedeutung erlangt.1® Es wird von
der Mehrzahl der aktuellen 3D-Softwarepakete angewendet; die hier vorrangig be-
trachtete Software POV-Ray basiert auf diesem Verfahren. Da sich Raytracing eng
an den Gesetzen der geometrischen Optik orientiert, ist seine Funktionsweise im
Vergleich zu der anderer Verfahren zudem recht einfach nachvollziehbar.

Bei der Bildberechnung durch Raytracing
werden vom ,,Auge des Betrachters* bzw. der
Kamera ausgehende Lichtstrahlen — iber még-
licherweise mehrere Spiegelungen an Kdrpern
und Durchdringungen transparenter Korper —
zu den Lichtquellen betrachtet (Abb. 13). Es
erfolgt also eine Umkehrung der Zentralpro-
jektion, indem — ausgehend vom Projektions-
zentrum — nach Objekten ,,gesucht” wird, die
auf den betrachteten Ausschnitt der Projekti- Projektionsebene
onsebene abgebildet werden. Dabei kommt ein
elementares Gesetz der geometrischen Optik,
das Gesetz von der Umkehrbarkeit des Licht-
weges, zur Anwendung. Abb. 13

Die Anzahl der zu verfolgenden Lichtstrahlen hangt von der gewiinschten Auflo-
sung des Bildes ab. Soll diese z. B. 800x600 Pixel (Bildpunkte) betragen, so miis-
sen 480000 Lichtstrahlen verfolgt werden.20 Fiir jeden der zu verfolgenden Licht-
strahlen sind folgende Schritte durchzufthren:

1. Bestimmung des vom Ausgangspunkt des Lichtstrahls aus ndchstgelegenen
Schnittpunktes des Strahls mit einer Objektoberflache. Ein derartiger Schnitt-
punkt wird Knoten des Sichtstrahlenbaumes genannt.

2. Fir den Lichtstrahl werden in dem unter 1. ermittelten Schnittpunkt unter Be-
riicksichtigung der geometrischen und optischen Eigenschaften des Objekts

- Bildpunkt
Z* (Kamera)

19 |n Bereichen, bei denen es auf eine sehr schnelle Bilderzeugung ankommt (z. B. Com-
puterspiele) werden allerdings andere Verfahren angewendet, da Raytracing hierfir viel
zu rechenintensiv ist. Im Bereich der hochqualitativen Computergrafik hingegen wird
das Raytracing-Verfahren zunehmend um (teilweise noch aufwandigere) Verfahren der
globalen Beleuchtung (Radiosity) erganzt, die zu einer Steigerung des Fotorealismus
computergrafischer Darstellungen flihren, siehe u. a. [5] und [22].

20 Diese Zahl steigt noch, wenn im Interesse der Qualitatsverbesserung (Kantengléttung)
Interpolationsmechanismen (Antialiasing) zum Einsatz kommen.
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die Richtungen sowie farbabhangigen Intensitaten reflektierter und (bei trans-
parenten Objekten) transmittierter Lichtstrahlen berechnet.

3. Fir jeden reflektierten oder transmittierten Lichtstrahl werden erneut die
Schritte 1. und 2. durchgefihrt, wodurch neue Knoten und Lichtstrahlen ent-
stehen, flr die wiederum 1. und 2. auszufiihren sind. Da dieser Prozess unend-
lich lange dauern kdnnte, wird das Verfahren nach einer festgelegten Zahl von
Reflexionen oder einer festgelegten Abschwachung, die der Strahl durch Re-
flexionen bzw. Durchdringungen von Korpern erfahren hat, abgebrochen.21
Abb. 13 zeigt die von einem einzigen Bildpunkt ausgehenden Lichtstrahlen
und Knoten (bei einer Strahlverfolgungstiefe von 4) flr eine einfache Szene,
wobei zur Vereinfachung angenommen wird, dass an den Innenflachen des
teiltransparenten Korpers keine Reflexionen auftreten.

4. FUr jeden Knoten des Sichtstrahlenbaums wird ein Helligkeitswert errechnet,
der sich aus dahinter liegenden Reflexionen und der unmittelbaren Beleuch-
tung durch die Lichtquellen ergibt. Im Sichtstrahlenbaum weiter hinten liegen-
de Knoten haben damit Einfluss auf das Erscheinungsbild weiter vorn liegen-
der Knoten, da diese das Licht der hinten liegenden Knoten zur Kamera hin re-
flektieren. Die Helligkeits- bzw. Farbwerte der von der Kamera aus ersten
Knoten werden den Pixeln des Bildes zugeordnet.22 Zur Simulation von atmo-
sphérischen Einflissen (wie Nebel) kann dabei noch eine entfernungsabhangi-
ge Abschwachung vorgenommen werden.

Entscheidend fir das Aussehen des berechneten Bildes ist die Berechnung der
Lichtintensitét in jedem Punkt, in dem ein verfolgter Lichtstrahl auf eine Oberfla-
che eines Korpers trifft. Dieser Helligkeitswert setzt sich aus verschiedenen Be-
leuchtungsanteilen zusammen, von denen die fir eine realistische Bildberechnung
wichtigsten der ambiente, der diffuse und der Phongsche Beleuchtungsanteil sowie
der Anteil der direkten Reflexion sind.

Ambiente Beleuchtung (Umgebungslicht)

Die ambiente (richtungsunabhéngige) Beleuchtung wird in der Natur durch vielfal-
tige Lichtstreuungen hervorgerufen und tritt insbesondere bei Nebel stark auf. Die
Intensitdt | der ambienten Beleuchtung héngt nur von der globalen Intensitat des

21 In der Praxis werden Lichtstrahlen meist tiber 5 bis 10 Reflexionen bzw. Durchdringun-
gen hinweg verfolgt, danach ist die Lichtintensitat i. Allg. derart abgeschwacht, dass ein
Abbrechen der Strahlverfolgung kaum noch Einfluss auf das Ergebnis hat. In POV-Ray
lasst sich die Tiefe der Strahlverfolgung mittels max_trace_level einstellen.

22 |n der 3D-Computergrafik kommt fast ausschlieBlich das RGB-Farbmodell zum Einsatz,
bei dem jede Farbe aus den drei Grundfarben Rot, Griin und Blau zusammengesetzt
wird. Alle im folgenden beschriebenen Helligkeitsberechnungen missen also jeweils
dreifach, ndmlich fur jede der drei Grundfarben, durchgefiihrt werden.
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ambienten Lichtes (I,) und einem Faktor k, ab, der angibt, wie stark die Oberflache
des betrachteten Korper ambientes Licht wiedergibt:

I =1, -k, mit 0<k, <1.
Die ambiente Beleuchtung ist somit vollig unabh&ngig von der gegenseitigen Lage
von Objekt, Kamera und Lichtquellen. Ein rdumlicher Eindruck entsteht bei aus-
schlielich ambienter Beleuchtung nicht (siehe Abb. 17 a).

Diffuse Reflexion (Streulicht)

Der diffuse Anteil des direkt von der Lichtquelle auf die Oberflache fallenden
Lichtes ist abhéngig von der Lichteinfallsrichtung, aber unabhéngig von der Rich-
tung zum Betrachter. Dieser Ansatz ist dadurch gerechtfertigt, dass bei rauhen O-
berflachen die Lichtstrahlen unterschiedlich weit eindringen und in verschiedene
Richtungen reflektiert werden (Abb. 14). Nach dem Lambertschen Kosinusgesetz
ist der Anteil des diffus reflektierten Lichts, das von einer Lichtquelle der Intensitat
I; ausgeht, proportional zum Skalarprodukt des (normierten) Lichteinfallsvektors I
mit dem Normaleneinheitsvektor fi im betrachteten Flachenpunkt:
=1, -k -max(o,(.T)) mit 0<k, <1. Lepteintalls i
Dabei ist k, eine Materialkonstante, die angibt, X

wie stark der Anteil des diffus reflektierten Lichts
fur eine Oberflache ist. Die Beriicksichtigung der
diffusen Beleuchtung erzeugt bereits einen gewis-
sen rdumlichen Eindruck (siehe Abb. 17 b). Abb. 14

Direkte (spiegelnde) Reflexion

Direkte Reflexion tritt auf, wenn die Flachennormale fi im betrachteten Punkt mit

den Verbindungsvektoren I zur Lichtquelle und b zum Auge gleiche Winkel ein-
schlieRt und alle drei Vektoren komplanar sind (Reflexionsgesetz):

1, k., falls =2t V. Vo
I = [b+1| / )
0, sonst

Dabei gibt ks an, wie stark ein Korper Lichtstrahlen Oberfldche
direkt reflektiert, flr ideale Spiegel gilt k; = 1. Abb. 15

Im Gegensatz zur diffusen und der (unten beschriebenen) Phongschen Reflexion
werden fiir die Berechnung der direkten Reflexion nicht nur Lichtstrahlen beriick-
sichtigt, die unmittelbar von Lichtquellen ausgehen, sondern auch von anderen Ob-
jekten der Szene reflektierte Strahlen; in Abb. 17 c) ist deutlich erkennbar, wie sich
die Schachbrettebene in der Kugel spiegelt.
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Das Phongsche Beleuchtungsmodell

Da reale Oberflachen keine idealen Spiegel sind, entspricht das einfache Modell
der spiegelnden Reflexion nicht der Realitdt. Vielmehr werden Leuchtflecken
(,,Highlights*) auf Korperoberflachen wahrgenommen, die mit der Position des
Betrachters ,,wandern“. Da aber Lichtquellen i. Allg. als punktférmig betrachtet
werden, wiirden derartige Leuchtflecken durch die bisher beschriebenen Kompo-
nenten nicht erzeugt werden. Durch das Phongsche Reflexionsmodell werden nun
mehr oder weniger scharf abgegrenzte Leuchtbereiche in der Néhe der Punkte, in
denen die Lichtquellen (mit der Lichtintensitat I;) reflektiert werden, hinzugeflgt:
_oe\gm ~ b+l
=1, 'kp ~max(0,<n,h>) mit Oskp <l und h= |5+|_| .
Dabei gibt der Highlight-Vektor h die Richtung der b

Winkelhalbierenden der Verbindungsvektoren des O- Y

berflachenpunktes zur Lichtquelle und zum Beobach- - PG>
punk 1q L i /bv@

ter an. Je geringer der Winkel dieses Vektors zum

Normaleneinheitsvektor ist, desto stérker wird die Oberfliche

Lichtquelle in dem betrachteten Punkt ,,gespiegelt”. Abb. 16

Die Starke der Abnahme der Lichtintensitdt bei wachsendem Winkel zwischen ni

und h wird durch den Exponenten m (Rauhigkeits-Index) bestimmt. Je geringer m
ist, desto groRer sind die Leuchtflecken. Oberflachen aus Metall weisen kleine und
stark hervortretende Glanzpunkte auf; sie zeichnen sich somit durch hohe m-Werte
aus. In den Abbildungen 17 d) und e) sind Beispiele fur verschiedene Rauhigkeits-
Indizes dargestellt, gebrauchliche Werte liegen zwischen 10 und 50.

Zusammenfassung der Lichtkomponenten

Die vier diskutierten Beleuchtungskomponenten lassen sich (unter Hinzunahme
einer Komponente fir transmittiertes Licht bei transparenten Korpern) zu folgen-
der Gleichung fiir die Gesamtlichtintensitat | in einem Knoten des Sichtstrahlen-
baums zusammenfassen:

| =k, I, +k, -Zn:Ij -max(0,<ﬁ,lqj>)-0+kp -Zn:Ij ~max(0,<ﬁ,ﬁj>)m+kslr +k, .
i=t i=1

Dabei ist n die Anzahl der Lichtquellen in der Szene mit den Intensitaten Iy,...,1,, i
der Normaleneinheitsvektor im betrachteten Flachenpunkt, f] der normierte Ver-

bindungsvektor zur j-ten Lichtquelle und ﬁj der Highlight-Vektor in Bezug auf

diese Lichtquelle. I,, I, und I; sind die Intensitdten des ambienten Lichtes in der
Szene und des aus Reflexions- und Transmissionsrichtung auf den betrachteten
Punkt einfallenden Lichtes. Durch die Faktoren k, (ambient), ky (diffuse), k,
(phong), ks (reflection), k; (Transparenz) und den Rauhigkeits-Index m
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(phong_size)23 wird die Beschaffenheit der Oberflache beschrieben. Der Faktor
O beschreibt die Farbe der Oberflache. Es handelt sich bei diesem Faktor um die
der betrachteten Grundfarbe entsprechende Komponente des Farbvektors
<r,g,b>, der aus den Komponenten Rot, Griin und Blau besteht. Wie bereits er-
wéhnt, muss die Lichtintensitat fiir jede dieser drei Grundfarben berechnet werden.

Durch das Verhaltnis der beschriebenen Beleuchtungskomponenten und die Fest-
legung der Farbe lasst sich das Aussehen der Oberflache eines Korpers in weiten
Grenzen bestimmen.24 In POV-Ray wird dazu dem entsprechenden Kérper durch
die folgende Anweisung eine Oberflache (Textur) zugewiesen:
texture { pigment { color rgbt <r,g,b,ke> } 3}

Ffinish {ambient k, diffuse ky

phong k, phong_size m reflection ks } } .

Abb. 17 zeigt eine Kugel, deren Oberflache mit dieser Definition und den angege-
benen Werten fiir die Parameter ks, kg, Ky, Ks, k; und m erzeugt wurde.

a)k,=0,9; ky=0; ks=0
kp=0 ) kt=0

c) ka=0,1; k3=0,7; ks=0,3
kpz 0 ) kt: 0

d) ka=0,1; kg=0,7; ks=0,1 €) ky=0,1; kg=0,7; k;=0,3 f) ka=0,1; ky=0,7; k;=0,3
k,=05;m=12,k=0  k,=05;m=50;k=0  k,=0,5;m=50; k=0,

Abb. 17

23 Durch die in Klammern angegebenen Schliisselwérter konnen die entsprechenden Werte
in POV-Ray festgelegt werden.

24 Natirlich werden auch weiter gehende Methoden zur Oberflachengestaltung verwendet,
z. B. die Projektion von Bildern auf Korper (Texture-Maps) und die Simulation von
Vertiefungen (Bump-Maps). Die hier beschriebenen Parameter lassen jedoch bereits ei-
ne recht weit reichende Gestaltung gleichmé&Riger, einfarbiger Oberfléchen zu.
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3 Vorschlage fur die Einbeziehung von Elementen der 3D-Computer-
grafik in den Unterricht der Analytischen Geometrie

3.1 Modellierung einfacher Korper, Arbeit mit dem 3D-Koordinatensystem

Um die Mdglichkeiten, welche die Nutzung einer 3D-Grafiksoftware im Stoffge-
biet Analytische Geometrie bietet, umfassend nutzen zu kdnnen, erscheint es sinn-
voll, die Schiiler gleich am Anfang dieses Stoffgebietes an die Arbeit mit einer sol-
chen Software2> heranzufiihren. Dafiir spricht auch, dass der wichtigste Unter-
richtsinhalt in dieser Anfangsphase die Arbeit mit einem raumlichen Koordinaten-
system ist.26 Die Orientierung in diesem ist notwendig, um mit POV-Ray Grafiken
zu erstellen und wird gleichzeitig durch den Umgang mit der Software geschult.

Die Beschreibung einfacher Kdrper und ihre Positio-
nierung im Raum durch Koordinaten bietet einen gu-
ten Einstieg in die Arbeit mit dem Programm, und die
Schiiler machen sich dabei gleichzeitig mit dem Ko-
ordinatensystem vertraut.2’ So kénnte ihnen das Bild
einer einfachen Szene (wie z. B. Abb. 18) mit der
Aufforderung vorgelegt werden, die Objekte der Sze-
ne, bei denen es sich um einfache Grundkorper han-
delt, durch Koordinaten zu beschreiben. Abb. 18

Um den Schiilern den Einstieg in die Arbeit mit der Software zu erleichtern, emp-
fiehlt es sich, ihnen anfangs vorbereitete Dateien zur Verfiigung zu stellen, welche
die bendtigten Makropakete laden und die Kamera sowie die Lichtquellen festle-
gen. Eine solche Vorgabedatei (Template) sollte die folgenden Zeilen enthalten:

25 Wie bereits erwahnt, wird hier die Verwendung von POV-Ray ([27]) vorgeschlagen.

26 Obwohl — wie in Abschnitt 2.1 ausgefiihrt — fur die Computergrafik die homogenen Ko-
ordinaten sehr bedeutsam sind, erscheint deren Behandlung in der Schule weniger sinn-
voll, da bereits die Orientierung im dreidimensionalen kartesischen Koordinatensystem
flir die Schiler mit Problemen verbunden ist. Fiir das inhaltliche, geometrische Ver-
stdndnis der Computergrafik ist die Arbeit mit homogenen Koordinaten auch nicht un-
bedingt notwendig, da fur die geometrische Modellierung kartesische Koordinaten ver-
wendet und diese erst software-intern in homogene Koordinaten transformiert werden.

2T Wie bereits erwahnt, liegt POV-Ray ein linkshandiges Koordinatensystem zugrunde
(siehe Abb. 19). Soll im Unterricht weiterhin das rechtshandige System genutzt werden,
missen die Schiiler jeweils die z- und y-Koordinaten vertauschen oder eine Koordina-
tentransformation vornehmen. Allerdings ware die dazu einzufiigende Matrix (siehe Ab-
schnitt 2.4) eine ,,Black-Box* fir die Schler. Dieses Problem l&sst sich dadurch umge-
hen, dass im gesamten Unterricht das linkshandige System verwendet wird. Dagegen
spricht, dass viele deutsche Schulbiicher rechtshdndige Koordinatensysteme verwenden.
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#version 3.5; (Gibt an, welche Programmversion verwendet wird.)
#include "colors.inc"” (Ladt eine Datei, in der Farben definiert sind.)
#include ""textures.inc' (L&dteine Datei, in der Oberflachen definiert sind.)
background {White} (Legt die Farbe des Hintergrundes fest.)

camera { location <0,6,-20> angle 12 look _at <0,-0.5,0> }
light_source { <-30,30,0> color White }

In dieser vorbereiteten Datei missen die Schiler nun noch die geometrischen Ob-
jekte der Szene beschreiben: 28
sphere { <0.1,-0.3,1.2> 0.7 texture{pigment{color Blue } } }
cone { <1.2,-1,0.5>, 0.5, <1.2,1,0.5>, O

texture { pigment { color Red } } }
cone { <-0.7,-1,-0.5>, 1, <-0.7,0,-0.5>, 0.0

texture { pigment{ color Green } } }
cylinder { <0,-1.1,0>, <0,-1,0>, 2 texture { DMFWood6 } }
cylinder { <0,-10,0>, <0,-1,0>, 0.2 texture { Aluminum } }

Dabei ist zu erarbeiten, wie Kugeln, Zylinder und Kegel im Raum beschrieben
werden kdnnen; die Syntax von POV-Ray ist dann leicht verstandlich. Die Erzeu-
gung z. B. eines Kegelstumpfes durch cone{<xi,yi,Z:1>,r1,<X2,Y2,2Z2>,2}
erscheint nahe liegend, wenn herausgearbeitet wurde, dass dieser durch die Mittel-
punkte und Radien seiner Grund- und Deckflache beschrieben werden kann.

Haufig fallt die anschauliche Orientierung im dreidi- y
mensionalen Koordinatensystem und somit die Er-

stellung von Grafiken leichter, wenn auf den Bildern Z
ein Achsenkreuz mit dargestellt wird. Ein solches
kénnen die Schiiler aus Grundkérpern (Zylinder, Ke-
gel, Kugeln und Textobjekte) selbst erstellen. Sollte
die zur Verfligung stehende Zeit hierfir nicht ausrei- ~—
chen, konnen sie mittels der #include-Anweisung / X
auch eine bereits vorbereitete Datei einbinden.29

Abb. 19

28 Dazu sollte den Schiilern der Koordinatenbereich mitgeteilt werden, der von der vorbe-
reiteten Kamera erfasst wird. Weiterhin sollten sie die texture-Anweisung kennen,
um den Korpern Oberflacheneigenschaften zuzuweisen. Eine Vertiefung dieser Thema-
tik bietet sich jedoch eher im Zusammenhang mit der Behandlung der Normalenvekto-
ren an. Erfahrungsgemdl werden allerdings einige Schiiler bereits an dieser Stelle mit
Texturen experimentieren, da sich hiermit interessante Effekte erzielen lassen.

29 Ein vorbereitetes Koordinatensystem steht unter [26] zur Verfugung. Da das Arbeits-
tempo der Schiiler bei Computeranwendungen meist sehr unterschiedlich ist, erscheint
auch ein arbeitsteiliges VVorgehen sinnvoll, wobei einzelne Schiler derartige Dateien er-
stellen, die dann von den Mitschilern genutzt werden. Andere Schiller kénnten sich
wahrenddessen z. B. mit der Erzeugung von Videos oder mit Texturen beschéaftigen.
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Eine wichtige Eigenschaft der 3D-Computergrafik besteht darin, dass sich Szenen
aus beliebigen Richtungen betrachten lassen. Nachdem die Schiiler eine einfache
Szene erstellt haben, kénnen sie mehrere ,,Schnappschiisse* dieser Szene anferti-
gen, indem sie die Lage der Kamera (camera{location{<x,y,z>) verandern.

Durch das Berechnen einer Sequenz von Bildern mit jeweils gering voneinander
abweichenden Kamerapositionen kénnen die Schiiler kleine Videoclips mit ,,Ka-
merafliigen anfertigen. Dazu muss die Position der Kamera in Abhangigkeit von
einem zeitlich veranderbaren Parameter dargestellt werden:
x=f),y="F0),z=10).
Mathematische Grundlagen der Erstellung von Kamerafliigen bilden somit die Pa-
rameterdarstellungen von Raumkurven, die allerdings (mit Ausnahme von Gera-
den) nicht Gegenstand des gegenwaértigen Unterrichts sind.

Jedoch erfordert beispielsweise die Beschreibung eines Krei-
ses in spezieller Lage durch eine Parametergleichung lediglich
die Erinnerung an die Einflihrung der trigonometrischen Funk-
tionen am Einheitskreis (sieche Abb. 20). Davon ausgehend
kann fir den in der Ebene mit der Gleichung y = h gelegenen
Kreis mit dem Mittelpunkt (0;h;0) und dem Radius r die Pa-
rameterdarstellung

x(t)=r-cosa, y(t)=h, z(t)=r-sina Abb. 20
erarbeitet werden. Fiir die Erstellung eines Videos, bei dem die Kamera auf dem
Kreis entlang féahrt, ist dann o in Abh&ngigkeit von dem Parameter clock auszu-
driicken und die Kameraposition mit (rcos a; h; rsin ) festzulegen.30

Zusammengefasst kénnen die Schiler durch die Darstellung einfacher Kérper, die
Anderung ihrer Lage im Raum und das Variieren der Kamerakoordinaten einen
Einstieg in die Beschreibung geometrischer Objekte durch Koordinaten finden und
mit dem Koordinatensystem vertraut werden. Derartige Téatigkeiten eignen sich da-
her gut fiir den Beginn des Stoffgebietes Analytische Geometrie. Die vorgeschla-
gene Beschreibung geometrischer Korper anhand ihrer konkreten Eigenschaften
durch Koordinaten lehnt sich eng an elementargeometrische Arbeitsweisen an und
stellt somit fir die Schiller Beziige zwischen der Elementargeometrie und der Ana-
Iytischen Geometrie her. Zudem kdnnen die sich dabei zeigenden Grenzen beziig-
lich der Modellierbarbarkeit von Formen fiir die Motivierung der spateren Behand-
lung von impliziten Gleichungen und Parameterdarstellungen genutzt werden.

30 In POV-Ray ist clock als zeitabh&ngiger Parameter vorgesehen; fir diesen Wert wird
ein Intervall [O;n] natlrlicher Zahlen festgelegt, wobei dann n+1 Einzelbilder (,,Fra-
mes*) fur ein Video berechnet werden. Technische Details zur Erstellung von Videos
werden auf der Internetseite [26] beschrieben; auch das fertige Video ist dort verfligbar.
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3.2 Zur Einfuhrung und Verwendung von Vektoren

Aus der Sicht der Verwendung des Begriffes ,,Vektor” in der 3D-Computergrafik
(wie Uberhaupt in der Informatik und ihren Anwendungen) liegt eine arithmetische
Auffassung dieses Begriffes als n-Tupel (meist Tripel) reeller Zahlen nahe. Sowohl
in POV-Ray als auch in Computeralgebrasystemen und Programmiersprachen
werden Vektoren als (Daten-)Strukturen, die aus mehreren Zahlen bestehen, aufge-
fasst.31 Eine geometrische Bedeutung erhalten Vektoren dabei erst aus dem Kon-
text heraus, in dem sie angewendet werden.

Sicherlich ist die Auffassung von Vektoren als n-Tupel in der Informatik kein hin-
reichender Grund, das Vektorraummodell R" (bzw. speziell R®) auch dem Mathe-
matikunterricht zugrunde zu legen. Jedoch sind auch in der mathematikdidakti-
schen Diskussion m. E. wichtige Argumente fiir die Verwendung dieses Modells
vorgebracht worden. Neben seiner Einfachheit werden in [4] die ,,freie Beweglich-
keit zwischen verschiedenen Deutungen® des Vektorbegriffs (S. 177) sowie die
Méglichkeit der Ubertragung von Konzepten zwischen dem R" und der Geometrie
(S. 179) hervorgehoben. TIETZE nennt u. a. den Vorteil, dass sich die Struktur der
n-Tupel ,,uber die Falle n = 2, 3 hinaus gut verallgemeinern l&sst und zugleich ein
zentrales Mathematisierungsmuster darstellt* ([19], S. 79). Den ,,zwanglosen
Wechsel zwischen dem algebraischen Modell und geometrischen Modellen sowie
zwischen den geometrischen Modellen untereinander” sieht er als ein ,,wichtiges
heuristisches Hilfsmittel” und die n-Tupel als Bindeglied zwischen geometrischen
Inhalten und Themen einer algorithmisch orientierten linearen Algebra — die Funk-
tion als Bindeglied zur Informatik kann m. E. aus heutiger Sicht hinzugefiigt wer-
den. Andererseits gelangte G. WITTMANN nach der Analyse von Schillerkonzepten
zu der Auffassung, dass sich die ,,Einfilhrung von Vektoren als n-Tupel ... nicht als
unmittelbare Vorbereitung fiir eine Analytische Geometrie des Anschauungsrau-
mes* eignet ([20], S. 140), wobei er sich allerdings auf die Situation bezieht, dass
ein arithmetisch eingefiihrter VVektorbegriff danach ausschlieBlich fiir geometrische
Anwendungen genutzt wird. Da auch die Behandlung anderer Vektormodelle (wie
z. B. der Pfeilklassen) mit erheblichen Schwierigkeiten verbunden ist und die axi-
omatische Einfilhrung des Vektorraumbegriffs im Unterricht als gescheitert ange-
sehen werden kann, moéchte ich hier fiir eine flexible Verwendung des Vektorbe-
griffs pladieren, die sich an dem jeweiligen Kontext orientiert, in dem Vektoren
betrachtet werden. 32

31 In der Hilfe zu POV-Ray heil’t es dazu: ,,A vector is a set of related float values.*

32 Die Thematisierung des Vektorbegriffs unmittelbar am Anfang des Stoffgebietes Analy-
tische Geometrie erscheint allerdings m. E. ohnehin nicht empfehlenswert, da die Schi-
ler anhand der Beschreibung von Punkten und einfachen geometrischen Objekten durch
Koordinaten einen anschaulicheren und einfacheren Einstieg in die Analytische Geo-
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Das erste Vektormodell, das die Schuler kennen lernen, wenn sie mit einem 3D-
Grafikprogramm arbeiten, ist dabei (auch wenn dies im Unterricht zunéchst nicht
explizit angesprochen werden muss) das der n-Tupel. Die wichtigsten Zusammen-
hange, in denen diese in der Computergrafik auftreten, sind:

Die Beschreibung von Punkten des Raumes durch Koordinatentripel.33

Die Beschreibung geometrischer Transformationen. Neben Translationen
(translate <t,,t,,t;>) kénnen auch Drehungen (rotate <g, ¢,, ¢>; die
Komponenten des ,,Drehvektors” sind die Eulerschen Winkel der Drehung)
sowie Streckungen (scale <s,,sy,s,>; die Komponenten dieses Vektors ge-
ben die Streckungsfaktoren in Richtung der drei Koordinatenachsen an) durch
Vektoren beschrieben werden.

Die Beschreibung von Farben. Wie bereits erwahnt, wird im RGB-Farbmodell
jede Farbe durch Intensitatswerte der drei Grundfarben rot, griin und blau be-
schrieben (color rgb <r,g,b>).34 Durch Erweiterung auf Quadrupel wird
dieses Modell des Farbvektors um die Beschreibung der Transparenz eines
Objektes erweitert: color rgbt <r,g,b,t>.

Die zunachst véllig ,,ungeometrische* Beschreibung cyan weil}
von Farben durch Vektoren stellt unter den genannten blfu |

Beispielen eine Besonderheit dar. Interessant wird die '
Beschreibung von Farben durch Tripel und die an- I
schlieBende Interpretation dieser ,,Farbvektoren* als :
Ortsvektoren dadurch, dass ein zunéchst nicht geo- .,
metrischer Inhalt geometrisch veranschaulicht wer- .
den kann. Dies geschieht mit dem bekannten ,,Farb- &

magenta

’ ~ Jcelb

wiirfel“ bzw. ,,RGB-Wiirfel“, bei dem alle Farben als ¢.jiwarz rot
Punkte eines Wiirfels dargestellt werden (Abb. 21).35 Abb. 21

33

34

35

metrie finden dirften, als wenn gleich am Anfang der vergleichsweise abstrakte Vektor-
begriff gewissermalien ,,auf Vorrat“ eingefiihrt wirde.

Die dadurch implizerte Identifizierung von Punkten und Vektoren stellt allerdings ein
didaktisches Problem dar (siehe z. B. [20], S. 138), das spatestens bei der Behandlung
der Parameterdarstellungen von Geraden und Ebenen zum Tragen kommt. Hier wird es
notwendig, dass die Schiiler zwischen den verschiedenen Deutungen des Begriffs Vek-
tor unterscheiden; Hinweise hierzu werden u. a. in [4] gegeben.

Diese Farbvektoren durften allerdings streng genommen nicht als VVektoren bezeichnet
werden, denn da die r-, g- und b-Werte jeweils zwischen 0 und 1 liegen, bilden sie kei-
nen Vektorraum. Auf diese Tatsache sollten die Schiiler zumindest hingewiesen werden.

Auch die Vektoraddition und die Multiplikationen mit Skalaren sind — innerhalb des
Definitionsbereiches [0;1] fur die drei Komponenten — sinnvolle Operationen mit Farb-
vektoren. Das RGB-Modell wird auch als ,,additives Farbmodell“ bezeichnet.
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Auch wenn die Schuler Vektoren zundchst als n-Tupel ken-
nen lernen, wird ihre Eigenschaft, eine Richtung anzugeben,
spatestens bei der Behandlung der Parameterdarstellungen
von Geraden und Ebenen in den Vordergrund treten und ihre
Deutung durch Pfeile erfordern.36 Hierbei kann die Verwen-
dung einer Grafiksoftware bei der Veranschaulichung von
Vektoren und einfachen Vektoroperationen hilfreich sein.
Da in POV-Ray die Visualisierung von Vektoren als Pfeile
nicht vorgesehen ist, missen hierfiir geeignete Makros er-
stellt bzw. vorhandene Makros eingebunden werden. 37

3.3 Visualisierung von Ebenen und ihren Lagebeziehungen,

Ubergang von linearen zu nichtlinearen Objekten

Wie bereits im zweiten Kapitel dieses Artikels beschrie-
ben wurde, lassen sich mithilfe von POV-Ray Flachen,
die durch implizite Gleichungen oder Parametergleichun-
gen gegeben sind, darstellen (isosurface- bzw. para-
metric-Objekte, siehe Abschnitt 2.2). Hiermit kdnnen
natiirlich auch Ebenen (i. Allg. durch rechteckige Aus-
schnitte) veranschaulicht werden. Die Mdglichkeit, diese
transparent darzustellen, erleichtert es, die Lage einer
Ebene im Raum zu verdeutlichen, Schnittgeraden zweier
Ebenen zu visualisieren und die gegenseitige Lage meh-
rerer Ebenen des Raumes zu untersuchen.38

’

Bild 23

Die im Unterricht sehr verbreiteten (rechnerisch zu l6senden) Aufgaben zu Lage-
beziehungen kdnnen somit durch Visualisierungen ergénzt werden. Allerdings
rechtfertigt die Darstellung linearer Objekte allein nicht den Aufwand einer Be-

36 Dabei ist die Behandlung des recht abstrakten und far die Schiiler oft schwer verstandli-
chen Begriffs ,,Pfeilklasse” nicht unbedingt erforderlich, vielmehr geniigt (z. B. nach
[19], S. 79) ,,die Vorstellung von einem Pfeil, den man frei verschieben kann.*

37 Vektoren“ (als Pfeile) kénnen durch Zylinder und Kegel dargestellt werden, die in Ab-
hangigkeit von den Anfangs- und Endpunktkoordinaten des darzustellenden Pfeiles zu
positionieren sind. Unter [26] steht hierfur das Makropaket ,,ana-geo.inc* zur Verfi-
gung, das die einfache Erzeugung von Orts- und Verbindungsvektoren, Strecken, Ebe-
nen und Koordinatensystemen ermdglicht. Um diese Objekte zu nutzen, ist das Makro-
paket in die entsprechende POV-Ray-Datei einzubinden: #include ana-geo.inc".

38 Eine recht komplexe Anwendung der Visualisierung von Ebenen, die durch implizite
Gleichungen gegeben sind, ist die auf der Internetseite [26] gezeigte Veranschaulichung

des Gauss-Algorithmus.
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schaftigung mit einem komplexen Programm wie POV-Ray.3° Soll der Computer
nur flr die Visualisierung von Vektoren, Geraden und Ebenen sowie ihrer Lagebe-
ziehungen genutzt werden, empfiehlt sich der Einsatz einer Software mit einem
geringeren Funktionsumfang, die speziell fiir diese Belange entwickelt wurde.40

Wird aber die 3D-Computergrafik, wie hier vorgeschlagen, an mehreren Stellen im
Unterricht thematisiert und eine Grafiksoftware wie POV-Ray ohnehin genutzt, so
liegt auch ihre Verwendung flr die Darstellung von Geraden und Ebenen nahe. Im
Sinne der eingangs angestellten Uberlegungen zur Formenarmut des Unterrichts
erscheint es jedoch wiinschenswert, nicht bei der Behandlung linearer Objekte ste-
hen zu bleiben. Indem sie in impliziten Gleichungen und Parameterdarstellungen
von Ebenen lineare durch nichtlineare Terme ersetzen, kdnnen die Schiler erste
Experimente mit der Darstellung von Flachen durchfiihren und auch mit recht ein-
fachen Gleichungen attraktive Ergebnisse erzielen. Natirlich sollten sich derartige
Experimente nicht auf das reine ,,Spielen” mit Gleichungen und deren visuelle Be-
trachtung beschranken, sondern durch Uberlegungen erganzt werden, wie sich
Verénderungen an den Gleichungen auf die Gestalt der Flachen auswirken. Eine
wichtige Strategie bei derartigen Uberlegungen besteht darin, die Schnittkurven der
betrachteten Flachen mit den Koordinatenebenen zu untersuchen.

Schnittfiguren haben eine wichtige Bedeutung fur die Modellierung von Formen in
der 3D-Computergrafik; gleichzeitig wird ihre Untersuchung durch das Veran-
schaulichungspotenzial von 3D-Grafiksoftware erleichtert und z. T. erst ermdg-
licht. Es erscheint daher sinnvoll, im Unterricht nicht ausschlieflich die (geomet-
risch recht langweiligen) Schnittgeraden von Ebenen zu behandeln. Die Méglich-
keit der Visualisierung erleichtert es, auch Schnitte von Ebenen mit beispielsweise
Kugeln und Zylindern bzw. dieser Objekte miteinander zu betrachten.4! Besonders
interessant sind dabei die Schnittfiguren von Ebenen und Kegeln, anhand derer ei-
nige der angedeuteten VVorgehensweisen exemplarisch erlautert werden sollen.

39 Zudem benétigt POV-Ray fiir die Darstellung von Ebenen, die durch parametrische oder
implizite Gleichungen gegeben sind, recht lange Rechenzeiten, da durch die Anweisun-
gen parametric und isosurface beliebige Flachen qualitativ hochwertig dargestellt
werden koénnen. Die Software erfasst bei der Eingabe von Ebenengleichungen nicht,
dass es sich um recht triviale Spezialfalle handelt, und verwendet wesentlich komplexe-
re Algorithmen als fur die Darstellung von Grundkdérpern.

40 Ein hierfiir geeignetes Programm ist z. B. DreiDGeo (siehe [1]). Falls die Schiler bereits
mit der Nutzung eines CAS vertraut sind, kann naturlich auch dieses fir Visualisie-
rungszwecke in der Analytischen Geometrie genutzt werden.

41 Betrachtet man statt der ebenen Schnitte bzw. der Schnitte von Korperoberflachen die
Durchschnitte der ,,Korperinneren®, so gelangt man zu den Booleschen Operationen
(siehe Abschnitt 2.2), einem der wichtigsten Modellierungsprinzipien der 3D-Computer-
grafik, das auch als CSG (Constructive Solid Geometry) bekannt ist.
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3.4 Nutzung computergrafischer Darstellungen fir die Untersuchung
von Kegelschnitten und Flachen 2. Ordnung

Die Nutzung von Computervisualisierungen erleichtert wesentlich die Behandlung
der Kegelschnitte im eigentlichen Sinne ihres Namens: als Schnittkurven einer E-
bene und eines Kreiskegels.

Dazu kdnnen die Schuler Kegel
und Ebenen in verschiedenen ge-
genseitigen Lagen darstellen (sie-
he z. B. Abb. 24)42 und zu Ver-
mutungen (ber mogliche Schnitt-
figuren gelangen.43 Dazu miissen
sie Kegel zunéchst nicht durch
Gleichungen beschreiben, da die-
se auch als cone-Objekt zur Ver-
fugung stehen (vgl. Abschnitt Abb. 24
2.2).

Nach dieser ,,Experimentierphase* und nachdem die Schuler Vermutungen beziig-
lich der entstehenden Schnittkurven herausgearbeitet haben, kénnen fiir spezielle
Kegel und Ebenen die Gleichungen der Schnittkurven hergeleitet werden, wozu
nun die Kegelgleichung benétigt wird. Die Gleichung x* —y® +z? =0 fir einen

LEinheitskegel“ in Mittelpunktslage lasst sich durch die Uberlegung gewinnen,
dass Schnittkurven dieses Kegels mit zur x-z-Ebene parallelen Ebenen Kreise sind,
und sich beim Schnitt mit der x-y-Ebene sowie der y-z-Ebene jeweils Geradenpaare
ergeben. Fir die Schnittfiguren dieses Kegels mit z. B. den Ebenenz =1,y =1 und
y =z —1 konnen die Schiler nun die Gleichungen

x*—y?=1, x*+z?=1und x*+2z=1
ermitteln und somit Gleichungen fiir spezielle Hyperbeln, Ellipsen und Parabeln
herleiten (wobei herausgearbeitet werden sollte, dass auch ,,echte* Ellipsen, also
nicht nur Kreise, entstehen kénnen).44
Nach diesen Betrachtungen, bei denen die Schiiler Kegelschnitte als Schnittfiguren

rdumlicher Objekte visuell betrachtet und durch Gleichungen beschrieben haben,
kénnen nun deren Eigenschaften als ebene Objekte untersucht werden. Eine andere

42 Unter [26] steht dariiber hinaus ein Video zur Verfiigung, das sichtbar macht, wie die
einzelnen Schnittfiguren bei VVeranderung der Ebene ineinander tibergehen.

43 Hierbei kénnen die Schiiler inshesondere erkennen, dass die entstehenden Ellipsen be-
ziiglich beider Achsen symmetrisch sind, es sich also nicht um ,,eiférmige* Kurven han-
delt, was aufgrund der Verjlingung des Kegels oft vermutet wird.

44 Leistungsstarke Schiler konnen auch, gegebenenfalls mit einigen Hilfen, die allgemeine
Scheitelgleichung der Kegelschnitte herleiten (siehe z. B. [16], S. 242f.).
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lohnende Anknipfungsméglichkeit besteht zu den Flachen zweiter Ordnung. Die
fiir die Untersuchung der Kegelschnitte beschriebene Vorgehensweise von der Vi-
sualisierung zur mathematischen Beschreibung wird dabei umgekehrt, indem Glei-
chungen aufgestellt und die durch sie beschriebenen Objekte mithilfe der Software
dargestellt und exploriert werden. Ausgangspunkte fiir das Aufstellen von Glei-
chungen konnen sowohl die Gleichungen der Kegelschnitte, die durch das Einfi-
gen von Termen fiir die dritte Koordinate zu Flachen des Raumes erweitert wer-
den, als auch Kugeln und Kegel sein. Indem die Schiiler z. B. in den Gleichungen
X —y?+z2=0und x*+y*+z%=1

fiir einen Einheitskegel in Mittelpunktslage sowie die Einheitskugel Vorzeichen,
Koeffizienten und absolute Glieder variieren sowie ggf. lineare Glieder einfligen,
stellen sie Gleichungen fir unterschiedliche Flachen zweiter Ordnung auf, die sie
anschlieBend visuell darstellen (siehe z. B. Abb. 25 und 26). Dabei kénnen die
Schiler das Ellipsoid (siehe z. B. Abb. 25 a), das ein- und zweischalige Hyperbo-
loid (Abb. 25 b, c¢) sowie das elliptische und das hyperbolische Paraboloid (Abb.
26 a, b) entdecken und anschlieRend weiter untersuchen.4> Dabei sollten sie vom
einfachen Verandern der Gleichungen zu einem systematischeren VVorgehen gelan-
gen und die Frage nach dem Einfluss von Gleichungsanderungen auf die Gestalt
der Flichen sowie die umgekehrte Frage, welche Anderungen in den Gleichungen
notwendig sind, wenn bestimmte Formen modelliert werden sollen, diskutieren.

b/

8x* +3y*+z°=9 3x*—2y?+32°=0,25 —3x*+2y?-322=0,25

a) b) c)  Abb.25
Eine wichtige Bedeutung bei der Untersuchung sowie gleichungsmaRigen und ver-
balen Beschreibung der Flachen zweiter Ordnung haben wiederum Uberlegungen

zu den Schnittkurven der entsprechenden Flachen mit den Koordinatenebenen;
damit erfolgt eine Ruckbesinnung auf die Kegelschnitte.

45 Die vollstandige Betrachtung oder gar Klassifizierung der Flachen zweiter Ordnung ist
dabei m. E. nicht notwendig, da die angestrebten Ziele durchaus anhand exemplarischer
Untersuchungen einzelner Flachen erreicht werden kdnnen.
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Das wichtigste Ziel der vorgeschlagenen Untersuchun-
gen von Flachen zweiter Ordnung wie auch von ande-
ren Flachen des Raumes besteht darin, dass die Schiiler
exemplarisch den Zusammenhang zwischen der ma-
thematischen Beschreibung und dem geometrischen
Objekt anhand interessanter Korper und Flachen durch
eigene Experimente entdecken und dadurch Féhigkei-
ten der Modellierung entwickeln. Die computerunter-
stitzte Visualisierung kann dabei eine wertvolle Hilfe a) x?+2z%=2y
sein, soll aber den Schiilern vor allem dabei helfen, ei-
gene anschauliche Vorstellungen herauszubilden und
die Fahigkeit auszupragen, Visualisierungen durch
Gleichungen beschriebener Objekte auch ,,im Kopf*
herzustellen sowie umgekehrt zu Uberlegen, wie Glei-
chungsterme variiert werden missen, um gewinschte
Formen darzustellen. Die Betrachtung von Schnittfigu-
ren sowie die damit verbundene Transformation ebener
in rdumliche Sachverhalte und umgekehrt erweist sich
dabei als zentrale Strategie.

b) x*-2z*=2y
Abb. 26

3.5 Normalenvektoren und das Erscheinungsbild von Kérperoberflachen

Bei der Darstellung der mathematischen Grundlagen der 3D-Computergrafik wur-
de bereits deutlich, dass die Normalen von Oberflachen bzw. Facetten mal3geblich
deren Erscheinungsbild bestimmen (siehe Abschnitte 2.3 und 2.5). Diese Tatsache
kann im Unterricht genutzt werden, um die Beschéftigung mit Normalen(ein-
heits-)vektoren zu motivieren. Ausgangspunkte hierfur bilden Uberlegungen zur
Funktionsweise der Bildberechnung in 3D-Grafikprogrammen46 sowie — damit im
Zusammenhang stehend — die auch bei deren praktischer Anwendung wichtige
Frage nach der Bedeutung der Parameter ambient, diffuse, phong,
phong_size und reflection sowie ihrer geeigneten Justierung in Abhéngigkeit
vom gewinschten Erscheinungsbild einer Oberflache. Da leicht zu erkennen ist,
dass fur die optische Erscheinung von Korperoberflachen verschiedenartige Refle-
xionen von Lichtstrahlen maBgeblich sind, kann an das den Schiilern bereits aus
dem Anfangsunterricht in Physik bekannte Reflexionsgesetz angeknuipft werden.

46 Das in Abschnitt 2.5 vorgestellte Raytracing-Verfahren eignet sich als Grundlage fiir
diese Betrachtungen besonders gut, da es weit verbreitet und recht leicht verstandlich ist.
Zudem beruhen die wesentlichen Schritte der Bildberechnung bei diesem Verfahren auf
Inhalten der Analytischen Geometrie, die nach den meisten heutigen Rahmenplénen In-
halte des Mathematikunterrichts der Sekundarstufe 11 sind.
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Dieses besagt, dass Einfallswinkel und Reflexionswinkel mafR-

gleich sind, wobei der Einfallswinkel (o) vom einfallenden Einfellslot
Strahl und dem Einfallslot, der Reflexionswinkel () vom reflek- \
tierten Strahl und dem Einfallslot gebildet wird.4” Als Einfallslot B
wird die auf der spiegelnden Oberflache im Auftreffpunkt des

einfallenden Strahles errichtete Senkrechte verstanden. Abb. 27

Um das Reflexionsgesetz, das im Physikunterricht der Sl in der Ebene betrachtet
wird, auf den dreidimensionalen Fall zu tbertragen, ist es notwendig, eine Entspre-
chung fiir das Einfallslot zu finden, also Geraden bzw. Vektoren anzugeben, die zu
gegebenen Flachen in den Lichteinfallspunkten orthogonal sind.#8 Ausgehend von
dieser Notwendigkeit kénnen die Begriffe des Normalenvektors und des Norma-
leneinheitsvektors eingefiihrt und Mdglichkeiten ihrer Berechnung fiir Ebenen er-
arbeitet werden. Damit ist es dann mdglich, Normaleneinheitsvektoren dreieckiger
Facetten von Kdérperoberflachen zu bestimmen und das Reflexionsgesetz fur den
Raum (in vektorieller Formulierung?®) zu erarbeiten.

Werden der Normaleneinheitsvektor mit fi cinfallender \ reflekfierter
und die normierten Richtungsvektoren des <chtstral e
einfallenden bzw. reflektierten Lichtstrahls

mit I bzw. b bezeichnet, so lasst sich das
Reflexionsgesetz durch die folgenden Bedin-
gungen formulieren:>0

1. f, I und b sind komplanar,
2. esgilt <ﬁ,r>=<ﬁ,6>. Abb. 28

An die Erarbeitung des Reflexionsgesetzes kdnnen sich Aufgaben zur Bestimmung
der Richtung reflektierter Lichtstrahlen anschliefen. AuBerdem sollten die Schiler
Objekte mit stark reflektierenden Oberflachen anhand einfacher Szenen (wie z. B.

47 Teilweise wird in den Lehrbiichern hinzugefiigt, dass die beiden Lichtstrahlen und das
Einfallslot in einer Ebene liegen; ansonsten geht dies aus der zugehdérigen Skizze hervor.

48 Fir Ebenen sind die Normalenvektoren natiirlich unabhdngig vom betrachteten Punkt.
Fur gekrimmte Flachen misste der Exaktheit halber von Senkrechten zu den Tangenti-
alebenen der Flachen in den betrachteten Punkten gesprochen werden. Bei speziellen
Flachen (wie z. B. Kugeloberflachen) dirften die Schiiler jedoch auch ohne ausfihrliche
Beschéftigung mit den Tangentialebenen die Normalen erkennen.

49 Dass die vektorielle Beschreibung der Normalenrichtung und der Richtungen der Licht-
strahlen hinsichtlich der Bestimmung der Winkel zwischen diesen Richtungen sinnvol-
ler ist als die Beschreibung durch Geraden, kann leicht plausibel gemacht werden.

50 |n Abschnitt 2.5 wurde bereits eine andere Formulierung des rdumlichen Reflexionsge-
setzes angegeben, bei der entschieden wird, ob direkte Reflexion von einem vorgegebe-
nen Punkt zu einem Beobachter mit ebenfalls vorgegebener Position erfolgt.
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in Abb. 16) mithilfe der Software darstellen. Dabei stellt sich heraus, dass die al-
leinige Berlcksichtigung der direkten Reflexion nur fur sehr stark reflektierende
Oberflachen realistische Ergebnisse liefert. Indem die Schiiler reale Beleuch-
tungsverhéltnisse von Korpern beobachten und diskutieren sowie Versuche mit den
Parametern ambient, diffuse und phong anstellen, kdnnen sie weitere Kompo-
nenten des in Abschnitt 2.5 vorgestellten Beleuchtungsmodells erarbeiten.

Da die meisten geometrischen Objekte in der Computergrafik durch Facetten in
Form von Dreiecken angendhert werden (siehe Abschnitt 2.3), die ihrerseits Ebe-
nen vorgeben, ist die Berechnung der Normalenvektoren von Ebenen, die im ge-
genwartigen Schulunterricht einen recht breiten Raum einnimmt, auch von zentra-
ler Bedeutung fiir die Bildberechnung in der 3D-Computergrafik.51 Dies konnen
die Schiler anhand konkreter Beispiele selbst nachvollziehen, wobei neben Fl&-
chen, die mit einem CAS erzeugt und als 3D-Objekte exportiert wurden, auch Mo-
delle von realen Objekten interessant sind. Geeignete Modelle stehen im Internet
(zumeist im 3ds-Format des Programms 3D-Studio) frei zur Verfligung und lassen
sich mit (ebenfalls frei erhaltlichen) Konvertierungsprogrammen in POV-Ray-
Dateien umwandeln.52 Werden derartige Modelle in einfache Dreiecksnetze kon-
vertiert, so fallt die kantige Darstellung der Objekte auf (siehe Abb. 29 a), die dar-
aus resultiert, dass jedes dieser Dreiecke eine Normale besitzt, anhand derer die
Helligkeitswerte fur alle Punkte des Dreiecks berechnet werden. Somit andern sich
an den Ubergédngen zwischen den Dreiecken die Normalen abrupt. Durch Verwen-
dung von ,,smooth-triangles, bei denen jedem Eckpunkt ein Normalenvektor zu-
geordnet wird (vgl. Abschnitt 2.3), interpoliert die Software fiir jeden berechneten
Punkt des Bildes einen Normalenvektor und erzeugt dadurch eine glatte Darstel-

lung (siehe Abb. 29 b).

A

b) Abb. 29

Anhand komplexer Objekte (wie des abgebildeten Fisches mit ca. 6000 Dreiecken)
kénnen die Schiiler die Struktur der Objekte als Vereinigungsmengen von Drei-

51 Dennoch sollten die Schiiler anhand anderer Beispiele erfahren, dass Normalenvektoren
nicht nur fur Ebenen von Bedeutung sind. So kdnnen sie z. B. recht leicht Normalenvek-
toren von Kugeln und Zylindern beschreiben.

52 Ein geeignetes Konvertierungsprogramm (3ds2pov) steht unter [26] zur Verfligung. Fir
die Beispiele in Abb. 29 a) und b) wurde eine 3ds-Datei unter VVerwendung dieses Pro-
gramms ohne bzw. mit Kantenglattung in POV-Ray-Dateien umgewandelt.
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ecken nur durch die Analyse automatisch generierter Dateien erkennen. Indem sie
aber sehr einfache Objekte als Mengen von Dreiecken selbst modellieren, besteht
fiir sie die Moglichkeit, die Kantenglattung durch die Berechnung von Mittelwer-
ten von Normaleneinheitsvektoren ,,manuell” vorzunehmen. Ein mdgliches Bei-
spiel hierfir ist das Oktaeder mit den Eckpunkten (1;0;0), (0;1;0), (-1;0;0), (0;-1;0),
(0;0;-1) und (0;0;1), das die Schiler zunéchst als Menge von 8 Dreiecken darstel-
len kdnnen (siehe Abb. 30 a). Indem sie die Normaleneinheitsvektoren der durch
die 8 Dreiecke festgelegten Ebenen bestimmen und fur jeden Eckpunkt den Mit-
telwert dieser Vektoren fiir die vier anliegenden Dreiecke berechnen (oder durch
inhaltliche Uberlegungen feststellen, dass diese Mittelwerte gerade mit den Koor-
dinaten der entsprechenden Eckpunkte Gibereinstimmen), kdnnen sie nun ein Okta-
eder aus ,,smooth-triangles* erzeugen.

Auch in diesem extremen Fall
erfolgt eine Kantenglattung (sie-
he Abb. 30 b). Die Software
tauscht fiir einen grof3en Teil des
Oktaeders eine glatte Oberflache
vor. Dass sich die geometrische
Form des Oktaeders dabei nicht
verandert hat, wird bei Betrach-
tung eines Videos deutlich, in
dem sich dieses dreht.53

b) Abb. 30

4 Abschliel3ende Bemerkungen

Die hier skizzierten Beispiele decken nattrlich bei weitem nicht alle Méglichkeiten
ab, welche durch die Einbeziehung von Elementen der 3D-Computergrafik in den
Unterricht des Stoffgebietes Analytische Geometrie eréffnet werden. Sie sollen
diese lediglich exemplarisch verdeutlichen. Dabei wollte ich sowohl recht elemen-
tare Beispiele, die konkrete, ,handwerkliche* Zugéange zur Analytischen Geomet-
rie reprasentieren, als auch vom mathematischen Inhalt her anspruchsvollere The-
men darstellen. Nach meiner Auffassung kann die Einbeziehung von Elementen
der Computergrafik sowohl in Grund- als auch in Leistungskursen dazu beitragen,
die eingangs genannten Defizite des Unterrichts in diesem Stoffgebiet zu mildern,
es attraktiver zu gestalten und zu ,,geometrisieren”. Auf das Unterbreiten von Un-
terrichtsvorschldgen, die in Bezug auf das mathematische Anspruchsniveau weit
tber die zur Zeit im Unterricht hauptsachlich behandelten Inhalte hinausgehen, ha-
be ich verzichtet, auch wenn die Behandlung z. B. von Transformationsmatrizen
oder Elementen der klassischen Differenzialgeometrie sehr reizvoll erschiene und

53 Dieses Video steht unter [26] einschlieBlich der POV-Ray-Quelldatei zur Verfugung.
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viele Anknlipfungsmdglichkeiten an die Computergrafik béte. Jedoch benétigt die
Einarbeitung der Schiler in ein 3D-Grafikprogramm und die Thematisierung von
Grundlagen der 3D-Computergrafik Zeit und stellt selbst einen Unterrichtsschwer-
punkt dar. Ob dartiber und Uber die obligatorischen Inhalte des Unterrichts hinaus
Zeit vorhanden ist, um weitergehende Themen zu behandeln, erscheint in der gro-
Ren Mehrheit sowohl der Grund- als auch der Leistungskurse fraglich.

Es soll nicht verschwiegen werden, dass fur den Einsatz von 3D-Grafiksoftware
einige erschwerende Rahmenbedingungen bestehen. Dazu gehért die zeitliche Be-
schrankung des Lehrgangs, die dazu zwingt, die Neuaufnahme von Inhalten durch
die Streichung bzw. Straffung bestehender Themen zu kompensieren.>* Zudem
sind die Voraussetzungen der Schiler hinsichtlich des Umgangs mit dem Compu-
ter oft sehr unterschiedlich; ein Teil der Schiiler benétigt viel Einarbeitungszeit fir
die Bedienung der Software. SchlieBlich erschwert das z. T. schlecht ausgeprégte
Raumvorstellungsvermégen vieler Schiiler den Umgang mit 3D-Grafiksoftware.5®

Diesen ernst zu nehmenden Problemen steht aber auch eine grofle Chance gegen-
tber, die sich aus der Einbeziehung der 3D-Computergrafik in den Unterricht er-
gibt: Die Attraktivitat der dreidimensionalen Computergrafik ruft erfahrungsgeman
zumindest bei einigen Schillern eine grofie Begeisterung hervor und regt sie dazu
an, Uber das Ubliche MaR hinaus zu Hause mit der Software zu arbeiten. Es ist also
mdglich, dass sich in vielen Lerngruppen ,,Experten” im Umgang damit herausbil-
den. Durch geschickte Unterrichtsgestaltung (Arbeit in heterogenen Gruppen) kann
deren Spezialwissen genutzt werden. Eine weitere Mdglichkeit, Unterschiede so-
wohl in den mathematischen Féhigkeiten als auch in den F&higkeiten im Umgang
mit den Computer zu beriicksichtigen, besteht darin, in differenzierter Weise vor-
gefertigte Dateien flr die Arbeit bereitzustellen, bei denen Teile der zu erstellenden
3D-Szenen bereits vorbereitet sind. Einige Beispiele hierflir wurden in diesem Ar-
tikel erwdhnt; entsprechende Materialien sind auf der Internetseite [26] zu finden.
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