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Erinnerung 1 Gaul3-Gleichung und isometrische Immersion

Erinnerung

1 Eine semi-Riemannsche Metrik'Qauf einer Mannigfdtigkeit 0 assoziiert (auf glatte We-
se) zu jedemm ¥ O eine symmetrische, nicht entartete Bilinearform@:"¥0 x "0 © a.
Schreibe auchi, (Ostatt "Q, ¢ .

1 DerLevi-Civita-Zusammenhand auf 0 ,"Q erfillt:

1) nist ein Zusammenhag (gpWist, 0 -linear in ®, g -linear in dund es ist
e @= O QO+ "0 ;0.

2) nisttorsionsfrei (Ng®d Ngd= QOO).

3) N ist metrisch () GO G ;G O &N ;0.

8 OT A EOO AAAOOAE AET AAOOEC AAOOEI T Os8
1 RiemannscherKrimmungstensorzu 0 ,"Q:

Y O®Oh Tga®d Melea®d N ga®

ist_ 0 -linearin @ &G also ein Tensorfeld vom Typ1,3 .
1 Sind, = spanéd O Y0 2-dimensional sowie nicht entartet (genau dann, wenn

"Q”.«, nicht entartet) und 0 A& h &OANMO &, A3, soheikty , h Y 66 GO

U W,W
die Schnittkrimmung von,, , ist wohldefiniert.
ric G h tr 'Yi{,®d & Tensorfeld vom Typ 0,2 ,symmetrisch ,
Ric &definiert durch ric df = Ric &0 Tensorfeld vom Typ 1,1
Tensor.scalh tr Ric ¥ _ 0 heiRt Skalarkrimmung.
T Ist Q,8,Q O"}{D eine Orthonormalbasis (genau dann, wenn fir all& "Quilt

R Q0= 0und 6, QOE -8 +1 ), so gilt

ricy, W0 = - BY Ghéd 'QOuNd
Q
scalf =  -of RiyQRAE - ric B,
= -t ot OY RGO 2 0 span QR
. -

T IstQ= %é dann ist

: ¢
RiC, O, GCE ricy BO =  -@Y GO OQAE @OE U span OQ, .
@2 @2

Insbesondere gilt: Istwein Eigenvektor zuRic,, so ist der zugehdrige Eigenwert
B%,0 span ®Q, .
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Kapitel I: Krimmung von Untermannigfaltigkeiten und Flachen in a3

1  Gauf3-Gleichung und isometrische Immersion

Notation

Im Folgendenseien ,"Q eine semiRiemannsche Mannigfaltigkeit) O () eine Untermannig-
faltigkeit, auf der'Qeine semiRiemannsche Metrik'Qinduziert,n der Levi-Civita-Zusammenhang
von 0,"Qundn der Levi-Civita-Zusammenhang von 0 , Q.

Erinnerung

"Y e g . w I3 . .
Es giltrldh(l‘)z rlwqw , wobei t Yden Anteil in "Y0 bezuglich derZerlegung
Yo ="Yo s "Yo ° ezalien fur &y N “YO und @™ D U bezeichnet.
11 Definition (zweite Fundamentalform

Fiard,oN 0O U definieren wir “GDd,  durch ﬂ(;h('bz rl(;hd)+ @ o0, d h.

®ww = fl(;hoo N0 TN YO L @heilt zweite Fundamentalform.

1.2 Lemma

i) ‘0P @, hangtvond,wN 0 O nurviady,a,=:"GD @y, ab.
i) OO = WAG .

Also ist"ine glatte Familie von symmetrischen bilinearen Abbildungn”Y0 x "Y0 © "Y0
Beweis

i)

Klar fir ¢.

Fir &
Sei'y v Y0 v beliebig. Setzé fort auf einer offenen UmgebungYvonT)in 0 zu einer glatten
Abbildung’ : YO Y so, dasdir alleq ™ Yy N YO Yist. Dann gilt
6 .0, %= Blal y O " @y @y O g, O
kO

Dieshéngt vondnur via ¢y ab.Weil’ ;, beliebig war, folgt die Behauptung.
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i)

U torsionsfrei

o, e o, oo _ . o . n = N e . U —

Puww Wow = ﬂ%oo n%w W, 0y 0.
N"\ﬂ[j

1.3 Satz (Gaul3 -Gleichung fur den Krimmungstensor )

Seien’Y,Ydie Riemannsche& Krimmungstensoren zu 0,"Q bzw.(0,"Q. Dann gilt fur alle
@, 0N "YO mit der Notation & tCfir "Qbzw."Q

Y O, AYOE BY &, ¢ O FADNG "M, O 8D, ¢ ," @ w O
Beweis

Setzed, ®, G fort zu ®,ON 0O 0O

1
O Nt WO BN 5 GO+ 01 WG , GO
I R PRI T SAY (> AYAIR o JlG (> ATARLINA o)
wtangential and -0 ¥ V]
N v
= BN 5 G0 BADM G, 6 O
1
. . canalog w2 P wpme e A
NonpwO = Qg e WOk 6ADM, 0 ,"ow O
1

, .wtangential an 0

N ool = O g A GXD

Addieren und Umstellen liefert die Behauptung.

14 Satz (Codazzi -Gleichung)
In der Situation von Satz.3 gilt
YRO® Tz Wman Yoo,
wobei Z QO h g WO - Mo, "M, der kanonische Zusammen-

hang aufdemn,. T Of Al AlisA(fuf FodsetZDngen vond,dzu@ N 0 O ist die rechte
Seite, 0 -linearin dund &, also hangt sie voriy, nur via 6,6, ab.)
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Beweis
1
v U Y . U
Y .o
= g WO + MW" g .
1
Talgl = g @ow @50 .
1

Y. woe
MTao®w = Moo,
n torsionsfrei

L 6 0 + TN (6 .

Addieren liefert die Behauptung

Notation

Im Folgendengelte zusatzlichdim0 = dim0 1, d. h(0,"Q ist eine semiRiemamsche Hype-
flache in(0,"Q.

15 Bemerkung

i) Sein™ 0 . Dann gibt es eine offene UmgebuiyO O vonnin O so, dass ein glattes
Einheitsnormalenfeld’ aufYexistiert, d. h.” :"YO "Y ist glatt und fiir allery ™ "Yist

an Y0 Pund @y, O - v (£ 1)

ii) Ist’ 48 "Y0 “und@ 4, yQsogilt fiir alle N Y0 11y N Y0, weil
, , A\ metrisch 1. ,. . , < .
Qg ., O = Eootd,O’:Olst.
k konstant

1.6 Definition (Weingarten -Abbildung )

Sei’ ein glattes Orthonormalfeld auf einer offenen Umgebungy©O 0 vonr). Dannheil3t

5

“Yhoongy Y0 b YO

die zugehdorigeWeingarten-Abbildung. "Vist ein Endomorphismenfeld aufY(d. h. ein Tensorfeld

vom Typ(1,1)). Yandert sein Vorzeichen bei Wahl vog’ statt’ (wir kbnnen nur’ oder ' als
Einheitsnormalenfeld wahlen). "Yist also nur bis auf das/orzeichen eindeutig definiert.
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1.7 Lemma
)] Fir alled, N Y0 ist

0 0.6, O lah 1O "E a0 @y, O B @G0
=0

(In der Rechrung wird ®zu®™ D O fortgesetzt). Also ist"Yeine Familie von syn-
metrischen Endomorphismen auf.
i) Ist-=8,” & 1, so gilt wegen i)

W 0 = -0 @, 3Oy = - TOY@EA .
Insbesondere giltfir alle &, & wwN "YO
O MG, @ ©,0 O= - {FY A YD, 0
1.8 Korollar (Gaul3 -Gleichung fur Hyperflachen )
Seien’ ,-,"Ywie eben.
i) Fir alled, o™ "Y0 ist
OY &0, QwOE BY (O, @Ok - T YO OATYMD WO FY0, O ¥ wo,
ist unabhangig von der Wahl von . Also gilt

YOOO= YOO +-t FYQdd" Yo Yoo Yo .
ii) Sindspan &,& =:, O Y0 ein 2-dimensionaler nichtentarteter linearer Unterraum
undv , ,0 , die zugehorige Schnittkrimmungin 0,"Q bzw. 0 ,"Q, sogilt

.t.@‘m,aﬁ.’@‘mdb’ AYAC)

l!) ” = Ll) ” +

mit0 0 = &)OX & N0 &, O3,
i) Ist §,Q = a3 StandardMetrik ,  gilt
6f =0YD =0 YD +1Eh W‘; L

=0, weil N . . . o
v=0 wahle ww als Orthonormalbasis von Y 0

= det Y .
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1.9 Beispiele (Krimmungstensor von (S n,Standard -Metrik) und h yperbolischer Raum
(H.9))

i) Sei 0,Q= "¥StandardMetrik O sf*!StandardMetrik = 0,Q . Hier ist
'Y= 0fir sf*!StandardMetrik (siehe Analysis und Geometrie auf Mannigfalti}-
keiten IV.12.14i)). Setze fur alle} ™ "¥ ', = . Es ist
Y= % q= Q= Qdy = ddyy  (in a¢+1 Standard-Metrik ist

Id
Nep= QO @) und- = 1. Also ist

w o a 180) A e " A n ik .‘ A Ay A Ay n
YOO = 0+1t 0 XX @ 0 ®od @ =y oo

Insbesondere gilt fur alle 2dimensionalen,, (‘)"}(’d 0 , = 1(per Definition und
Formel fir "Y oder mit Korollar 1.8ii)).

i) Seien 0,°Q= (o; Q0 attt &) ,

obere Zusammenhangskomponente Minkowski-Metrik
von vattrann = 1 O™ OGO+ E +0F oF
Y= 0," = 1) ein Einheitsnormalenfeld und "y = Id"\ﬂvo‘e (genau wie in i)). Also gilt
diesmal wegen-= 1: Y®OO= WXAO+ aOA® und fur alle 2-
dimensionalen, O YO U , = 1
12.04.2012

1.10 Korollar (Codazzi -Gleichung fur Hyperflachen )

Seien’ ,-,"Ywie in Definition 1.6, Lemmal.7 und Korollar 1.8. Dann giltfur alle
Q, ®,QON "}{G :

YQRO®  =-1014"Yo Mg Yoody,

wobei NgY®Oh ng ™ g0 ist. (fiir dbeliebig fortgesetzt zudN D(0 ) hangt die rechte
Seite vonnur via Gy ab.) Vergleichel von Tensorfeldernaus einerUbungsaufgabe der Analysis
und Geometrie auf Mannigfaltigkeiten.

Beweis

1.7)

= g -teR O’ SR AUPNAINA & SEEEEE Jo N ALFYAS &
_totewmad + 0 BTN LYTANEA © SEEE T AL YA o &
ng' tangential and

By G0 B 60 BYN0 (O B0
S tong Yo" .
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Notation

Im Folgendenseien 0 ,"Q,(0,"Q zwei beliebige semiRiemannsche Mannigfaltigkeiten (also
eventuelld P ().
1.11  Definition (isometrische Immersion )

Eine glatte Abbildung’Q 0 ,"Q © (0,"Q heil3t isometrische Immersiongenau dann, wenri(eine
Immersion ist und fur alled, ™ “Y0 undn~ 0 gilt GIE0, TN, = i, W .

1.12 Bemerkung

i) Die Situation aus Definition1.1 bis Korollar 1.10 lasst sich als Spezialfall interpret-
ren. Dort gilt"0h "@) ~ 0, wobei'@lie Inklusionsabbildung ist.
i) Sein N 0. Wir wissen aus der Analysis und Geoetrie auf Mannigfaltigkeiten (fur

Immersionen): Es existiert eine offene Umgebung O 0 vonnso, dassQaw O 0
eine Untermannigfaltigkeit und™Q;:w © "@w) ein Diffeomorphismus ist. Hier ist
also™@ w,"Q° (Qw die von"Qnduzierte semiRiemannsche Metrik eine Isomd-
rie.

1.13 Korollar (GauRRgleichung fur isometrische Immersionen )
Sei'Q 0,"Q 9 (0,"Q eine isometrische Immersion. Seien,w wie in Bemerkung 1.12ii). Dann

folgt aus Satzl.3 und Korollar 1.8 (mit IV.12.13 aus der Analysis und Geometrie auf Mannidfa
tigkeiten)

. . U U
i) Mit "G ®,® h TRy TR0, TR N "%, QW = 'QQ "Y0 fur &N Y0
und fir alle &, QN "Y0 gilt

OY OGO =0 Y O, T TR TR0

auf" Qe
= QY QR QM Q%QW AP AN, AP O O dAPR,0, A 0hw O
ii) Sinddim0b = dim0 1, ein lokales Einheitsnormalenfeld zdQw

-=39, 0" {1} und "Y die zu ' gehérende WeingarterAbbildung. Setze
}qnh ae 11"\@, 2’0, so gilt

OY 0 Q6O
= OY QR IR TRy ORROH - £ 6V Gt YR, 00’ - £ 6V, G 6V 0O

Far nicht entartete , = span @, é"}{i) folgt
b, =0 TR, + - TR oG
L W,W

iii) Sinddim0 = 2und 0,’Q = a3 Standard-Metrik , so gilt
0 N = det Y]Q = det ™%y,
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1.14 Korollar (Codazzi -Gleichung fur isometrische Immersionen  von Hyperflachen )

In der Situation von Korollar 1.13.i) folgt aus Korollar1.10 (und aus IV.7.11(Isometrien respek-
tieren Levi-Civita-Zusammenhangeaus der Analysis und Geometrie auf Mannigfaltigkeiten):

Fur alle ®, @ dgilt

Y0P, IR0 TRH T = -0y R g R g

Insbesondere gilt: Sind = ¢, Qeine konstante semiRiemannsche Metrik aufi ¢ (also'Y = 0),
so ist fur alle @M YO 15 Y2 o= 1Y@ (Sind'Q= ‘@indd O U eine Untermannigfaltig-
keit, so ist fir alle®, W™ "YO N4 YW= g YQ)

Beweis zur ersten Aussage
Setze®, O, Ofort zu ®O,O,ON O 0 . Seieny, ®,ddie dazu"Qverwandten Vektoafelder auf Qw
also istqy = QR Gy = Ty und gy = ARY,. IV.7.1 aus der Analysis und Geometrie

auf Mannigfaltigkeiten liefert: n ycist "Qverwandt zung @, bei uns ist auRerdem™¥¥ist Q
verwandt zu "y, also auch

Ny "YAO ist "Querwandt zung YO

o T O Ny Y2 ist "Querwandt zu M"Y
"0 ist "Querwandt zu"Yn g6 @ o T

daher istd g Y&,60E 6 1y Y2 @ (X' Also folgt die Behauptung aus Korollat.10.

Notation

Im Folgenden seien ,"Q eine semiRiemannsche Mannigfaltigkeit und) O § eine Unterman-
nigfaltigkeit.
1.15 Definition (totalgeodétische Untermannigfaltigkeit )

0 heif3t totalgeodéatische Untermannigfaltigkeitvon 0,"Q genau dann, wenn fiir jede tangential
an0 startende Geoditischew™® 0,"Q, d. h. mith0 ¥ O undw0 N "% 0 ,gilt: 00D .

1.16 Proposition

Wenn die Untermannigfaltigkeitd O 0 die Fixpunktmenge einer IsometrieQ §,"Q° 0, Q
ist,alsowennd = [N 07 "Qn =1 ist, dannistd totalgeodatisch.
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Beweis

Sei®® 0,"Qeine Geodatische mi©o0 ¥ O und®O N ™Y, O . Dann istQx Gebenfalls eine
Geodatische (siehe Aalysis und Geometrie auf Mannigfaltigkeiten) mit Anfangsvektor
Qo ©0 . Wahle eine Kurvedd -,- © 0 mit®0 = @0 und ®0 = w0 . Dann ist
"= 6y also istdQy W0 = 0 ,d. h.OQy ®0 = MO . Also istk = @ Also verlauftin
0.

1.17 Proposition

Ist0 O 0, Qeine totalgeodatische Untermannigfaltigkeit und induziert 'Qaufd eine semi
Riemannsche MetriK'Q so gilt:

i) ‘@>= 0O fir die zugehorige zweite Fundamentalform.
i) Sinddim0d = dim0 1,” ein lokales Einheitsnormalenfeld undYdie zugehorige
Weingarten-Abbildung, so istY= 0.

Beweis
i)

Seidy N "Y0 . Weil'Gpsymmetrisch ist, reicht es zu zeigeri@®qy,, ¢y, = 0. Sef :'® 0 ,"Q die
maximale Geodétische mit 0 = ¢y undf 0 = 1. Weil) totalgeodétisch ist, mus$ auch

schon eine Geodatische in0,"Q sein, also gilt%r k 0. Insbesondere istO:%r 0 =

1o ® =Ngomitd , =1 0 firkleine 6 also ist aucH®iy, @y = g o = 0.
“o(d)

i)
Folgt ausi) und "G, & = - 16, 0A" (sieheLemmal.?).
2 Flachenin s

Notation

Im Folgenden sei immer YO a2 offen und"Q"YO 53 eine (glatte) Immersion.

10
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2.1 Bemerkung

i) Fir jedesdy M “Yexistiert eine offene Umgebungew O “Yvon 6,50, dassQaw O a3
eine Untermannigfaltigkeit und"Q :w © "Qw ein Diffeomorphismusist.
ii) Beispiel: Sindd O 53 eine Untermannigfaltigkeit unda & © w®eine Karte vonD ,
(oli] On3
so istOh @ :ce® OO Oadeine Immerson, sogar ein Diffeomorphismus auf
das Bild.
i) Auf"YO a2 definieren wir eine Riemannsche MetrikQper

Q w ,wh Cﬂ‘m’Q‘Mtandardskalarprodukt aufs 2. Damit wird

N"YA 2k a2
"Q Y"'Q O g3 StandardMetrik eine isometrische Immersion.

2.2 Definition (erste Fundamentalmatrix zu f , Gaul3-Abbildung zu f und zweite Fu n-
damentalma trix zu f)

) Firo~ "Ysei

", » I3 h “Q'- 17 - m‘ - ‘Q‘ ) =
Qp 0 —_ K% a1s . © 010010, S
= 9 0Q0 1¢Q0 dmm N Mat 22,9 .

"Qp:"YO Mat 22,9 heilt erste Fundamentalmatrixzu"Q (Das ist die erste Fo-
damentalform aus der Analysis und Geometrie auf Mannigfaltigkeih zu™Qund zur
Karte Id: YO Y)

i) 0:"Y0 admit) 6 = 11220 hairt GauRAbbildung zu QEs gilt
A 1'Q0 X7 Q0 £
0 6 UBild Q@ unda 6 &= 1.
iii) Sei "Qp0 212 h &bé'%'ﬂ‘g@gmm = 39 0 ]14Q0 le,z'

Qp: YO Mat 22,49 heiRt zweite Fundamentalmatrixzu™Q

18.04.2012
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2.3 Bemerkung (Beziehungen zu den Begriffen aus Kapitel 1)

Sei® O7Yso, dassQw O 53 eine Untermannigfaltigkeit und"Q,: 0 © "Qw ein Diffeomar-
phismus ist. Danngilt

i) "h 02 'Q, 1'Qw © alistein glattes Einheitsnormalenfeld ziQdo .
i) Seif) = "Q06 . Dann ist

Qo = 0 R[RAYRD '
= Q' 99R,, 00
wie in i)
mit "\q wie in |

= 0¥ 09, 0g0
=" o 0eareR,, A O

fur die zweite Fundamentalform zdQw

Es ist Qpd = 2z = QY090 QY@ . Insbesondere ist fir alle
oo 12

M VPROAPRY = Qo t0 6 .
(Aber Vorsicht: '@, ist eventuell keine"Q-Orthonormalbasis.)

2.4 Lemma

) Qo =350 ,0 6 O R0),
da'Q@po = 34 O 1gQ0 O T fiag & 6 150 st
kO

ii) Sind"Q ;, ¢ €in Diffeomorphismus auf sein Bildp N @, ="00, =02 "Q, 1
und Y die zu’ gehdrige WeingarterrAbbildung inr). Dann ist die Matrix vor'y be-
zuglich der Basis? Q6 1,Q6 ist @0 iQpd . Insbesondere ist also
.. i) N det Qap ,
bn = det?y il ,‘%(o).

12
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Beweis zu ii)

Sei (w0 die gesuchte Matrix. Dann gilt
() 12 g g

2 2
Qpb = Q6 = OY 1900 1400 O=0 igmoTgQo 10Q6 & "Qpod w0,
™1 1

also ist
Q0 = Qo T igd

2.5 Definition (Hauptkriummungen  und mittlere Krummung )

Wir haben dieselbe Situatiorwie oben und es seb h Qw .

i) Die Eigenwertell;,ll, von "%:"Y0 © "¥0 heiBen Hauptkrimmungen vond inf
oder Hauptkrimmungenzu"Qn 0.
i) 'on h %'t'tr Y heil3t die mittlere Krimmung von 0 in 1y oder mittlere Krimmung

.. 1.,
2u"0n 6.EsistOl =:'06 = 3ttr "Qpo T Qo
i) Schreibe auchhy 6 h 0 1.
2.6 Bemerkung

i) Die selben Definitionen wie in2.5 machen wir auch fir Untermannigfaltigkeiten
0 2 O 513 nach Wahleines Einheitsnormalenfeldes umj. Dabei hangt das Vorzeichen
von'On , Il und I, von der Wahl von' ab.

i) Analog fiir héher dimensionale semi-Riemannsche Hyperflached ¢ O (&+1,Q:

Q h éi't'tr Y , ,8,1; . Eigenwerte von™y. (Nur bis auf das

mittlere Krammung von { inp Hauptkrimmungen vono in i

Vorzeichen eindeutig definiert.)
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Kapitel I: Krimmung von 2 Flachen ina 3

Untermannigfaltigkeiten und Flachen ina 3

2.7 Beispiel (Katenoid )

-2

Seid h W&~ P+ = cosh?d . Sel'Qa20 g3 mit
"Qi,» = coshi fcose ,coshi tsine ,i . Dann ist'Ceine Immersion (nachrechnen oder folgt

unten ausdet "Qpi,* 0) und hatBild "Q = 0 (aber "Qst nicht injektiv).

Berechnung von'Qgp 0, Qp 0, Qll; und Il 5:

1 "
sinhi tcose coshi tsine
MitT ;"Qi,» = sinhi fsine und?,Qi,» = coshi tcose st
1 0
sinh?{ + 1 0 _ COSIP i 0

Qi | , = , ,
QD_ 0 cosh 0 cosh? i

hat det 0, also ist"Qeine Immersion

T 0O:
coshi tcose
MitT ;"Qi,» x71,Qi,» = coshi tsine und
) sinhi tcoshi
coshi tcose  ——
coshi tsine = det "Qpi,* = cost?i ist
sinhi t coshi
manchmal angenehmer auszurechnen
cose
sine
sinhi

b i, =
cosh i

1T Qp
coshi tcose

Q0O . Mit! ;°Qi,» = coshi tsine ,

Benutze Qp=
0

oft angenehmer alg @
coshi tcose

sinhi tsine
11,°Qi,» = sinhitfcose und! ™ Qi,» = coshi tsine st
0 0
o~ _ 1 - coshi 0 _ 10
ol = o 0 coshi ~ 0 1°
T _ det QG . = 1 _ .o
T ot _det"%)l’ B cosh4i ( <0, 1, = 1vi=0

brauche hierfur
"Gep noch nicht zu
invertieren

14
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T @
1 L 0
Mit  "Qp0 f Qpo = Ccosh? , ist’Oi,» =0 (brauchte noch nicht
cosh i

Il 1, I, auszurechnen). (Flachen mitO= 0 heilRen Minimalflachen, siehe etwas spater.)
q I 1s I 2.

Die Eigenwertevon "Qp 't Qp sind Il I, = % .

cosh2i °

Notation
Im Folgendenseid 20 a3AET A 51 OAOI AlohnE'®daB1 OECEAEO i n
2.8 Korollar

i) IstAN O, so isth N = det "y = I,tl, , wobeill{,ll, die Hauptkrimmun-

wohldefiniert ,
unabhangig von der

Wahl von’
gen vonu in ] sind (nach Wahl eines lokalen Einheitsnormalenfelde’s).
i) Die Hauptkrimmungenll 1,1l , sind max,min von C)‘){(I),(I)C'? wN “Y0 und AuE= 1 .

Beweis:
"Y ist ein symmetrischer Endomorphismus von "0 ,&{O, hat also eine Orthono

malbasis @y , Gy aus Eigenvektoren. IstoM "Y0O mit Au&= 1, so existiert eine

zull; zul,
so, dasgb = cose tdy + sine tdy ist, dann istdy @, WO= cog« tll; + sin?e i, ei-

ne Konvexkombinationvon |l ¢, Il ».

15
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Untermannigfaltigkeiten und Flachen ina 3

Bilder

A
& 0y, OG> 08 TY@y, 0050,
&0 1, Gy > 04 Y Gy, 0% .

Alsoistll{,ll, < OQund0 1 > 0.
nist ein elliptischer Punkt. (Bei Wahl vorg’ statt’ in diesem Bild giltll,ll, > 0 und

on >0)
1
002 40y, O< 0 : . o
& 1 Gy, GO 0+ II1,l, haben verschiedene Vorzeichenund r; < 0.
g r] ’
 ist ein hyperbolischer Punkt
1
/6)2
D=0 e Hauptkrt ist0, die andere nicht
n n A ~t eine Hauptkrimmung istO, die andere nic
&2 OG> 0 P J

) ist ein parabolischer Punkt
1 1 heilt Elachpunkt, wennll; = I, = Oist.

16
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Untermannigfaltigkeiten und Flachen ina 3

2.9 Bemerkung en

Seid 2 O 53 eine Untermannigfaltigkeit.

wist eine Karte vond

w T - a1 -

) .o Y Wﬁny(ﬂ:?n . . . . . Lo

i) 0 = WO e d?ff—éﬂl(gemaf& der urspriinglichen Definition aus
der Analysis und Geometrie auf Mannigfaltigkeiten). Di&gm waren durch die Qg

und ihre 1. und 2. Ableitungen ausdriickbar (siehe Analysis und Geometrie auf hMa
nigfaltigkeiten). Also hangtll ~ kartengebiet vono NUr von den Funktionen Qy= cAT)TKQ,TT—wQO
ab. D. h.: Fur Immersionen QYO a3  hangt 0:7YO g3

nur von der 1. Fundamentalmatrix "Qp = @ G @ YO Mat 22,3 ab|, nicht von

weiteren Eigenschaften voriQ Das ist dann erstaunlich, wenn ma 1 = Il tll,|
definiert, dennll I, hangenvon der OR Oh AOAT ' Abiad @@dEAubnd OT 1
Q). ] beschreibt dasTheorema Egregiunvon GauR.

19.04.2011

i) Weil ("¥,Standard-Metrik) GauRKriimmung k 1 und (s 2,Standard-Metrik) Gaufy
Krimmungk O hat, gibt es wegen Theorema Egregium (oder allgemeiner weil laut
Analysis und Geometrieauf Mannigfaltigkeiten Isometrien die Schnittkrimmung n-
variant lassen) keine Isometrie € langenerhaltende Abbildung) eines offenen 8t
ckes von"Y¥ auf ein offenesStiick vons 2. (fiir Kartographen!)

iii) Im Gegensatz zw sind "Qll; und Il , nicht invariant unter Isometrien von Flachen im
a3,

17
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Beispiel:

Seid h  ®0,a~ w" “,* , hatEinheitsnormalenfeld h Q.

a

DannistQ = 0. Also ist fur allefy™ 0 Y = 0, insbesondere istOn k 0 und
1,1, = 0injedemi ™ O .

"Q0 O Standardzylinder um died-Achse * linker Meridian =:0 mit "Q@0,a =
cos®,sin®, & . "Ast eine Isometrie (O.K.). Aber: bezlglich des auReren Einheit
normalenfeldes’ aufd hat0 in jedem Punkt Hauptkrimmungen 1 und O also ist

furallen~ 0 Onf = >
0.
W
—>
-1
~=

2.10 Beispiel (Helikoid )

Seib ={ Qwd M a3 @ N ai cosa,sind }. Mogliche Parametrisierung sind

®, 0 M (®tcosq,wtsind,d) oder 'Qa20 O mit "Qi,» = sinhi tcose ,sinhi tsine e
i .
coshi t cose sinhi tsine
Dannistmit? {"Qi,» = coshi tsine und?!,Qi,» = sinhi tcose st
0 1

Qpi,s = cosi? i 0 ., = 'Qpi,» . Nach Theorema Egregium wissen wir jetzt

0 COSIP

aus Beispiel2.7
Katenoid

. o . 1

schon, ohne weiter zu rechnen, dass gilt i,» = 0 i, = ey
Beispiel 2.7

Abbildung: links: Katenoid und rechts: Hlikoid.

18
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2.11 Definition (Krimmungsrichtung , Asymptotenric htung, Krummungslinie und
Asymptotenlinie )

Sei’ ein lokales Einheitsnormalenfeldzud umnn~ 0 .

i) Ein Vektor®n "YU heiRRt Krimmungsrichtung genau dann, wenmo&= 1 und @ein
Eigenvektor von™y:"¥0 © "¥0 . Nach Korollar 2.8ii) ist dies aquivalent zuﬁ‘\qd),d)()’
ist extremal unter alleng’y & cOmit AvE= 1.

ii) Ein Vektor @™ "Y0 heillt Asymptotenrichtung genau dann, wennad£= 1 und
0@, wO= Oist.
i) Eine glatte Kurve®'® 0 heilt Krimmungslinie genau dann, wenn fir alle

w0  0(d. h.qist regular) und %Eeine Krimmungsrichtung fiir alleo™ "Gst.

Eine glatte Kurve®'® 0 heiBt Asymptotenlinie genau dann, wenn fir alled
®o6  0(d. h.Gist regular) undﬂ‘g—gEeine Asymptotenrichtung fur alleo™ “Ost.

2.12 Bemerkung

Seiw"® 0 eine regulare Kurve. Dann gilt

i) qist eine Kriimmungslinie genau dann, wenn fir allény "@jilt * 20 0~ @o (denn
esgilt "2 0= Qg OO = “Yp 6(0).

i) oist eine Asymptotenlinie genau dann, wenn fiir allé™ "@jilt * 20 6 Uwo (denn
esgilt "2® 0 = Wge 0O = "Yp 6(0). Wegend 2 )k 0ist dies aquivdent
zu: Fur alle o™ "@ilt’ GO U 6fo).

i) oist eine Geodatische genau dann, wenn fir ate' “@ilt’ ©o6 ~ 0.
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2.13 Bemerkung

)

ii)

Krimmungsrichtungen gibt es in jedem Punkt vo , und zwar:

o Fallsll; I, (inn): genau 4, dien 2 zueinander orthogonaleneindimensionalen
Unterrdumen liegen.

o Fallsll, = II;: Jede Richtung ist eine Krimmungsrichtung.

Asymptotenrichtungen gibt es genau dann, wena 1}  0ist, und zwar:

o Fallsv 1 < 0:genau 4 (so, dass die Krimmungsrichtungen die Winkel zwischen
den Asymptotenrichtungen halbieren).

o Fallsv | = 0: entweder genau 2, wenn z. B; = Oundll, Oist, oder jede
Richtung ist eine Asymptotenrichtung (wennll; = Il, = 0ist).

Fir eine Immersion QYO a3ist jede Parameterliniedo™ "Qa63 und o™ "Q@63,0)

eine Krimmungslinie genau dann, wenfi ;"@06) und? ,"®6) Eigenvektoren fiir ™4

fur alle 6™ "Ysind genau dann, wenn'Qp0 1't' ‘@Qp0 flir jedeso Diagonalge-

stalt hat. Beim Katenoid (Bsp2.7) war dies der Fall. Beim Helikoid nicht, denn: -

ren dort die i -Linien (Geraden) Krimmungslinien, so wére eine Hauptkrimmung in

jedem Punkt 0, aber es wan < 0.

Fir Rotationsflachen sind die Meridiane und die Breitenkreisemmer Krimmungsli-

nien.

Breitenkreise: "2 0istOET OEUT 1T OAT 6 jprBehathss, i OOET CI 1 A
"2 O N Y0, also (o).

Meridiane: " 2.0(0) fur alle 6, und somit * 2 o fiir alle o, ist tangential an
ARO OOAOOEEAI AT o wAAT Ah ET AAO AEA
'Z2@ O N Yy, dso (o).

2.14  Definition (Krimmungvoncint )

Sei"® 53 eine nach Bogenlange parametrisierte Kurve (d. h. fir altegilt & 6 £= 1). Dann
heiBtliz 0 h oo Adie Krimmung vonain 6. (Firr Kurven '@ 52 kann man auch die (ori@-
OEAOOAQ OAAAT A6 +0ii1 101 ¢ AAOOAAEOAT h OEAEA - AOT ¢

20



Kapitel I: Krimmung von 2 Flachen ina 3
Untermannigfaltigkeiten und Flachen ina 3

2.15 Korollar

Seienn ™ 0 ,@N "Y0 und A¥E= 1. Seiw"® 0 eine nach Bogenldnge parametrisierte Kurve
mit @0 = fund®0 = &. Dann gilt

lg 0 = A0 &
@O0 ," O
@0 ,Q, @0 O
G‘Xd),dﬁz :Normalenkrimmung vonain 0,

héangt nur vond{0) und ¥ ab.Es giltl; 0 = FY¥ dOgenau dann, wenr®0 ~ ' ; genau dann,

wenn%cf)o = 0.
Mit anderen Worten: Geodatische aud OET A AEA OODPAOOAI OO&) : gllEOI 1 1 OA

jedem Punkt nur so sehr gekriimmt, wie es die jeweilige Richtung und die Gestalt viorerfor-
dern.

2.16 Definition (Normalenebene und Normalschnitt )

Seienn ™ 0 ,0N "Y0 und A¥E= 1.
) Die Normalenebenezu® und @ist O h 1+ span,’ y .
i) Ein Normalschnitt zud und dist eine Kurve® -,- © 0 mit: @0 = ,H0 = &
undwo N Oy, O furalleo.

2.17 Lemma

Es gibtimmer einen Normalschnitt zud.

Beweis

Wéhle eind™ “YO mit @ Ound OU®. Setzee:0 © a mite 1§ =& 1,0 Dann ist
Op, 0 =< 10.Esist®; & = &= A¥? 0. Also existiert eine offene Umgebungyvon
nind so, dass fiir alle) ™ "Ygilt Q4 0. Der Satz vom regularen Wert liefertd,, "Yist eine

eindimensionale Untermannigfaltigkeit von Yund ®ist tangential daran. Damit folgt die Be-
hauptung.

2.18 Definition (ebene Krimmung voncint , siehe auch Ubungsaufg abe 5)

det Q®

B
(ist laut Ubungsaufgabe 5 invariant unter richtungsghaltenden Umparametrisierungen; falls ¢
nach Bogenlénge parametrisiert ist, gill 2= + A0 06 A).

Sei®® a2eine regulare Kurve. Dann heill £h (0) die ebene Kriimmungvon qin 0
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2.19 Proposition

Seienn N 0 ,0ON Y0 ,A0E= 1 und@ -,- © 0. 0O ein Normalschnitt zud und . Sei’ ein
lokales Einheitsnormalenfeld zu0 um . Definiere eine Orientierung auf der Ebeng, so, dass
@, (in dieser Reihenfolgg eine positiv orientierte Basis von"Y 0y, bilden. Dann ist die ebene
Krimmung vonin der so orientierten Ebenel in 6= 0 gleich C)‘\q(b,d)C'XBeweis:

180 =det ®0,00 =3ab0, 0”00 &= &0 , Qg 00 O= FYM,O0) Also sind die
Hauptkrimmungenll, Il; max und n:in der ebenen Krimmungen von if startenden Norma-
schnitten wzu O (in der orientierten Ebenet ¢ , wowO0 ,’  positiv orientiert ist).

25.04.2012
3  Minimalflachen in 53
Zuerst einige allgemeine Vorbereitungen:

3.1 Definition ( WiAdag und V olumen von Riemannschen Mannigfa Itigkeiten )

Sei 0 ¢,"Q eine Riemannsche Mannigfaltigkeits ¥ 0 erfilles Ound sei®d O0 Lebes-
gue-messbar.

i) Existiert eine Karteci YO "Y&on 0 mit 0[O 7Y, so setzen wir
. Q ph vop AW 11 det "Qp Q: (wobei "@p die 1. Fundamentalform zuw
und "Qist). (Ist suppe kompakt (d. h. der Trager vorr ), so ist in der rechten Seite

der Integrand Gber @O integrierbar: ., ° ze !t det 'Qp Qi

~0 B8 suppe ° 2!t det Qp Qs < Hb)
kompakt

Zur Wohldefiniertheit: siehe Lemma3.3.
ii) Fir allgemeinesd wahle man eine Zerlegun®,,0,,8 von o mit: 0. sind Lebesgue

messbar, paarweise disjunkt und fiir alle * existierenc :"Y © "¥mit 6F O Y. Dann
setzenwir ¢ ‘Qoh B, « Qg

iii) vol 0,Qh .5 1'Q wheil3t dasVolumenvon 0 ,"Q.

3.2 Definition (Riemannsche Volumenform )

Ist 0 ¢,°Q eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit, so ist die zugehdrige Riemannsche
Volumenform] oM LIE O gegeben durch] - positiv orientierte Orthonormalbasis = 1.
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33 Lemma

In Definition 3.1i) wahle man eine Orientierung auf) so, dassveine positiv orientierte Karte
wird. Seil oM LE O die zugehérige Remannsche Volumenform. Dann gilt:

« f] oh ezt det'@p Q..

0 o0

Insbesondere ist die rechte Seite wohldefiniert, d. h. unabhéngig von der Wahl van

Beweis
ot'| 0= o.t. —|QT_8 T_ Zl(bl’Q,
8 Y T’ 1o =
>0, weil wpositiv orientiert ist
T T inf: T .
und] « —,8 ,—= = Volumen des von dep—_ aufgespannten Parallelepipeds
1 QT o T ?_wQI’] gesp pIp

= det'Qp 1.

3.4 Bemerkung

Istd ¢ O s %und "die vom Standardakalarprodukt induzierte Metrik aufd , so stimmen die
Definitionen in 3.1 mit denen aus der Analysis 3 Uberein.

Notation

Sei jetzt wieder QYO 512 © 53 eine Immersion.

35 Definition (minimale Immersion )

i) "CheilRt minimale Immersion genau dann, wenrfir alle 6 ¥ “Ygilt 06 k 0 (wobei O
die mittlere Krimmung zu"Qist).
i) Eine Untermannigfaltigkeitd 2 O 53 heiRt minimal genau dann, wenn fiir allgy ¥ 0

gilt 'Of = 0. Diese Aussage ist aquivalent ziOh @ ! ist eine minimale Immersion
fur alle Kartenwzu 0 .

23



Kapitel I: Krimmung von 3 Minimalflachen ina 3
Untermannigfaltigkeiten und Flachen ina 3

3.6 Satz

Seis ¥ Y mit suppe O "Ykompakt. Dann gilt:

) Es existiert ein- > 00, dassSQ YO a3mit"Qo ="Q6 +ite 6t 006 far
_11ao0
7o
allei n -,- eine Immersionist.
i) Schreibe wie in Definition3.1iii) : "Oh ‘A& {QRiemannsche Metrik aufy) und fiir
iN -- schreibe "Qh OQdf0 . Sei vol YQ<H . Dann gilt

ZTisovol YR = 2,000,

Beweis

Betrachte5:"Yx 0 © a mitB i,» = det 60O, mlz.g ist glatt und fiir alle 6 ¥ 7Y

ist 0,0 0. Weilsuppe kompakt ist, folgt aus dem Tubenlemma: Es existiert ein> 0 so,

dass fiur alle 6,i N suppe x -,- qiltg 0,i 0. Furoe suppe und fur allei N a ist
B o0,i =B 6,0 0. Also ist fur alledo ™ “Yundi v  -,- istB 0,i 0. Dann folgt die B-
hauptung.

ii)

T 120’ Q B = Zizo 04 (o1 + 1T 01O (o1 + i1 5O
0¢00 1 OF 05601 § O
2+ "Qy

also ist

"o det Q QR = ———fdetQpitr @ i 2fc 'Qp
2f det "Qp

ollfs

= det Qe {210 weil 0= Sir Gy 't

+Y Behauptung

3.7 Proposition

Seen"Q7YO a3 nicht minimal, d. h. egyelte nicht 'Ok 0, undvol Y, "Q < Hb Dann gibt es
~Q3&IO

eine wie in Satz3.6 so, dassgg‘,r:o vol Y"Q < 0. Insbesondere ist fiir kleind > O:

vol Y"Q < vol 'Y'Q.
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Beweis

Wahle eindy M “Yso, dassO 6,  Oist. Wahle eine offene Umgebung O "Yvon 6, so, dass fiir
alledN ¢ gilt’'©O6 0. Wahle einf ¥ _ Y mit supp] kompakt, suppf O &, 0 und
[ 6p > 0.Setze h [ "Q Dann fir die zugehdrigen ifQ

,g'uo vol V'@ ¥ 2., Q<.
0,>0in (50
Bemerkung

Im Beweis zur Proposition3.7 haben wir sogar gezeigt: Wenid, ¥ "Ymit ‘006, 0, dann gibt
es zu jeder offenen Umgebung O "Yvond, eine wie in Satz 3.6 mit suppe O @ so, dass
vol 7Y,"Q < vol "Y"Q fiir kleinei > 0 (wobei "Q h 'Q@d&{Qund "Qdie zue gehérige Familie von
Immersionen).

3.8 Bemerkung

Man kann zeigen: WenfOk 0, dann hat jeder Punkp, M “Yeine offene Umgebungo O "Yso,

dass fur jede 0 mit suppe < w gilt: %‘izo vol Y,"Q > 0. In diesem Sinn sind Minimh
Al RAEAT OAOORAEI EAE OiI T EAT A RBRAEATET EAI OI ETEI EA

3.9 Beispiel
i) Das Katenoid aus Beispie2.7 ist eine Minimalflache (wir hatten ausgerechnet’'O= 0
in jedem Punkt).
i) Das Helikoid aus BeispieR.10 ist eine Minimalflache (nachrechnen, das®©k O ist).

Beachte: Das folgt nicht schon aus i) und der lokalen Isometrie (gleictgy von Hel-
koid und Katenoid.

Weitere allgemeine Vorbereitungen

3.10 Definition (Gradient zu @, Divergenz zu G und Laplace -Operator )

Sei 0 ¢,"Q eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.

i) Fire N (0) seigradg N D 0 definiert durch "Qgrady ¢ =0 und heilt Gra-
dient zue .

ii) Faroon 0 0 seidivegd™ _ (0 ) definiert durch div-gd 1 h tr(fld)'-xg)und heil3t
Divergenz zuse .

i) Fire n 0 seisg h divgrade ¥ 0 und 3 heilt LaplaceOperator zu
(0,"Q (Vorsicht: Aucha-oh  div-gradist tiblich).
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3.11 Bemerkung

Sei 0¢,’Q eine Riemannscte Mannigfaltigkeit. Ist{Q,8,Q} ein glattes Feld von'Q-
Orthonormalbasen umr), so gilt:

3

i 1
1

3 Q og gradg ,Oq
a1
€

Oy Qgradg Gy Q gradg N Mo, Co

1

O Gor Moy O (+) .
1

@
26.04.2012

3.12 Proposition

Seen (0 2,"Q eine 2dimensionale Riemannscle Mannigfaltigkeit, ‘ :0 © 0,H> glatt und
"Oh *2t"QDann gilta-o= %3«9 (Beweis: siehe Ubungsaufgabe 9.)

3.13 Satz

Seien'Q" YO 5120 g3 eine Immersion und"Qh "G fGauf™Y. Dann gilt
210t0 = 3:gth  39Q,3¢g&,3g3 :"YO0 13,

26



Kapitel I: Krimmung von 3 Minimalflachen ina 3
Untermannigfaltigkeiten und Flachen ina 3

Beweis

Seioy ¥ Y. Wahle einéQOrthonormalbasis ‘Q,'Q von "XOTY Setze fort zu einem glatten Feld
von "QOrthonormalbasen 'Q,'Q auf einer offenen Umgebungo O “Yvon 6, per paralleler

Fortsetzung langs Geodatischer durchy. Sei dabei so klein, dassQ, ein Diffeomorphismus

auf sein BildQw ist. SeienQ,'Q die zuQ, Q "Qverwandten Vektorfelder auf"®w ). Dann gilt

mitn h "Qo :

Levi-Civita Levi-Civita ‘Ogparallel
-~ Zu"Q® Zu ®,"Q langsr Og
, . . . 8 0
(DQH OS? = n 'OQ OQ: QQO n 'Oga OQ = 0.
Und:
U 1 [ VE S o) 1 e
2100y tL 0g = tr oy ton
2
= 0¥%0,,0,QA" N
?1
2
1.7 o . .
= CY) 09,09
Q1
2
s.0. , .
= beﬁ O@
@1
2
‘@1 komponentenweise
zu lesen
. - . 2
Oﬂ=ng O@O . . .
= O, OFQ
21 ='0G05 0O
2
= Qg G0
‘a1
3.11 und Wahl derOg . i
= 3‘“QQ Op .
3.14 Korollar

Ist die Immersion"Q"YOa20 ga3konform, d. h. es existiert ein glattes:"YO (0,Hy) mit
B oF o= * 21] 4 (diese Aussage ist aquivalent zu'Qh "Q&fC= * 21°Q, wobei "Qh
Standard-Metrik aufTYéﬂz), und aulerdem”Charmonisch bezlglich "Q ist, d. h.3"‘§é“£)= 0, d. h.
T 117QFT 5, "Q= 0, dann ist'Qeine minimale Immersion.

Beweis

3121 .. Voraussetzung 3.13
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3.15 Beispiel (Enneper -Flache)

Sei'@a20 g3 mit " Quw =

I "Qst konform:

1 d)2+d)2 (eViV)
- > 275 m 1@ W@
MitT 1 Quw = o) und? ;" Quw = 5+? 5 ist
() )
3. Qaw !, Quw G 0+E<m)+§<m) ow= 0und
. 1 1
A Qo2 =E = 2 1+ 62+ «f 2= £,°Quw 2 (OK.) =3 1+ o+ Gf
1 "Qst harmonisch bezuglich'Q:
w w
111000 +1,000 = ® + w =0(0K)
1 1

Also ist"Qeine minimale Immersion nachKorollar 3.14.
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3.16

Bemerkung

Seid 2 O ™8 eine Untermannigfaltigkeit.

)

ii)

Seiweine Karte vond . Ist"Oh @ ! eine konforme Immersion (diese Aussage ist

aquivalent zu:?%gﬁﬁp& _?11 gfur eine glatte positive Funktion_ auf dem Karten-

gebiet), dann sagt man:at,e? OET A OI T EAT A EOI OEAOI A
tengebiet.

Seifn N 0. Dann gibt es eie Umgebung vomin U , auf der lokale isotherme Koord
naten existieren, d. h. eine Umgebung, die Bild einer konformen Immersit®d= @& *
ist.

Beweisskizze zuii) :

Sei zunédchstaw© o®rgendeine Karte vond umn. SeiefGh @ :"Yh w® O O
a3und"Qh "G4 {OFir jedes glatte :"YO s gilt mit "Qh 'G* {"Q
0 =Q2 t 0 3¢ (Bewss: nachrechnen, siehe Zettl

GaulRKrimmung
zu"Q

Blackbox:

3-ist ein sogenannter elliptischer Differentialoperator auf'Y. Die Theorie solcher
Operatoren liefert: Es gibt eine Umgebung O "Yvon 6, so, dass die partielle

Differentialgleichung3- = U eine Losungs N = w besitzt.
Wabhle ein solches . Dann gilt a0 0 = O fiir die zugehorige Metrik'Qh 'Q 2* "Q Wir
werden spater zeigen, dass deswegen w,"Q lokal isometrisch zu
(a2 Standard-Metrik "Q) ist. Nach eventueller Verkleinerung von @ sei
O LI ,’Q © o ,"Qeine Isometrie. Dann istx"OLI°® O Oa2eine konforme
062 5 0g
Abbildung, die einDiffeomorphismus auf eine Umgebung vom in 0 ist (denn:

0 'O "% 00 AWM, FQOW®, &
QOMO®,
Q2 270" QUMW
Q2" 201

). Also ist "% "0 ! eine Kart emit der gewiinschten Eigenschatft.

Insbesondere gilt wegen ii) und SatB.13: Istd 2 O 53 eine Minimalflache, so hatg-
desn ™ 0 eine Umgebung, die ein diffeomorphes igl einer harmonischen konfa-
men Immersion "Q7YO a3 ist (wie in Korollar 3.14) (harmonisch: beziiglich
"Oh ‘00 G wegen Proposition3.12 dann auch beziiglicHQ). Solche’Qassen sich
gut anhand der holomorphen Abbildungent ;"Q @ ,’Q"YO g3 diskutieren.
(117 T2 QO.K) = T 5."Q(0.K.).) Mehr dazu hier nicht!
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Kapitel I: Krimmung von 4 Der Satzvon Gaul3 und Bonnet
Untermannigfaltigkeiten und Flachen ina 3

4 Der Satz von Gaul} und Bonnet

Notation

Im Folgenden sei 0 ?,"Q eine 2-dimensionale orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit und
eventuelld P a3.

4.1 Definition (geodatische Krimmung , AulR3enwi nkel und Polygon)

Sei"® 0 eine stiickweise glatte Kurve, nach Bogenldnge parametrisiert (d.A&b 6 &£k 1).

i) Ist @in & N "@latt, so heilt

O o A‘O ¥\ o ¥\ =
I?¢ h GO 0% wg O
in dem 2-dimensionalen orientierten
euklidischen Vektorraum Y550 0 ,'Q5 0

die geodétische Kriimmungvon ain &. (Beachte: Isb = a2 mit Standard-Metrik
und Standard-Crientierung, so istl @= 12 wobeil SAEA OAAAT A +©e i1 O1 Co
finition 2.18ist.)

i) Ist Gin & N “Mnicht glatt, so heilRt der gerichtete Winked  “,“ von&® @& nach
o & der AuBenwinkel zu Qin &.

i) Ein Polygonin 0 ist eine Teilmenged O 0 , fiir die gilt: & ist homdomorph zu62,t &
ist Bild einer einfach geschlossenen, stiickweise glatieregularen Kurve, mit allen
AuRenwinkelnin  “,* j EAET A O3DPEOUAT 6Q8

4.2 Satz von Gaul3 und Bonnet (lokale Version)

Seid O O ein Polygon, das in einem Kartengebiet void enthalten ist. Sel 6 = Bild @, wobei
@ 0,0 © 0 eine stiickweise glatte, einfach geschlosseneach der Bogenlénge parametrisierte
und positiv durchlaufene Kurve, @bei lieged O1 ET EdDh OBRBG oEz8ige stets in das Ing-
re vond. Seien 1,8 ,| wdie AuBenwinkel vonc Dam gilt:

0
0 Qo+ 120 D + | o= 2",
0 0 a1
alsB_,2 1'20 ‘@ zulesen
Q1
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02.05.2012

Vorbereitungen

4.3 Lemma

Seienw GY® © O eine glatte, nach der Bogenlange parametrisierte Kurve uridein Vektorfeld
langscomit &L 6 &k 1. Setzé 6 = 0> ®i 0 Gi Gdundb o h O °¢ 6. Dann ist
0 ein parallele§ Vektorfeld 1angsh Insbesongere gilt;vf(}g(bi 000 i Od ist die Gesartr
drehung langswvon i gegeniber einem langsoparallelen Vektorfeld.

Beweis

|
C
o-
I

(0] . . .
— — cog Oftdo sinf o tO¥MO
5 5 s I

.0 . . O .0
sinf 0tG=0M0,0%°ODodMO +cog dOt=MO0O sinf 0t= O%d o
hotey 3 oty oty

cosf otqa)wo,ogoooodogowo

_ 0, . 20 gpe s
—mwo,wen.mooo O 'wo

” 0 A 0
sinf 0t &0, = O%®h 0Gwo —=O% o +0
I . D D

(@)
O, da—= O 6~ Mo.
,a,Q) OO0~ WO

4.4 Korollar

Aus Lemmad.3folgt, mit A & Unter den Voraussetzungen von Satz2:

‘G’Q - -

U0 s Gesamtdrehung langsovon wgegeniiber
I*0 @+ | o _. .

B 1 einem langswparallelem Vektorfeld

45 Lemma

Sei"'YO U . Es gebe af "Yein Vektorfeld @mit Axek 1. (Z. B.: IsfYein Kartengebiet, sosetze

1

manch L&) Definiere* o LIt 7Y durch* 5 @ R 81,6,0%° &ODann gilt:
Tt

Qo= 0t 71  auf’y, ist unabhéngig voro.

Riemannsche
Volumenform
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Beweis

Schreibedh ‘0" @, dann ist &,Gy eine positiv orientierte "QOrthonormalbasen in jedem
AN Y Firallew o™ D 7Y ist

O 0,600 O (OG0
SNUPUPIATA @ F- RNASIEVE 'S o PUBNATA O« BYAL TN o S  IFWNATA o]
A EVA
= 0Y 0, 0,0
=1 @Ot 0.
4.6 Korollar

Seid O YO 0, wobei"Yoffen undd ein Polygon ist Es gebe ei®™ 0 Y mit Ax&k 1. Wegen
Lemma4.5, Satz von Stokes und Lemn#&3 gilt:

Gesamtdrehung langs 0 von ®wgegeniber
einem langg 0 parallelem Vektorfeld

0 ’Q="Q: o=
0 10

Insbesonderegilt: Sind@ &N 0 7Y zwei Vektorfelder ohne Nullstellen, so habei, & die gleiche
Gesamtdrehunggegeniber einemlangs! 0 parallelem Vektorfeld. Also gilt auch: Die Gesam
drehung von®gegeniiber®langst 0 ist 0.

Beweis vom Satz von Gaufld und Bonnet.2

T

Wahle eine Kartesi™© “Y&ond mit & O 7Y, setze®h 52—~ 0 *Y hat &k 1. Wegen 16-
Tat

rollar 4.6 und Korollar 4.4: Die linke Seite der behaupteten Formel ist

Gesamtdrehyng vorw gegeniiber N Gesamtdrehyng vongegeniiber
einem langswparallelem Vektorfeld einem langswparallelem Vektorfeld
= Gesamtdrehung vortogegeniiber®langs

Zu zeigen: Dies isR" :

Betrachte auf Y die Familie Q@ ( i™ 0,1 ) von Riemannschen Meiken mit

"Q h euklidische Metrik auf”Y, zuriickgezogen vorY20 52 mittels w(so, dass TT_wl‘l'T_wZ eine

Orthonormalbasis ist, darum ist Y,"Q isometrisch zu "Y®Standardnorm und

Rh 1 i t'Q+iiQalso’Q="QSetze

I . h Gesamtdrehung vorbgegeniiber®langsbeziiglich’@. Dann ist fir allei ;1 ; N 2y (weil
w0 = ®0), alsoistf ; k const. Aber es gilt , = 2“. Das ist der klassische Umlaufsatz von
Hopf, siehez.B. 8 A1  ®ifetehtialiGeodetry of COOAO AT A 300ZFZAAAOS
T 1= 2. Dies liefert die Behauptung.
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Kapitel I: Krimmung von 4 Der Satzvon Gaul3 und Bonnet
Untermannigfaltigkeiten und Flachen ina 3

4.7 Definition (reguléares Gebiet , Dreieck , Triangulierung und Euler charakteristik )

2

) 8O0 heilt requldres Gebietgenau dann, wenrd kompakt,® = 6,1 6 Vereinigung der
Bilder von endlich vielen paarweisedisjunkten, einfach geschlossenen, stiickweise ¢la
ten und regularen Kurven mit AuBenwinkeln  “,*

i) EinDreieckist ein Polygon mit genau drei Ecken.

iii) Eine Familie ™% & 1,8 ,"Q von Dreiecken in0 hei3t Triangulierung des regularen
Gebietesd genau dann, wenrg (.gl"\ﬁ: 0 und fir ' Q "Qilt:

n i)
Y, "%= oder eine gemeinsame Ecke
oder eine gemeinsame Kante

iv) Istd = "% & 1,8 ,"Q eine Triangulierung vono, so heildt
...D h #Ecken #Kanten+ #Flachen=:Q O+ Q

die Eulercharakteristik von2. In der Topologie lernt man....D =:...0 ist unabhangig
von der Wahl vond .

4.8 Bemerkung

Seid O 0 ein regulares Gebiet. Dann existiert eine fiangulierung von 6, sogar:Zu jedem Atlas

von O existiert eine diesem untergeordnete Triangulierung vord, d. h. so, dass jedes Dreieck

AAO 40EAT cOIl EAOOT ¢ ET AET AT +AOOAT CAAEAO AAOG ' O
#8 "BOh O %l Ai-AAICIADBOB komEA OAT OEAI

4.9 Satz von Gauf3 und Bonn et (globale Version)

Seid O 0 ein reguléres Gebiet. Die Komponenten vard seien nach der Bogenldnge parametr
siert und positiv durchlaufen. Seien 1,8 ,| ydie Auf3enwinkel. Dann gilt:

a
0 Q ot 120 O+ | o= 2° t...0 .
0 10
zu lesen alsB8
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Beweis

Wahle einen Atlas fird und eine diesem untergeordnete Triangulierun® = {" " 1,8 ,"Q
von 0. Der Rand jede$¥werde positiv durchlaufen und nach der Bogenlange parametrisiert.
Der lokale Satz von GauR und Bonnét2 liefert: Fiir jedes’@nitT - G 1,2,3 AuBenwinkel von

Y, 0 Qb Qo '+ B T = 2. Summieren iberCiefert:

o 4
0 Qo+ 120 o+ (o= 270 Z

o 1% a17e1
a0 @

Erklarung zum mittleren Term: Beitrdge langs innerer Kanten heben sich auf, da jede solche
Kante einmal in der einen und einmal in der anderen Richtung durchlaufen wird.

und:
Fe= " M@
X Q Innenwinkel von "Yo
- 2“ "Q |-> lm
jo'o}
= 2" t# innere Kanten + “ t# AulRere Kanten [
xQ
&

=2"Q “ t# auRere Kanten  2“ t# innere Ecken + “ t# auRere Ecken |

=# auBere Ecken a1l

a
=20 2°Q+ | g
Q1

Daraus folgt mit 2 die Behauptung.

4.10 Korollar (Fall A=M kompakt)

Sei(0 ,"Q eine kompakte orientierte und 2-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann
gilt:

0 Qo= 2 .0
;
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411 Bemerkung

Aus der Topologie folgt fiir eine 2imensionale, orientierte und kompakte Mannigfaltigkeit0 ,
dassb AET A O1 OEAT OEAOOA @& | IRM&ht. OT 1 ' AOAEI AAEOD
diffeomorph

Fir"Q= 0ist0 ", fur'Q= 1listd Y, furQ= 2istd0 0417 OO0 | EQet; , EAEAC

Ist 0 eine orientierte Mannigfaltigkeit vom GeschlechtQsoist...0 =2 2t"Q
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412 Korollar

Sei(0 ,"Q eine kompakte und orientierte RiemannscheMannigfaltigkeit.

i) Istd "V, soist; 0 Qo= 4".
Istd ¥, so ist,; U Qo= 0.
Ist0 vom GeschlechtQ 2, so isgvb 0Qe=2t 2 2tQ<0.

Insbesondere gilt:

IstO > Oaufd,soisth  "Y.
IstO = Oaufd ,soisth Y.
IstO < Oaufl , soisth vom GeschlechtQ 2.

Insbesondere gilt:

Ist 0 E"¥ und existiert eine isometrische Immersion von (0,"Q nach
A 3, Standard-Metrik , so existierem),i¥ 0 (nach Ubungsaufgabe 1 ung: zum
Ausgleich wegen, 0 Q.q 0)mitv f > O0und0 < 0.

i) Esgelte0 > 0aufd . Dann schneida sich je 2 einfach glatt geschlossene Geowéat
sche ind .

Beweis

Esistd  "¥ nachi). Angenommen:

0 ! Geodatische

Satz von GauR3 und Bonnet2

0< 0'Qp+0+0 “t1...0 =0>

[0}
NV
Es sindQ= 4,"Q= 8,"Q= 4. Also ist...= 0.
4.13 Korollar
Sei 0 ,"Q eine 2-dimensionale orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit (eventuell nicht km-

pakt). Esgeltev Oauf0 8 $AT 1T AQE G@OAE AMRAGE ORKRAI B, dohAPBlYgdnE A6 ET
mit 2 Ecken und geoditischen Randstiicken. (Beweis siehe Ubungsaufgabe 10.)
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Notation

Im Folgenden sei 0 ,"Q eine 2-dimensionale und orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit.

414 Korollar

Die Aussagen von Korollah6 CAT OAT AOGAE A O tHAERAICCDRAORERAAOCOT R
00 8 $ 8 WE B gy, Semé difene Umgebung volb und AxEk 1, so ist

00 = Gesamtdrehung vorivlangs! 6 positiv durchlaufen
=27 gegeniiber einem langs 6 parallelem Vektorfeld

Insbesondere gilt: Sindb @M D *Y ohne Nullstellen, so ist die Gesamtdrehung vablangs! 6
(positiv durchlaufen) gegeniibercgleich 0.

Beweis

Trianguliere 6, wende Korollar 4.6 an auf die Dreiecke der Triangulierung und summiere: Die
Gesamtdrehungen vorbgegeniiber einem langs inneren Kanten parallelerivektorfeld heben
sich auf. Daraus folgt die Behauptung.

4.15 Definiti on (Index von Vektorfeldern )

Sei®™ D 0 mit lauter isolierten Nullstellen, d. h.: Fir allej™ 0 gilt: Istéy = 0, so existiert
eine Umgebungwy, vonn so, dass fir alle) ¥ @y * 1 giltéy 0. Sein eine solche Nullstelle von

@ Wahle eine Karteci"YO "Y®vond umnso, dassvauf™Yr 1) keine Nullstelle hat. Setze
Z

&h TT—ml Wahle ein Polygord O “Ymit )~ 6. Dann heif3t

~ 1. Gesamtdrehung vorilangs! 6 positiv durchlaufen
Indnooh - .. "
2 gegeniuber®

der Index von®in . (Wohldefiniertheit: siehe Lemma4.16.)

Beispiele

®

Index= 1 Index= 1 Index= 2 Index= 1

416 Lemma

In Definition 4.15ist Indh wwohldefiniert.
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Beweis

f

4.17

Seiend

Ind;,@ist unabhéngig von detWahl vono:

Z z
Seid noch so ein Polygon. Wahle ein Polyganmit N 6 undé O 6, 0 *. Wende Ko-

Z
rollar 4.14 an auf das regulare Gebidi * 6 und @, . (Es gibt ja eine offendJmgebung
Z

wO"Yvond » &, auf der auchtdkeine Nullstelle hat.)

Z
Also hat®eine Gesamtdrehung 0 gegeniibéblangs! 0 6 . Dies liefert:

Gesamtdrehung voribgegeniiber®langs! 0
=Gesamtdrehung vorvgegeniber®wlangs! 6.

Analog fiir 6. Daraus folgt die Behauptung.
Ind;,@ist unabhéangig von der Wahl der Karte:

Seiwnoch so eine Karte undd h TT_wl Wahle ein Polygord im Schnitt der Kartengebiete

Z
mit N 0. Wende Korollar4.14 an aufo und ®,&. Also hat®beine Gesamtdrehung O €+

gentber®langs! 6. Dies liefert:iohat gegeniiberwdieselbe Gesamtdrehung landso
wie gegeniberd.

Satz

kompakt und@™ 0 O mit lauter isolierten Nullstellen. Seienr,8 ,frqdie Nullstellen

von . Dann gilt

Q
Indy = ...0 .
@1

(Insbesondere gilt wieder der Satz vom Igeto™ D “¥ hat mindestens eine Nullstellen.)
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Beweis

Wahle paarweise disjunkte Kartengebietéy,8 ,"Youmry;,8 o Setz&dgh TT—d)laufTYQ Zu jedem
Q
z B z z
"Quahle man ein Polygord-o0 “Ygmit fig" 6 Dannistb h O » 6;° 8° 67 ein regulédres @-
biet und es existiert eine offene Umgebungvon 6 so, dassvaufwkeine Nullstellen hat. Also

gilt:

Q Q
2 F Inde o= Geamtdrehung vondgegeniber
o 0= o ®dangs! 0+ positiv durchlaufen bzgl 6-q
Q
Gesamtdrehung voriogegeniber

einem parallelen Vektorfeld 1ang$ 0-q
Q1

Gesamtdrehung voridggegeniiber
. einem parallelen Vektorfeld 1ang$ 0-¢

Gesamtdrehung voringegeniiber einem parallelen
Vektorfeld langs 0-q positiv durchlaufen bzgl 6

Also gilt:
~Q ”.‘Q
2" t |ndnd,\): U ’Q="Q+ . 0 ’Q="Q
@1 0 @1 90
= §) 'Q=“Q
l') e
=2t...0

4.18 Definition (Geradenfeld )

Ein Geradenfeldtauf einer offenen MengéYO 0 ordnet jedemr) N "Yeinen 1-dimensionalen
linearen Unterraum /ip o) "YU zu so, dass zu jedem) "Yeine Umgebungo O "Yvon 1 existiert,

aufder ein®N D w mit /i = span ¢y existiert.

Beispiel

Y=a2r Q.

G

Hier existiert kein solchestauf ganz'Y.
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4.19

Bemerkung

Sei/tein Geradenfeld aufy® o .

ii)

Definiere* pN LI* 7Y wie folgt: Lokal auf solchenm wie in Definition 4.18 setze man
“wh o h 016y '0%0° X wobeidaufo wie in Definition 4.18 und A&k 1. ( pjst
wohldefiniert wegen* ;= .) Wie in Lemmad.5folgt:

Q= 01 o
Seien® @& © "Yeine stiickweise glatte Kurve unddein nirgends verschwindendes
Vektorfeld langsc Definiere

Gesamtdrehung vortgegeniiberdlangs @
h Gesamtdrehung vorivgegeniiberd|&angsd

wobei Mein Vektorfeld langsowse so, dass fiir all@gilt/ly, = spand o . (Dexis-
tiert und die Gesamtdrehung vontgegeniiberdlangs qist wohldefiniert.)

Seid O "Yein reguldres Gebiet. Au&p, dem Satz von Stokes und Lemm#a3 folgt, ge-
nau wie im Beweis zu Korollar4.6/Korollar 4.14:

bz Gesamtdrehung vortgegentber einem parallelen
0=

5 Vektorfeld langg 0 positiv durchlaufen bzglo

Sein ein isolierter Punkt vond » Y. Wahleq 6 zury wie in Definition 4.15,& h TT_wl
und definiere

1 . Gesamtdrehung vorfiéngs! 0 positiv durchlaufen

Ind JHh gegeniiberd 2

(Wonhldefiniertheit: analog zum Beweis von Lemmd.16).

4.20 Satz (Verallgemeinerung von Satz 4.17)

Seien) kompakt und Jtein Geradenfeld aub » 11,8 ,frq . Dann gilt

Beweis

Q

IndyJt= .0 .

@1

Analog zu Satz.17 mittels Bemerkung4.19iii).

40



Kapitel II: Kruimmung und Topologie 5 Geodéatische Variationerund Jacobifelder

Beispiel
Seid = "Y.
von oben von unten
Index = §+ % Index =1

>+ 2+ 1= 2(0. K), falltnicht unter Satz4.17.

)
o2& L
Nk

Kapitel Il: Krimmung und Topologie
5 Geodatische Variationen und Jacobifelder

Notation

Sei 0 ¢,"Q eine semiRiemannsche Mannigfaltigkeit.

51 Satz

Seien® G © O eine Geodatische un®eine geodatische Variationvon &) d. h.
Q -,- x QOO D seieine glatte Variation vorwso, dass jedes) h "Oi { eine Geodatische

ist. Dann erfullt das zugehdrige Variationsfie w:om TT—IO 0,0 fur alle 6N @ die Jacobi
Gleichung

00 o+ Y0o.H0 &6 =0
[06]90) ’ T

Notation: Wir schreibenc®statt %(b. Dann iste®® 'Y ¢ & 0= 0.
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Beweis

wWwFH = ——=— 0,0
QOQT |
Analysis und Geometrie
auf Mannigfaltigkeiten (ORGI N0 0.¢
= prialemy ;0
n ist torsionsfrei DA T o
Analysis und Geometrie
auf Mannigfaltigkeiten O 010
a Do
=0, weil die &
geodatisch sind

Y 00,00 OO
Y@0o,00 ©0.

Q
o
®

0,0

+
<
—
o
4;|
-
~
o
o

Notation

Sei im Folgenden imme™@® 0 ,"Q eine Geodaétische.

5.2 Definition (Jacobifeld langs ¢ )

Ein Jacobifeld langs®ist ein Vektorfeld 0langsc) welches die JacobBleichung erfiillt, d. h.
UBE Y 0,O0= 0.

5.3 Beispiel (atri vialer Fall 0)
Seien | N a.Dannistiom | 0+f two ein Jacobifeld langso

Beweis:(P=| toO+ | 0+1 {0,022 0; andererseits auchY 0,00= | 0+1 1Y dw= 0.

54 Lemma

Seilein Jacobifeld [angso

i) Gilt fir alleo™ @0 0~ 6, so gilt fir alleo™ "Guchi®o ™ wo . Gilt fur alleon ©
0O Uwo, so giltauchi®d U o . Dies git beides sogar fiir beliebige Vektorfelder
langs @

i) area 0 k const und es existieren (N a4 mit @00 = OGO+ . Sind
VG Umd und®dg Und , so giltfir alleoy 006 Uwo .

i) Seizs = WS 0. Dann sind auchvYh %g&und Mh 0 0YJaobifelder

langs @
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Beweis
i) Istm 6 = "Q0 t®O, so iste®o = "F6 T + Qo t0. Istéw 6,00 Ck 0, so ist
0= Qwd@= awRdd+ 0.
. S e mz JacobiGleichung L oo s s S
ii) aPu>= a0 0 = OY LwWuO= 0und es giltd), W8>P= AFuOk const,

also &), caffin linear in o.

Insbesondere gilt Hat&,c006 = & 6+ Wert 0 in ¢, so isto= 0, und Ableitung O ind,, So ist
= 0. Also ist@),¢O0 = 0.

f Qist ein Jacobifeld laut Beispieb.3und ¥ h 0 0 Yist ein &-

o i) s
iii) oYh L6 affin linear

. konstant
cobifeld, weil die Menge der Jabifelder langswein s -Vektorraum ist.

55 Lemma

Seiendy, @ N "¢, U . Dann gibt es genau ein Jacobifeldangsomit 0 & = & und (Bdy = .

Beweis

Sei @,8 ,¢ eine Basis voriY,,, U . Setzeafort zu einem parallelen VektorfeldOg Dann ist
'Q,8,Q ein paralleles Basenfeldangsc Seicwirgendein Vektorfeld 1angsd) schreibe

M0 =:B%, 020 Q0. Dannistw®0 = B, 020 t @0 undc®® = BE,, 090 0.
Schreibe’Y ‘00,00 @O =:B§Q1‘|;Q(‘) t'®, 0 . JacobiGleichung flirwgenau dann, wenn fir
alleon ‘@nd@ 1,8 ,¢ gilt 0?0 = B?mi.,gzc‘) t 0?0 . Dies ist ein System volinearen ge-
wohnlichen Differentialgleichungen 2. Ordnundtr die D A mit glatten Koeffizienten (wie

Ublich Ubersetzbar in ein System von liraren gewdhnlichen Differentidgleichungen fir
01,8 ,08,01,8 ,0%). Daher existiert genau eine Lésung zu gegebenen Anfangsdaten:

Koeffizienten vondy, beziglich &,8 ,&
Koeffizienten vondy, beziglich ¢3,8 ,&

02q
D'QQ)
5.6 Lemma

Sei 0 ,"Q geodatisch vollstandigoder sei"‘Gkompakt. Seivein Jacobifeld langso Dann gibt es
eine geodatische Variation von Gmit Variationsfeld 0. Also gilt: Die Eigenschafr, * AAT AE AT A
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Beweis
Sei O.B.d. AN 'OSei : -,- © 0 eine Kurve mitt 0 = 00 . Wahle ein Vektorfeld®langs
Gmit& 0 = G0 und £& 0 = 20 0.

Setze® h 4 "o (Dies ist immer méglich, falls 0 ,"Q geodétisch vollstandig ist falls "Gkom-
pakt ist, so istdies moglich nach eventueller Verkleinerung/on -: Wegen dem Tubenlemma fur
MO0 =®0 xAnllh GO N"Y xa” expad definiert .) Nun ist ¢ {« .. eine geodi-
tische Variation von

Behauptung: 0= zugehoriges Variationsfeld.

Beweis: wist ein Jacobifeld nach Sat3.1 und vist ein Jacobifeld nach Voraussetzung. &/
gen Lemmab.5genligt es zu zeigen, dass 0 = 00 und W®*0 = U*0 gilt.

. Q. . Q. , ,
wO0 =ﬁi:oq’)0 =ﬁ‘:0| i = 0 =00 und
. 010
w0 = P 0,0
‘@ i

Analysis und Geometrie
auf Mannigfaltigkeiten o1 0

—— 00
arto
- 26 0
g
nach Wahl vont ,O, ,
= — = . K.
,Q)U 0=0v*0. O
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5.7

ii)

Beispiel

Sei 0,"Q = at StandardMetrik . Dann istbo = N+ ot 0. AuRerdem'Y = 0, also
lautet die JacobiGleichung:;®*® 0. Aber(™st hier Ubliche Ableitung. Also isthaffin
linear, d. h. von der Formhom O + & mit 0,6 ¥ €.

® 0
Sei 0,"Q = "¥,StandardMetrik . Seideine Geodatische auf¥ undd® 0. Dann

durchlauft @ einen GroRkreis, der inspan®0 ,00 enthalten ist. Wahle
0 M"Y ¥ &0 Y. Setzedfort zu einem parallelen VektorfeldOlangsc

Schreibed h AoE= const 0. Dann sind) 6™ cos 66 t0 6 und

aom sin 60 {00 Jacobifelder langsw: Denn fir 00 = cos 80 tO 0O st
*® = 06°2tcos6o t006 = 62t00 (analog mit sin) und
Y00,00 GO E ARIN0 0,00 Y = 62t00. Also erfullt bdie Jao-

=62 =0

bi-Gleichung.Fir das erste dieser Jacobifelder gilh 0 = ®und (*0 = 0. Fir das
zweite dieser Jacobifelder gilth 0 = 0und (0 = & t & Daher folgt aus Lemm&.5:
Sind 3,8 ,& eine BasisvoriY,, ¥, ®0 Yund{Q,8,Q ;}das zugehérige p-
rallele Basenfeld, so ist jedes Jacobifeld langmnit 0 U dvon der Form:

g1
aom Wfcos8to + fsin 6to t0n0 mit gt A.
21

Der Raum dieser Jacobifelder hat Dimensidh ¢ 1 . Zusammen mit den Jacobife
dern der Formuom Gto+ @ two mit GGON s spannen sie2i -dimanesionalen
Raum aller Jacobifelder lang&auf.

Sei 0,"Q beliebig und®o k neine Punktkurve ¢ ist eine Geodatische). Dann ila
tet die zugehorige JacobGleichungli®® 0. (*®t hier aber die Ubliche Ableitung in
"YU . Also besagt die JacolEleichung:bist affin linear, d. h. es existiererd,0 N "Y0
mit0 o = 0 + .

Of] (0}
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5.8 Bemerkung
i) Wirkung von konstanten Umskalierungen der Metrik auf die Krimmung: Sei
"Oh * 21"0Omit konstatem* > 0. Dann isti= n (klar wegen KoszutFormel, oder we-
genUbungsaufgabed), also laut den Defirtionen:
Y=Y,
ric = ric,
_ 1.
Ric= —tRic,
1.
scal= — tscal
D omnag - PQYOGad 1.0
0 span W ® T 2T0 0.0 = —tl span O .
10.05.2012
i) Insbesondere gilt:

ii)

Istll > 0, so gilt fur'Q h %'t'Standard-Metrik auf ¥, firr alle, v "Y"¥ 2-dimensional
und fir alleq ™ "¥:0 , =Nt1=1.
Istll < 0, sogiltfir'Q h gjT—;['Standard-Metrik auf'G:ok ||t 1 =1.

Diese Riemannsclen Mannigfaltigkeiten 0,,"Q heiBen, zusammen mit

(at, Q ), (Riemamsche) Modellrdume mit konstanter Schnittkrimmungl.
Standard-Metrik

(Wir sehen spater: Ist 0 ,"Q eine Riemannscle Mannigfaltigkeit mit konstanter

Schnittkrimmung I, so ist 0 ,"Q lokal isometrisch zu 0,"Q . Ist zusétzlich 0 ,"Q

vollstandig und einfach zusammenhéangend, so isb ,"Q isometrisch zu 0,,Q .)

In 0,,"Q gilt wegen i) und Beispielel.9:
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iv)

5.9

Seien®eine Geodatische i 0,"Q mit &%= 1 und Oein paralleles Vektorfeld
langs comit OU & Definieredy,i;:8 © a durch

cospllto >0 e ﬁtsm o >0
G o= L 1=0undijo=_ L, =0
cosh dsto, <0 ve L fsinh [Ii0, <0

w1

Dann sindi:6™ ¢ 6 tO6 unduom i, 6 06 Jacobifelder langsy denn es gilt
e ligundi@® Iti,,also gilt

2 Ity
7 'r) . 7 oy At VAT oy
'YU;(Jo(oIi It meto oo = Il Ty,
=1 =0
Summe= 0. OK.

Fur com i, 0 tO0 gilt 00 =0und 00 =if0 fO0 =00 . Inshesondere
=1

gilt: A 0 £= 4, o0 st AP0 £im Riemannschen Modellraum 0 ,"Q , fur ein Jacob

feld OU clangsmit 0 0 = Ound A¥E= 1.

Satz (Das Differential der Exponentialabbildung exp )

SeidN YO , L, wobeill O™V der Definitionsbereich vonexp:™ © 0 sei. Sei
N "¥("Y0 ) e "Y0 . Dann gilt

[Qexpy s ® =01,

wobei bdas Jacobifeld langsg mit 0 0 = Ound (0 = @ sei.

"X[‘) P (I)

0~

/
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Beweis
Waéhlei > 0so, dasgo+ iwnN "Y0 . LIfar allei ™ -,- . Setzeip h [ g+ 01 - Dann bildet
@ i .. eine geodatische Variation vomry = [ ¢~ 01 - Seibdas zugehorige Variationsfeld, ist

ein Jacobifeld lautSatz5.1. Es isth 0 = Ound

=0

i=0 O+ IO
zu lesen als das Vektorfeld langs der
Punktkurve im¢ 0 kR

I
S:

Andererseits qit:

=0 @ 1

fellstelle)

Tizo EXpy W+ i

Kthr‘] -G) Q.

5.10 Korollar

In Satz5.9 gilt auch fir allecwo™ a mit GdON "Y0 LI
expy @ 0 = 00.

Beweis

Setze0 6 h 0@ N Y, @0 =Y, o0. Also istoein Vektorfeld langs’ ¢;. Vist ein Jacobifeld

(leicht nachzurechnen, oder benutze Lemm&.6). Esisth 0 = Ound (0 = ®Ot(*0 = ¢ Satz
5.9liefert: Qexpy "¢ G =01 = 0.

6  Zweite Variation von Lange und Energie
Notation

Im Folgenden sei 0 £,"Q eine semiRiemannsche Mannigfaltigkeit undd ¢y © O eine Geod-
tische.
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6.1 Definition (2 -Parameter -Variation , eigentliche 2 -Parameter -Variation , V(t) und

w(t) )
i) Eine stiickweise glatte 2-Parameter-Variation von wist eine stetige Abbildung
Q -,-2x QO 0 mit: '000f = ® und es existiert eine Zerlegung
W= G < E < 0n= ®so, dassO’ -2 bm,%f[]r alle & 1,8 ,"Qglatt ist.

Notation: ¢ h "O1i,if und0= &; .,

i) "Oheift eigentlich genau dann, wenr; & k OGO und@; @ k O®.
i) Schreibe
10 10

T 00,0 undw O h T 0,0,0.

wo h

(Also gilt: @, sind Variationsfelder der (1-Parameter) Variationen (})}0

iN
und Gy

(N

6.2 Satz (Zweite Variationsformel)

Sei'0= @&
6, wie oben. Schreibéi,i h O¢; unddi,i h 0 ¢; .Dann gilt:

_ eine stiickweise glatte 2Parameter-Variation der Geodétischerto Seien

1N

120 . 010 v . A o
_ . o
_iT i 0,0 o—,Q _T i 0,0,0, w0 O+t Qo

—a

wobei @6 = 2 &R0 D O &,Ha0 O
(= :Indexform "@zu ¢yangewandt aufc o ).
i) Ists 0, sogilt mitd h wsund- h signdgdd' +1 :

21\
T_U 00 =

- 1o
T B i

. (0] o
t 65— 0,0,(‘),(;)(‘) O((;):w-i- "@(bu,(bu ,

!

wobei 6, ® Y die zu Gorthogonalen Anteile von, o seien (wie inLemmab.4iii) ).
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6 Zweite Variation von Lange und Energie

Beweis
i)
to., 11, O
7T St quﬁ),ia‘-ﬁ),iab
& or .
— b= i 0.0 o0
PR 1,i,0,; 0O
% 010 .
_ 6" 1006 00Q
d) Y ’ngr llllolq)yl 0 gb
t 1°o 0,0
riri
v oot . ., . OO0 010 LY
= A N ~m 7 ’Oa 3 Cﬁ- 0,_‘_, 0101 ’ —~ m L Ol ] [
s T 0,0,0,w0 o | 0 a7 o 0,0 G @
. Reihenfolge
T0’ vertauschen O
® 0010 a4 oA, ] OTOTO L v A
= O_\y__l Yy 3 G’Q'Y_‘,_,_, ™y ’ O
. AT 0,0,0,w0 T T 0,0,0,w0
+ a0 =0 ,0%0 0D
Hauptsatz _ 'OT 'O o o
OT:}: ZQET—, 00,0,w0 O
Wstetig Tl
(:)f\'\’ ’ \ TN e \ TN =4 Al \ e \ ﬁ \
+ AY 0wo,wo W O0,wo Or a0, w=20 G D
@ Vertauschen ergibt
& negatives Vorzeichen O

t Behauptung
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i)

Wegendck const 0 gilt auch fiir kleinei,i  0immer nochsignd® ;6 ; O= -. Daher gilt:

T - ! v o 1 P ©
— ®; 0 =— -t (w00 = ———1t-t2tC T o0,wm; 00
T @ Ti A 2t @ 0 Q@i 0@
12 1.-2. 0. . . .. O L . -
by i=isoT F2lE log i 0.®; Odi=i=0tqa@,i 0,W;j 00‘.:(:04‘6—'
-1
.1 0.
tﬁqa(’i) (’i)l OOI =i=0
”d(j’hiervon ’Q‘):TT”—}o 0,0 = siehe)
1 o v o a o e o
= 6—3tqneeo,wodqnaeo,wooir;t 8

.. hiervon=Ergebnis von"®
Mit™Qo h 6™ Yo, o= 0 Gl

cmaeuDL D 200
(:Qm'~~,uoh tao%dau%ﬁ

t —— 00 = S|ehe oben '

[oR!

= b—,f "Q0 QO+ Ergebnisvon) .

o

Die Behauptung folgt nun aus: i), Lemm&.4i) ( o®Y = ¥ Fundx A BB  &Term nichts
andert.
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6.3 Bemerkung

i) Die Indexform

A
P ww m W20 D Y 0Om 0D
@
definiert eine symmetrische Bilinearform auf dem Raum Hb-dimensional) aller
stiickweise glatten Vektorfelder langso
i) Seienw, ¢ zwei solche undd= & < E < 0p= Qeine Zerlegung, fir died” o, 0,
und @~ fur alle = 1,8 ,"Qglatt sind. Fir'ex 1,8 ,Q 1 setze

001,00
1-¢h gﬂgnwaeo !)lungnw 0N Yool
Dann gilt
01 &
Qoo =aF00L, 0000 WFFYOO0n0o O
a1 @

Beweis Benutze@®o ®E a2 F  @o®% Qund den Hauptsatz fiir jedesodg 1, 0g.
16.05.2012

i) Insbesondere gilt: Ist® & = 0, ® = 0und wein Jacobifeld langsy so ist
"®ww = 0. Ist'Oeine eigentliche Variation undwein Jacobifeld, so gilhach Satz

6.2.).”, 00 =0. Rallsgs 0, so gllt— 0,0 = 0, da auchw¥ ein Jacobifeld ist,
siehe Lemmab 4iiii) .

6.4 Korollar

Sei0= @; . .

1N

_ eine stiickweise glatte tParameter-Variation der Geodatischer® Seiw

das zugehdrige Variationsfeld. Dann gilt:

)

(o2 o1 0 o Al

gz = 0 0® —031;,—, 00,0, 00 0L+ QW .
i) Ists 0, sogilt mitd h wsund- h signGodd® +1 :

(O e A

010
gz =0V ® =<t O;

T 00,0,00 0L+ Q¥ @Y

(@]
Qlo
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Beweis

~ ' ~ . ~ . \ ’ - - 2 . . .
Setze®w; h ®.;. Dann ist ®; mit i,i N 55 €ine stlickweise glatte 2-Parameter-
Variation von¢) mite= ¢ . EsistO ¢; = O G, =:+ 1 +1i ,alsoist

120 _ _ . o n
T 00 =+ = o2 (=0 O w . Analog furo.

7 Der Satz von Bonnet und Myers

Notation

Im Folgenden sei 0 ¢ 2,"Q eine zusammenh&ngende und vollstandige Riemannsche Mannigfa
tigkeit.

7.1 Definition (Durchmesser )
diam 0,°Qh sup QR "NRAND N Ok

heiRt der Durchmesservon 0 ,"Q.

7.2 Satz von Bonnet und Myers ( Version mit der Schnittkrimmung K)

Existiert ein] > 0so, das®y 1 auf0 gilt (d. h. fur alle 2dimensionalen linearen Unterrdume

, O°Y0 undn ™ 0 istd , 1), dann folgtdiam 0 ,°Q =
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Beweis

Angenommen, es wareliam 0 ,Q > M—_ Wahlen,n 8 0 mitQn,[ > M—_ Wahle eine Geodit
s~che(bvonr‘] nachr) mit Lépgeﬂ:ﬁ Q1,1 . Dabei setonach Bogenlange p~arametrisiert:

w 0,/b% 0,"Q. SeiOU wmit A0 O £= 1 ein paralleles Vektorfeld langsw Setze

w06 h sin %JC‘) f00. Setzah 0 h expz, i f O . Dannist @ eine glatte eigentliche \&-
riation von w Nachder ersten Variationsformel gilt

Q. .
q i=oY ®w =0
Und nach Korollar6.4.i) gilt:
(92 L. 64i) 1. L,
gz =0V ® Syt 0rBaw
b
= 0o ,0®0 0 BY 0,00 0 D™
0 ee e =0 span ®O WO tmD o A2
RS 1 tsin2 “io
/b
“w 2 b “ b “
—1 co =to ® |1t sin? =to @
B 0
_b )
2 2
“2 .
N t_
B2
< 0.

Also giltd ¢ < 0 o fiir kleinei 0.3

7.3 Satz von Bonnet und Myers (Ricci -Version)

Existiert ein] > 0so, dassic & 1 ] auf0 gilt,d. h. fur alleo™ " ist

nc @& & 1 ] tAw?, dann folgtdiam 0 ,"Q e

54



Kapitel II: Kruimmung und Topologie 7 Der Satzvon Bonnet und Myers

Beweis

Angenommen, esvare diam 0 ,"Q > M—_ Wahler‘],r'],ﬂ;ﬁawie im Beweis zu SatZ/.2. Ergénzabzu

einem paralleles Basenvektorfeld ()G,8 ,Q langs@ Setzecnd h sin %J(‘) 0,0 . Setze

20 h expye i tano . JedesGR ist eine glatte eigentliche Variation vorty Nach der ersten
Variationsformel gilt

Q R
q (=0 0a?=0
Laut Korollar 6.4.i) gilt
(22 b 3 £
Q—zdizoo @2 = w0 ,6¥0 O OY i Qe 0 ‘D
’ b “EZ-TCOSZ %LI’O Qi T P N
=sin ﬁgo tric WO ,wo
¢ 11 tsin? Nﬁzb
R LI TL
¢ B2 °© 2
b . "2
==t¢ 1t —
2 B |
<0
< 0.

Also ist%”izo 0 6 < Ofiir mindestens einQalsod ¢ < 0  fir dieses’@nd kleinei 0.3

7.4 Korollar

Existiert auf einer ¢ 2 -dimensionalen zusammenhangenden Mannigfaltigkeit eine vollsta
dige Riemannsche Metrikmit 0  const> 0 (oder auch nur
ric & 1 tconst> 0), dannistd kompakt.

Beweis

Seib | > O0(bzw. auch nurric & 1 ] > 0). Der Satz von Bonnet und Myers liefert:
0 = éﬁnr‘] (fir beliebigey™ ). Ist 0 ,"Q vollstandig, so&£l 1 CO 1 AOO An&igsis 6 1 O AG
i
und Geometrie auf Mannigfaltigkeiter 0 = expj 639 Oy . Dann istd kompakt, daexp; ste-
=
tig ist.
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7.5 Beispiele

i) Aufsé 2 gibt es keine vollstandige Riemannsche Metrik mit | > 0 (oder auch
schon nicht mitric &€ 1 t] > 0).
i) Es gibt aberdurchaus unvollstandige solche Metriken z. B. solche mib k 1: eine

Hemisphére der runden Standardsphére ist ja diffeomorph za?2.

iii) Es gibt durchaus Metriken mith > 0 aufs?: z. B.Rotationsparaboloid! (siehe ein
Beispiel in der Ubungsgruppe vom 19.4.2012(aber dort U nicht von 0 weg le-
schrankt).

7.6 Bemerkungen (Einige Begriffe und Tatsachen aus der Topologie)

Seien®, ®wegzusammenhéngende topologische Raume.

i) Eine Abbildung"Q®© dheilRt Uberlagerung genau dann, wenriQstetig sowie su-
jektiv ist und fur allen v dexistiert eine offene Umgebungy, so, dassQ! 7Y, =
Z giqt iy @ (disjunkte Vereinigung) mit: "th:c’g O ¥, Homoomoarphismus fir jedes
Ain"Q n .

e

”n

Q
g
i) Ist "QMO Meine Uberlagerung und®d ¢y © & stetig, dann gibt es zu jedem
AN QL O genau ein stetiges® G @ © O mit "& (& und b = 1 (Liftung-
slemma fur Wege.
i) Eine Uberlagerung' Q& © @heilt universell genau dann, wenndeinfach zusan-
menhangend ist. Diese Aussage ist aquivalent zu: Jede stetige geschlossene Kurve in
wlasst sich zusammenziben (es existiert eine Honotopie zu einer Punktkurve).

Hat jedesn M @eine einfach zusammenhangende Umgebung (z. B. weheine Man-
nigfaltigkeit ist), dann hatceine universelle Uberlagerung.

iv) Sind"@ & © wund '@, © ®zwei universelle Uberlagerungen, dann gibt esimen
HomdéomorphismusBi: @y © &, mit 'Qz B = "Q Genauer gilt: Zu je zwei
MmN @,MNNQmMtQN, = "Qn, existiert genau einlz wie oben mit 1, = np.
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V) Sei"QM O deine Uberlagerung. EineDecktransformation zu Gist ein Homéoma-
phismusB:®©° d@mit "& B = "QFalls hier'Quniversell ist, so operiert wegeniv) die

a
M2
il

~

€

n
AulRRerdem gilt hier (fir universelles™Q: 3 operiert frei und diskontinuierlich ( d. h. fur
allen™ wexistiert eine offene Umgebungy mit: fir alles ¥ 34 1d ist

B & , @ =")auf® unddist homéomorph zum Quotienenraum ® 3

Ist hier eine Mannigfaltigkeit (es reicht, dassohausdorffsch), so operiert3 eigert-
lich diskontinuierlich auf der universellen Uberlagerungd, d. h. es gilt zusatzlich:
0 O dist kompaktt 30 ist abgeschlossen.

Vi) Sind QO deine universelle Uberlagerung und@ @y © ®irgendeine Uberlage-
rung, so existiert eine Uberlagerung : 0©° &y mit "Qz+ ="Q

Die zugehdrige Gruppe; von Decktransformationen zue ist eine Untergruppe der

Decktransformationsgruppe3 zu "Qund ¢,  ~ w Ist hier & einfach au-

homéomorph 31)
sammenhangend mit 'OCh Id gilt « injektiv + « ist ein Homéomorphismust "Qist
ein Homdomorphismus.

23.05.2012

vii) Sein M @. Die Fundamentalgruppé ; @,n ist die Menge der Homotopieklassen von
stetigen Kurven & von n nach 1 mit  Gruppenmultiplikation
T 4 — ol w ol SRR N N o “ noy n s
@ to « Hintereinanderscﬁalten von Kurven(sz - FUrmZn ™ @sind *; wn "2 @n
durchlauft erst ¢, dann ¢y

isomorph. Also schreibt man‘; & O& OT AAT AT OAIGE OIOABRA OK-O1 1 1 OP
lasse von Gruppen).
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vii)  Sind"Q®O @&die universelle Uberlagerungi ™ dund ™ "Q i, so ist*; &N
isomorph zur Decktransformationsgruppe 3 von Q per
@ ™ die Decktransformationf3 : 6 ©
&, die ) auf den Endpunkt des Liftes vodmit Anfangspunktr) abbildet .  (Wohldef-
niertheit wird garantiert durch das sogenannte Liftungslemma fiir Homabpien.)
52,
B A 5o &

0

Firo N dkann man dann3 6 so beschreiben: Wahle einen Wegvonn nachd,
setze , h ", : Dann gilt:
B & = Endpunkt des Liftes von, ¢y ! mit Anfangspunkto.

f

7.7 Bemerkung

Seil eine zusammenhangende Mannigfaltigkeit.

) “, 0 ist héchstens abzahlbarBeweis siche z. BB -8 , AAq O) 1 6001 AOA O
i ATEAZI 1 AOo6 8
i) Wegen Bemerkung 7.6.viii) folgt: Die Decktransformationsgruppe zur universellen

Uberlagerung voni ist abzahlbar.

Wegen Bemerkung 7.6.v) (Die Decktransformationsgruppe zur universellen berla-
gerung operiert einfach transitiv auf den FaseriiQ?! 1) ) folgt: Jede FaseiQ?! ) der
universellen Uberlagerung’Q0 © 0 ist hochstens abzahlbar.
iii) WegenBemerkung7.6.vi) gilt letzteres auch fiir beliebige Uberlagerungen voi .
iv) Operiert eine GruppeOauf b frei und eigentlich diskontinuierlich (daraus folgt laut
AAO 61 01 AGOT ¢ O!'T ATUOGEO C)TO&A:@'(’)@& kohdniechk A A O A&
wieder eine Mannigfaltigkeit), soist“:0 © 0 ~ogine Uberlagerung (siehe Ubugs-
aufgabe 18).

7.8 Satz

Sei"Q0 © U eine Uberlagerung, wobebd eine zusammenhangende Mannigfaltigkeit und ein
wegzusammenhangender topologischer Raum ist. Dann gilt:

i) 0 ist hausdorffsch mit abzahlbarer Topologie, und es existiert genau eige®-
Struktur auf 0 , fir die "Qglatt wird.

i) Ist "Qeine semiRiemannsche Metrik auf) , so existiert genau eine serARiemannsche
Metrik "Qauf 0 so, dassCeine lokale Isometrie wird.

iii) Ist dabei"Qgeodatisch vollstandig, so istQebenfalls geodatisch vollstandig.
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Beweis

M 0 ist hausdorffsch
Seienf; N, in0 . Ist"Qry; = "Qn, , so sinday, , 63, wie in der Definition von Uberlage-
rungen disjunkt. Istn, = "QR; QN =:rp, so wahle man disjunkte Umgebungen
“%,. ¥, so klein, dass siavie in der Definition von Uberlagerungensind. Dann sind die
zugehdrigenq, , @, disjunkt. (O. K.)

1 0 hat abzéhlbare Topologie:
Wahle furd eine abzahlbare BasidY,™,8 der Topologie so, dass jede¥so klein ist,
dassesein T\ﬁ wie in der Definition von Uberlagerungen ist. Die zugehérigety sind we-

gen Bemerkung?7.7iii) abzahlbar viele:w, 3,8 . Diese bilden eine Basis der Topologie
vono .

Beweis:
Ist woffenin 0, soistw= zqw, @y und
" N 1 - e
®, = Qg Vereinigung gewisseryg
= Vereinigunggewisser o,

1 6-Struktur:

Seenn ™ 0,nh "Qf und @7YO "Yeeine Karte vond umr. Seieny;,cy Umgebungen
wie in 7.6.) (so, dass"Qdﬁ:qg‘ 0 T\ﬁ ein Homodomorphismus ist). Dabei (verkleinere) sei
Y, O7Y Setzewh 02", 0 @7, O ¥¥ist ein Homdomorphismus auf sein Bild.
Kartenwechsel:

14 Al 1 14 ”n, Al ”n, 1 14 ”n, ”n, l A} 1

WaW -~ = W3 Qmﬁag 2 wa g = WA Q(brr]aez‘ Qg 2w =ldg,
ist glatt, weil 0z @ * glatt ist.

"Qst ein lokaler Diffeomorphismus:

1
02"k w1 = ik "Qdﬁ zpl= 'dc‘o’vh t OK.
i Eindeutigkeit:

Damit"Qqlatt ist, mussen diew= wz "( 4, glatt sein. (O. K.)
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ii)

Klar: Man kann und mus$Qh "Q"Cdefinieren.
ii)

Seienq N O und N "Y0 .

Zu zeigen/ ; ist auf ganza definiert.

Seien h "Qr ,&dh QRN YO und ©h T 4:s © 0. Das Liftungslemmaaus Bemerkung?.6ii)
liefert: Es existierteincgm © O mit (®0 = . Dann folgt ausCk c&= ¢y da’Qeine lokalelsometrie
ist, dasscieine Geodatische istEs istQ @0 = 00 = ®= 0Q & . Die Bijektivitat vonIQ
liefert: (@0 = &) Also istos= [ .

7.9 Bemerkung

Seien 0 eine zusammenhangende seriRiemannsche Mannigfaltigkeit und™ @0, © 0
"@ 0,0 0 zwei universelle Uberlagerungen. DeHomoéomorphismusk:0; © 0, aus Beme-
kung 7.6.v) ist beziiglich der6™-Struktur und semi-Riemannsche Metriken aus SatZ.8 eine
lokale Isometrie, hier eine Isometrie.

In diesem Sinne: Die universelle Uberlagerung einer zusammenhingenden semi
RiemannschenMannigfaltigkeit, versehen mit der kanonischerd"™-Sruktur und der ge-
lifteten semi-Riemannschen Metrik, ist bis auf Isometrie eindeutig bestimmt.

Ebenso: Die universelle Uberlagerung einer zusammenhangenden Mannigfaltigkeit ist eindeutig
bis auf Diffeomorphiebestimmt.
7.10 Beispiele
i) Die universelle Uberlagerung vori¥ist™@Qsa © "¥ O a2 mit"Qo = (coso,sind) (oder:
"Qqa O A y Mit "Q0 = 0), Gruppe der Decktransformationen Translationen um2“™Q

mit " ¥, also gilt nach Bemerkung.6wviii) 1“1 ("¥) e .
i) Die universelle Uberlagerung vori ¥ ist

‘Onts 0,8, ™ Q4 8,08 N ¥Ex8x ¥

diffeomorph
und es ist
“1 Y e Gruppe der Decktransformationen
i) Weil "¥ 2 einfach zusagr:lsmenhangend ist, igd:"¥ 20 "¥ 2die universelle Uberlag-
rung, also*; ¥ 2 = Q.

iv) Die universelle Uberlagerung vom ¢ 2 'Y ist"g"¢ o ¥ a0¢
) g g +Id tId diffeomorph

und es ist* 1 (A 0¢ 2) e u,.
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7.11 Satz von Bonnet und Myers (topologische Version)

Sei 0,’Q eine vollstandige zusammenhangende Riemannsche Mannigfaltigkeitit ric
¢ 1t > 0und] = const. Dann folgt:0 ist kompakt ((O. K.), siehe Korollar7.4), und die
universelle Uberlagerungd ist ebenfalls kompakt, und‘; 0 ist endlich.

Beweis

Sei"(die geliftete Metrik aufd . Wegen Sat7/.8iii)) und dem Satz von Hopfund Rinow folgt:
(0 ,"Q ist ebenfalls (geodétisch) vollstandig. Weil die Uberlagerun§® 0 ,"Q © (0 ,"Q eine loka-
le Isometrie ist, gilt auch au{0 ,"Q:ric & 1 t] > 0. Korollar 7.4 liefert: O ist kompakt.
Jede FaseiQ?! n ist diskret (weil "Qeine Uberlagerung ist) und abgeschlossen (wellstetig ist).
ware™Q?! 1 nicht endlich, so hatte man mit der Folgenkompakthéivon 0 einen Haufungs-
punkt, der ware noch in'Q* nj (weil 'Q*! ) abgeschlossen ist), dies ware eiliderspruch zur
Diskretheit von™Q* 1} . Also ist'Q?! i endlich fiir jedesn ™ 0 . Mit Bemerkung7.6iv) folgt: die
Gruppe der Decktransformationen ist endlich. Mit Bemerkund.6.viii) folgt: “1 0 ist endlich.

7.12 Bemerkung

Ist0 eine kompakte Mannigfaltigkeit und'Qeine Riemannsche Metrik aub , so ist 0 ,"Q voll-
standig.

Beweis

Sei(fo eine CauchyFolge beziglichQ, Aus der Folgenkompaktheit vor folgt: Es existiert

eine Teilfolgerg, © NN 0. Dann istQq fig ,f) © Ofir a © H Da(rrg eine CauchyFolge ist,
folgt: Qg fron © O fiir QO Ha,
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7.13

24.05

8

8.1

Beispiele
Sei¢ 2. Dann existiert auf'¥ keine Riemannsche MetrikQmit ric ¢ 11 >0
mit] = const . (Diese Metrik ware vollstandig nach Bemerkund.12, also:Widerspruch
zu Satz7.11und Beispiel 7.10.i) .)

2012
Es gilt sogar: Auf¥ existiert keine Riemannsche Metrik mitric > 0. Denn: Ist 0 ,"Q ei-
ne kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann ist auch
MO h @v"Y~ mw¥e=1 kompakt. Deswegen folgt ausric Q& > 0 fir alle
N "0 schon: Es existiert eil > 0so, dass fir all&d™ "0 gilt: ric o 7
¢ 1 ,dsoauchfiralled™ "V :ric O, & 1 1] {2
Erst recht existiert auf”¥ keine Riemannsche Metrik mith > 0(d. h. fir alle 2
dimensionalen,, ¥ "Y0 und fir alleq™ O istv , > 0). Firé = 2wussten wir das
schon wegen desatzsvon Gauld und Bonnet.

Der Satz von Hadamard und Cartan

Lemma

Sei 0 ,"Q eine Riemannsche Mannigfaltigkeito"® 0 ,"Q eine Geodéatische mi® ¥ "Qind Dein
Jacobifeld langgomit 0 0 = Ound U(®0 0. Dann gilt:

)

i)

Es existiert ein- > 0 so, dass fur all®N 0,- gitoo 0.
A0 R lim gey —Zexistiert und ist AP0 &

0
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Beweis
Seienn A @0 ,®h @0 und®h =0 .
i)

Wahle—> 0so, dassexp, 5 0y ein Diffeomorphismus ist. Setze h ﬁE h Hyfallsty= 0 .

Dann ist fiir alleO < 0< - der Vektor 6t &in 6_ 0y . Also istQexpy, s, bijektiv, insbesondere ist

Cexpy “se O0t@ 0. LautKorollar 5.10ist dies aber gerade) o .
0

i)

Wihle ein paralleles'QOrthonormalbasenfeld ‘G,8 ,'Q langs und schreibe
0O h Bi, 0?0 {'0y0. Dannist

8.2 Proposition

Sei(0 ,"Q eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. S&"® 0 eine Geodatische mid N "Mach der
Bogenlange parametrisiert. Es gée einaN 1 so, dassy 3 fur alle 2-dimensionalen
, O™ 0 mitwo v, undoN "ODann gilt fiir alle Jacobifeldeblangscomitv 0 = Ound OU @

Fur alleoN 'O 0,— gilt
3
AMOAE i, 0tAP0 A&

v I;T't'sin mito , >0
Hierbei seil;l—gh' Hofur 3= 0. (Erinnerung: iy 0 = . o I=0)

1 . . —_—
l\J,?stsmh disto , <0
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Beweis

Seib O (sonst ist es trivial). Also istt®*0 0. Fiur alleomit &0 0 £ 0 (gilt z. B. fir kleine
0> O nach8.1i)) ist

A,(f@%
AEH = S0
AVE

1 . . a, %
= ——t aOFEGer  aAas —— 0
e P AVE
| 0 nach CauchySchwarzUngleichung
a, fﬁe@b
AE
Y LWwWWO 5
3tA 0 A z

Schreibes 6 h i, 0 t AP0 £dann gilts = 3tfe unde > 0 auf OE . Also gilt

. AVER o FHVEP= o VS o SR

e fataE ate tAK
=0

auf Intervallen mit A0& 0, die inQ OM_E enthalten sind. Also ist « A* « & 0 schwach

monoton steigend fur o 0 , solange
0< & h erste positive Nullstelle vond h Hs falls nicht existent und o8 " < = Der Wert in

0= 0ist0OtAP0 £ «*0 t0= 0.

Daher gilt firo 0: « Aw* «3&E 0 0, solanged< ¢),0N "Qund 6< ﬁ Dividieren durch

Ayeund « liefert flir owie eben: %E — 0 0. Alsoistin EE, und damit auchﬂiE, schwach

mE 2
=In.—

monoton steigend auf 0,min oom—g . "Qund

AWK, AME0
m=-o0= . 20
8.li) AFO0 £
T 1tAr0 &
=1
Also folgt: A0 & + 0 =i, 0 tAP0 £auf 0,min q)ﬁ . "0 Insbesondere folgt, E

(weil i, o0 t AP0 £> Ofur on Om_§ . " Daher folgt die Behauptung.
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8.3 Korollar

Sei(0 ,"Q eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, und egeltev 3aufd (d. h. fur alle 2

dimensionalen é"}{ﬁ und AND ist U, 3 ). Sei (N0 . Dann st
expy g - 0y U ein lokaler Diffeomorphismus auf sein Bild.
|7|7§ Definitionsbereich
von expr‘]
Beweis

folgt sofort aus Proposition8.2mitdem Gau, Ai I A j OEAEA 61 01 AGOI ¢
AOE - AT TECAEAI OECBREOAT6q OT A +101T11AO

8.4 Bemerkung (Situation wie in Korollar ~ 1.1)

i) Wir betrachten die Differentiale’Qexpy "¢, @M 6 04 , Llund@  0:'Qexp, ¢ er-
halt laut dem GauRBLemma Langen in radialelf Richtungiom 7 1, und bildet
amYauf g 1 ? ab, genauer: SindgdE= 1 > 0,0 =1 t ®(®normiert) und
WU ®, so istexp, "¢ 0= Cexp, i | tl&’ 5510%0‘1 , wobeivdas Jacobifeld langs
wh [ omit00 = 0undU®0 = & Nach Proposition8.2 gilt:

Qexp; " O %fig i tmye(dagegen gilt>:6 BJ,"Q , wegenBemerkung5.8).

Mit anderen Worten:

Qexpy, " streckt die Langen aller Vektoren ina @ Y mindestens um den Faktor

Lo | , in der Riemannschen Mannigfaltigkeit ,,"Q mit konstanter Schnittkriim-

mung 3-dagegen genau um den Fakté,%i, siehe Bemerkungb.8. Deswegen gilt fiir
alle0<i < min E , wobei- so sei, dasexp, s 0y ein Diffeomorphismus auf

sein Bild ist: Die Untermannigfaltigkeit T 6; f,  hat mindestens so grol3es Ma-
=exp; 6; Oy

men (als ¢ 1 -dimensionale Mannigfaltigkeit mit der induzierten Riemannschen

Metrik) wie dieT 6 1 O 0,,"Q .Wir haben implizit benutzt: Wenn eine lineare

Abbildung 0: ®2° & ?(mit endlichdimensionalen euklidischen Vektorraumenc®

und ® 9 erfullt:

AGOE B m¥EfUr alle in O
t ORI Bt mR
DO ONO= 6 Y00 A 0 hat alle Eigenwerte /B, und hat det  JB®

symmetrisch

t detds B
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Integrieren unter Beachtung des Gaukemmas liefert:

Die Abstandsbélled; i O (0 ,"Q haben mindestens so groRBes Volumen wie die
& n O 0,,°Q . (Diese Aussage entspricht dem Volumenvergleichssatz von FnGii
ther.)

Weitere Vorbereitungen fur den Satz von Hadamard und Cartan

8.5 Satz

Sei'Q 0,"Q0° 0,Qeine lokale Isometrie von semiRiemannsch& Mannigfaltigkeiten, ,0
zusammenhangendund (0 ,"Q geodatisch vollstandig. Dann gilt

i) "Qist eine Uberlagerung (insbesondere surjektiv).
i) 0 ,"Q ist ebenfalls geodatisch vollstandig.
30.05.2012
Beweis

i)
Zunachst:"Qst surjektiv:

Seif™ 0. Wahleng ™ "Q0 . Wahlefp ™ "Q! 1, . Falls eine Geodéatische@ 0,1 © O vonr
nachr) existiert, so setzen wirdh &0 ,&0h QQ Yo und Ty 01 . Dann ist ceeine
Geodatische (weilQeine lokale Isometrie ist),also”(k @& @(da gleicher Anfangsvetor), also ist
A= o1 ="Qpl .Damitistq ™ Bild "Q. (0. K.)

Sonst wahle man einggebrocheneGeodétische vomyjy nachiij CAEOh OEAEA AEA 61 OI
OEO OT A ' Al i AOGOEA AfugessivedriwEnQeftAlds OlilgerEARgENRALS ¢ J 8
fert: i v Bild "Q. (O. K.)
(Rest von i): siehe unten.)
i)
0 ,"Q ist geodatisch vollstandig:

Seenn M 0 und N “YO ."Qist surjektiv+ Wahlen ¥ "Q! n, setzedh QQ Yo [ ist
auf ganzs definiert. Damit isth "C&[ , eine Geodatische in0 ,"Q (weil "Qeine lokale Isometrie
ist), aufs definiert, 00 = TR WO =TR®L = .
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i)
"Qist eine Uberlagerung:

Sein ™ U . Wahle eine normale Umgebun@¥, von (Erinnerung AT AEA 61 Ol AOGOT ¢ O! |
" AT T AOOEA AOA - ATH'E € mhl i E Gdbdids GAYD tdnfosmiy um 0;
und exgﬁ'(;,ﬁ:(i),‘1 0 M ein Diffeomorphismus). Fir jedesi™ "Q! | setze man

@, h TQ ! @y, O"Y0 und@ h exp; Gy .
"Q(;f,] ist ein Diffeomorphismusvon ¢ nachT\ﬁ:

Esgilt exp, 2 QR = " exp; (weil "Ceine lokale Isometrie ist). Die linke Seite, eingeschrankt auf
Gy, ist ein Diffeomorphismus von ¢y, nach™,. Daher istexpy ~ ¢, injektiv und hat injektive Diffe-
rentiale in jedem Punkt Also istexpﬁ‘d,ﬁ: wy © @ ist Diffeomorphismus. Also folgt die Behap-
tung.

Firallery, i ™ QY 1y mitf),  rpista,, 6, =0:

Angenommen, es die ein0OM &,, @,. Seieri{,[,: 0,1 © 0O die Geodatischen iny, bzw.q,
von 6 nachry bzw.r,. Dann sind (T 4,"G,: 0,1 © 0 Geodatische inT\ﬁ von "Q6 nachn).
Also ist"&[ 1 = "&[ 5 (well ’\ﬁ eine normale Umgebung vonist), also ist ", f0 =
", ' 0. Die Bijektivitat vonQQliefert:1; 0 =7, 0 + 1 =7+ N = Np.>

QLY =z, @000 j /8 +Gd@ j 08 1808 O

Seig™ Q! "% . Seid 0,1 © O die Geodatische il von'Qd nachf. Seic@ 0,1 © O die
Geodatischemit (¥ = Q@ * @0 . Dann ist = @) also istnh &l » Q' A . Es ist
ZO1 N Gy, alsoauclxcil = QR YoH o Gy, also ist = exp; 7L N 6. (0. K.)

8.6 Satz von Hadamard und Cartan

Seien(0 ,"Q eine zusammenhangende, vollstandige Riemannsche Mannigfaltigkejty 0 und
0 Oaufd . Dann gilt

i) expy:"Y0 © O ist eine Uberlagerung, also (weilY0 einfach zusammenhangend ist)
die universelle Uberlagerung Insbesondere ist die universelle Uberlagerung zu0

diffeomorph zusi €.
ii) Ist0 einfach zusammenhangend, so isxp,:"¥0 © 0 ein Diffeomorphismus. h-

sbesondere ist) At
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Beweis
i)

Laut Korollar 8.3 istexp,:"Y0 © 0 ein lokaler Diffeomorphismus. Deswegen istQnh expy,”Q

eine Riemannsche Metrik aufyd ( "Qi. A.). Damit wirdexpy: “¥0,"Q© 0 ,"Q eine lokale
Isometrie. Die Kurvenom ot dmit @™ "Y0 sind Geodétische in"Y0 ,"Q, weilom exp; ot &
Geodatische in 0 ,"Q sind, sind auf ganz definiert (starten in Oy N "Y0 ). Der Satz von Hopf

und Rinow &0 AAO 67 01 A6OGTi ¢ O!'T AT UOGEOC OT A (A0 IQAOOEA
ist (geodatisch) vollstandig. Sat8.5 liefert. exp; ist eine Uberlagerung.

i)

Ist 0 einfach zusammenhangend, so ist laut Bemerkung.6vi) jede Uberlagerung vorD ein
Homdoomorphismus. i) liefert:exp,:"Y0 © 0 ist ein Homdomorphismus und schon ein lokaler

Diffeomorphismus, also ein Diffeomorphismus.

8.7 Beispiel

Ist 0 kompakt und einfach zusammenhangend, so existiert aif keine Riemannsche Metrik mit
0 O (diese warevollstandig nach Bemerkung7.12+ 0  s¢ nachSatz8.6,> zul kompakt).
Z. B."¥ 2tragt keine Riemannsche Metrik mith 0. (Fir £ = 2 wussten wir das schon wegen
desSatzsvon Gaul’ und Bonnet.)

8.8 Proposition
Sei U ,"Q eine Hadamard-Mannigfaltigkeit, d. h. eine einfach zusammenhangende und vollsta

dige Riemannsche Mannigfaltigkeit mity 0, alsodiffeomorph zusé. Seif ¥ 0 . Dann gilt fiir
alle &, N "Y0

Qexpy.expyd A OE

Beweis

Sei® 01 ©  eine Geodatische voexp, nachexp;. Seiertd exp, ~2@® 01 © "Y0 und
i h expy otc# furi,on 0. Dannistl; eine Familie von Geodatischen. Sgidas zuge-
hérige Variationsfeld langsf; . Dann istQexp, ¢z @8 =i =Q 1 . Satz 5.9 liefert:

v i 89 w ) T oy . 4
(0 = a@ . Daher giltalsomvi &= A1 £# 1tAfP0 £/= i . Daraus folgt fur allei:
D Dw A &
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8.9 Lemma

Sei 0 ,"Q eine vollstandige Riemannsche Mannigfaltigkeit mid 0. Sei®@'® 0 eine Geodét
schemit 0N "OSeivein Jacobifeld langsomit 0 0 = 0. Dann gilt fiir alled> 0

A0 A OtAR0 A&
Beweis

Falls®= 0:

Falls aE= 1:

Dann folgt laut Proposition 8.22.4" 60 £ i, 0 t£WY ®0 &fir alled 0, auRerdem existiert
=0

ein®N A so, dassa)Y 0 £= IOt OO A= ot Te= ot At OO &A= 0t £0Y®0 £ Aus Lemma

5.4 (und Pythagoras) folgt die Behauptung.

Falls ax= 6 > 0 beliebig:

Dann folgt mitéé  h (I)'g undoi =0 'g : st nach Bogenlénge parametrisiert unaist ein
Jacobifeld langs@also (siehe oben) 0 IE = 0i it 0*0 =i 't'bl,'t'ﬁﬂ'ﬁeo £ Daraus folgt
die Behauptung.

8.10 Bemerkung

In Proposition 8.2 (dort war 0= Y und @mx=1q CEiI 0>601 ERO ADO | DOOACAF
0 <30 0unddo> O0sind (vgl. den dortigen Beweis). In Lemma89 Al O 66 KEA® Al

0 <00 Ound® Osind. In Propositon 88 AAEAO $3 iC A ®AIGund &, ®linear

unabhangig sind.

Kapitel 1lI: Lie -Gruppen
9 Grundlegende Konzepte
9.1 Definition (Lie -Gruppe)

Eine Lie-Gruppeist eine Mannigfaltigkeit (d. h. wie immeri ™) "Q die zugleich eine Gruppe ist
so, dass gilt

beachte "Ox "Gist kanonisch
Ox Os Q3R M Gtn "Oglatt  wieder eine glatte Mannigfaltigkeit
= Produktmannigfaltigkeit
“0s M @ 1N "Oglatt.
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9.2 Beispiele

) af+ .

i) "= 3 ovg Oenr 0f.

i) Sind"QOLie-Gruppen, so istOx 'Okanonisch wieder eine LieGruppe, also z. B.:
"¥ = "¥ x 8 x "Yist eine LieGruppe.

iv) ‘D ¢,E , t
offen in Mat & & £ QEé2§H2é2 =Matrixmultiplikation

v) Jede Untermannigfaltigkeit vorGL €, , die zugleich eine Untergruppe ist, ist ebenfalls
eine LieGruppe, z. BO ¢ SO¢ U¢ SUe SLEE SLEa GUE,A).

Zu0¢ Ue:
allgemeiner:O i , siche- AOT COAOACAAA p¢ AOO AAO 61 01 AGOT
AOGE - AT 1T ECEAT GBECEA E O Admblihear xnichh datartet und:

o Falls1 = ga:i ist symmetrisch oder schiefsymmetrisch.

o Falls1 = e:i ist hermitesch oder schiefhermitesch.

31.05.2012

vi) " Oo f mit den Quaternioneno e 54, d. h.span1,’Jgohi6 0 1 OAOAOT Bi 1T AT 1 Ol
kation, fur die gilt:

Furallea~ o:1td=at1= &

®="0="08= 1,
o @™Q : . o -
= G0 -linear fortgesetzt,diese Multiplikation ist assoziativ.

@="Tx"Q o

Fir &= O+ o or ‘T o ist Sish maE= 2+ @+ @+ ®= Matal, mit
A= & 3Q o FQEs giltgt0 = 0 tafdaher ist

QO =@ta = at 0tV tOE GtV StaE atdfV L= AFt|0[2 . Also: mit
0 N Vst auch@to N "¥. Es istg 1= iﬁ(%g(falls G 0). Also: fur an "¥ist auch

G 1= 4 "¥. Deswegenist"¥ tatsachlich eine LieGruppe.
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vii) 2d + 1 -dimensionale HeisenbergGruppe:

1 % ac: ,
"Q('x+1h Mg OJE(]LJ(J[)N FIG,(XNFI
0 1

OGLe,a OMaté,é,a e at’.

Qg +1 ISt (als Mannigfaltigkeit) ein affiner Unterraum vons £z diffeomorph zus 24 *+1,
Es gilt (mit der Notation G @& N a9 x a9 x gq fur die jeweilige Matrix in Qg +1):

YA Yo t WEEEA® = O+ P+ (Fa+ 0%+ dhdf@tandardskalarprodukt
Q= 0,00
GGd T= G G a+dadd.

Notation

Sei"Oeine LieGruppe.

9.3 Definition (Linkstranslation , Rechtstranslation , Linksinvarianz und Rechtsinv a-
rianz)

i) Fir &N "OheilRt Og: "0s d™ &t v "Odie Linkstranslation mittels ¢ Oy ist ein Dif-
feomorphismus und hat das Inverse); 1. Analog:Rechtstranslation"Y;:
05 M @t N "0

ii) Ein Vektorfeld ™ D0 "O heil3t linksinvariant , wennfir alle N "Ogilt

(I)Zt(‘)(;): QUw ZQ,

d. h.: Fur alley N "Oist Gy = 'Q O a6 Mit anderen Worten: Fir alled™ "Oist &
Og-verwandt zu sich selbst. (Analogrechtsinvariante Vektorfelder.)
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9.4 Bemerkung

i) Der4a-Vektorraum der linksinvarianten Vektorfelder auf"Oist kanonisch identifiziert

mit " 'Oper

“BOs M & das Vektorfeldomit ¢y h 'Q Og oM “¥O N linksinv. Vektorfelder
“¥%Os &' N linksinv .Vektorfelder

(sind linear und zueinander invers).
Zu z:
Sinddy oM "Oso ist

" Def., . . n
Wi = €2 Uggicy oW

= Q5% 0 o
Q05 5 Q0g ®
Q 0 o0 (OK)

ii) Ist {&y,8 , & } eine Basis vori¥'Qso bilden die zugehorigen linksinvarianten Vekto-
felder in jedem Punkt von'Oeine Basis des jeweiligen Tangentialraumes, d. h. sid-bi
den ein globalesBasenfeld. Irsbesondere istOorientierbar (wéhle eine Orientierung
von “¥'Q wahle eine positiv orientierte Basis voriyOund nenne das zugehtrige &
senfeld in jedem Punkt positiv orientiert).

9.5 Lemma

Sind®, linksinvariante Vektorfelder auf "Q so ist auch @, ® linksinvariant.

Beweis

Qist Og-verwandt zu wfir alle N "O AGM.

. . . 0, ® ist Og-verwandt zu @G fur alle ON 'O OK.
wist Og-verwandt zu wfir alle N "O w ©
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9.6 Korollar

Wegen Bemerkung®.4.) induziert die Lie-Klammer von Vektorfeldern eine bilineare Abbildung:
£f -"gOx "¥OP "¥KQ
explizit: Sind®, N "¥%'Q so ist
®& h linksinv. Fortsetzung vondlinksinv . Fortsetzung von .
Fir alle &, &N "% Ogilt:

) OO = QOO
ii) QD VO + @ OO + & O = 0(Jacobildentitat).

Das besagt:"¥%Q tt ist eine (reelle und endlichdimensionale) Lie-Algebra (das heiR3t: eins -
Vektorraum mit einer bilinearen Abbildung tt :0x @O @, die i) und ii) efullt).

9.7 Bemerkung

Natirlich ist auch ders -Vektorraum Yder linksinvarianten Vektorfelder auf"Oeine Lie-Algebra
(mit der Ublichen Lie-Klammer von Vektorfeldern).

9.8 Lemma

Seien®N Yund @ der Fluss zu®. Wenn- > 0so ist, das"qg ‘Q fur alle On -,- definiert ist,
dann gilt fiir jedescN "O"@ ¢ istfiralle 6N -,- definiert und es gilt:

@ W = ot @ Q.
Beweis

Die rechte Seite startet iriound ist eine Integralkurve zudy

Q Q..
@wt@Q = Q0g g0 @@Q = Wygo- OK

9.9 Korollar

Linksinvariante Vektorfelder &vauf"Osind vollstandig, das heiRtQ ¢ ist fur alle o™ s und
N "Cdefiniert.
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Beweis

Sei- > 0 wie in Lemma9.8. Seiyd "O Wegen Lemma.8: Istqy ¥ “Ch Defbereich von'q ¢, so
istauch & -,&+ - O'QdaheristCG 1.

9.10 Definition (Lie -Gruppen -Homomorphismus und 1-Parameter -Gruppe in G )

i) Seien'Ound "Ozwei Lie-Gruppen. Ein Lie-GruppenHomomorphismus™Q"'0° "Oist
ein glatter Gruppenhormomorphismus.
i) Eine 1-ParameterGruppe in"Oist ein Lie-GrupperntHomomorphismus| : sa,+ © "Q
d. h| :a © "Oist glatt und fir allei ,oN aist| i +0 =| i f o.
9.11 Satz

1-ParameterGruppen inOs | m | 0 N "¥%Oe Tist bijektiv.

Beweis

B:¥s &M "Q§ QN 1-ParameterGruppen in"O.

2 weil'@P 0 ="ggo ¥

@ otgaQ.

Je "gYOs| 0! | N 1-ParameterGruppen inO:w.
i3 ,w sind invers zueinander:
Wzl @ =y OK

die in Qstartende Integralkurve zu _

Wil | dem linksinv. Vf. mit Go=| 0 |

denn| startet in ‘Qund

74



Kapitel IlI: Lie-Gruppen 9 Grundlegende Konzepte

9.12 Notation

Furc® "$O0e schreiben wir@®h "@ Q, d. ho® F@ist die zuwgehorige IParameter-
Gruppe gemaR Satz 9.11. Die Abbildung ‘Q:"¥0s ®m ‘PN "O heillt Lie-Gruppen
Exponentialablildung zu"O

9.13 Proposition
Fir @,oN "% 0e Ygilt:

Q. Q

d),d)-Q= E 0=0 Hd(:O Q’tththQ otoo

Zur Interpretation: Fur jedes festedist %'( _o POQIOFQ 9 ein Vektor in"¥O

Beweis
d),d)Q = ﬂw(L)Q
_ Q
Q. Q.
=i 0 (=0 R° Qg Q
9.8 'Q Q
_Qtw
9:8 5‘6:0 a‘l,=o'g>twt'gtwt'9 otoo.
9.14 Beispiel

Sei"Owie in Beispiel 9.2v), d. h"Osei eine Untermannigfaltigkeit vonGL ¢,E , die auch eine O-
tergruppe ist. Qh M;,6 N "¥O0O0 "% GL&¢,E = Mat £,,E .

Linksinvariante Vektorfelder:
Seio M 'O Dannistl;:"0s 6 m 0t6 N "Ofortsetzbar zu

Os:Mat €,6,e s 6™ di6 N Mat £,&,E . Seitd N Ydas linksinvariante Vektorfeld zu
0. Dann gilt:

o =

|
‘olLC)
(52::
%

\

=0 Us 'Q+ ot o6
NMat € £ E

Blo B

1
@]
—
@]

o:OOt O+ ot o

Insbesondere istd 6 N YO
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06.06.2012
Lie-Klammer:
Sindd,ON "¥'Q so ist

vy _ n A n'o
0,0 = @°,®"° o

- o ,(I)O o
Fortsetzung
0m 66 auf Mat € ¢ E
2GS W AR WS T o W D S o @W° Q+ GO
(90] (@)
=ﬁb:0 o to Q+ 0O to = 00 0Qo.

Insbesondereliegt dies in“¥0O

1-Parametergruppen:

Isto N "$¥Q so istoMm exp @ eine 1-Parametergruppe in'Q (Denn: Es gibt eine 4
Parametergruppe zud in "Ound diese erfillt dieselbe Differentialgleichung, ist namlich
eine Integralkurve zu®?®, also auch zuW.) Also ist(® = exp & . Insbesondere liegt
dies in"0O(Zum Spal3: Verifikation vonProposition 9.13ist hier leicht, explizit:

Q ~ N L =
- H+O+E Q(+iO+E Q ®M+E

Q.
Fb =0 a i=0

(0. K.))

9.15 Lemma

tot Q

W+E =60 0.

Seienlz :"0O° "Oein Lie-Gruppenhomomorphismus undi, N “%Oe . Dan gilt

i) B 0 = (PBod,

ii) Bo®O = WP, d hXist ein Lie-Algebren-Homomorphismus (i li-

near und erhalt tt).
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Beweis
i)
Die linke Seite startet inQ hat AnfangsvektorQlz o, und erfillt

E it = GOTge = g GO tR Qb .

(0. K)
i)
~ .~ 913 Q. Q. e
X o0, B o ey D =0T izoB ¥ th Q® tk Q%
:Ec‘)zoa izo 3 FtQUtQ ™ :Fl‘) =0 BWo a 2o PtQPTQ

linear
) Q. Q. . .. 913, -
=§]39@@:oﬁi=0§2‘*’t§2°’t§2°“’ = Woww.

9.16 Definition (I a, Adaund adx)

) FlroN "Oseilgh 0g2'Y, 1:°00 "Omit '@ @ = @  (Konjugation mit ¢.
i) FurdN "OseiAdgh Qlg o %00 "¥0

el el
iy Fur®N Yseiadgyh @f ;10 1.

9.17 Bemerkung

i) FiroN "Oistlg ein Lie-GruppenAutomorphismus von"O(d. h. ein Diffeomorphismus
und GruppenAutomorphismus) und"0s @™ I;N Aut "O ist ein Gruppenhomoma-
phismus.

ii) Fur N "Oist Adg: YO Ywegen i) und Lemma9.15ii) ein Lie-Algebren-Automorphismus
(d. h. ein Vektoraum-Automorphismus und erhalt £f ) und Ad:"O° Aut "O mit
Ad @ = Adgist ein Gruppenhomomorphismus.

i) Wegen der Jacobldentitat gilt fir &, &, N :

adp, QW = adyw®d + @adyw, 2

d. h.:ad;: 1O Yist eine Lie-Algebren-Derivation (d. h. ist linear und erfillt z ) und
ad: 1O Der Y ist ein Lie-AlgebrenrHomomorphismus, wobei die LieKlammer auf
Der 1V als der Kommutator definiert sei:Sinde [ N Der Y, soiste,] h e z[ [ 2

9.18 Proposition

FOr &8 1gilt = o= Adgs = ad;
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Beweis

Sei®N Y. Dann ist
Q. L9 a. .
0% o=0 Algts 0 = o F0ig =0 lpe QX
913 ., «
= O

= ady
9.19 Korollar

(Vorbemerkung: Es gilt z weitere Informationen siehe z. B.Represntations of Compact Lie
Groups vonT. Brockerund T.tom Dieck-: Abgeschlossene Untergruppen von Li&ruppen sind
Untermannigfaltigkeiten, also: LieGruppen.Daraus folgt:Aut Y ist eine LieGruppe, ist ndmlich
abgeschlossen in der Grupp&L Y )

als VR.

Wende Lemm&d.15.) an aufl3: Ad:"0° Aut Y :
(A o 918 1 oaq. 9:14 . . F L, =
Adgo = AD "= 'Gade "= exp tady, = Id + tad; + >ad+ E.

Zusammenfassung:

1 ad Der Y OEnd(Y)
as 5'G= exp
0 Aut] O GLN

, wobei in der dritten Spalte nur als Vektorraum aufgefasst wird(Das Diagramm kommultiert:

u )
9.20 Bemerkung

Ad:"0O° Aut Y heiRt adjungierte Darstellung von™Qad: 1© Der 1 heifRt adjungierte Darstd-
lung von 1.

10 Linksinvariante und biinvariante Metriken

Notation

Sei"Oeine Lie-Gruppe.
10.1 Definition (linksinvariant  und rechtsinvariant )
Eine SemiRiemannsche Metrik'Qauf"Oheilt linksinvariant, wennfir alle N "Ogilt: 05,°Q= "Q d.

h.0g Q' QO "QQist fur alle ®™ "Oeine Isometrie. Analog’Cheil3t rechtsinvariant genau
dann, wenn fur alle®N "Ogilt: "Y;"Q= "Q
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10.2 Bemerkung

1:1
linksinvariante Metriken auf"O  symmetrische nichtentartete Bilinearformen auf™§0.

(Klar, denn fir linksinvariante "Q"Qist bekannt genau dann, weni< -yogobekannt ist)

10.3 Definition (homogene semi -Riemannsche Mannigfaltigkeit )

Eine semiRiemannsche Mannigfaltigkeit 0 ,"Q heil3t homogen genau dann, wenn fiir alle
nAN O eine Isometrie™@ 0 ,"Q 0 0 ,"Q mit "Qr} = N existiert.

10.4 Bemerkung

Ist "Qeine linksinvariante semiRiemannsche Metrik aufQ so ist "Q"Q homogen (dennig 2 O, 1
ist eine Isometrie mitcd™ ).

10.5 Proposition

Jede homogene Riemannsche Mannigfaltigkeid ,"Q ist vollstandig.

Beweis

Sein N 0. Es existiert ein- > 0so, dass giltexp, ist mindestens aufo. 0y definiert. Weil
0 ,"Q homogen ist, folgt: Fur jedeg M 0 ist expy mindestens aufo. (04) definiert. 2

Sei®® 0 ,"Q eine maximale Geodatische. Wegen gilt: Mit &, ¥ "Gst auch

&b -.¢+- O'OAlsoistCG 1.

10.6 Bemerkung

Homogene semiRiemannsche Mannigfaltigkeiten sind im Allgemeinen nicht geodatisch Vol
standig.

Beispiel:
In a2, @ betrachte man 0, Qmitd A @O N 92 ®< ® und’Qh &, so ist

Minkowski-Metrik
0 ,"Q nicht geodatisch vollstandig, aber 0 ,"Q ist homogen:

A

gegebenen Isometrien und Translationenn Richtung von

00

cosho sinho

Orbits der durch ~ =, .
sinho cosho

a¢l1l1:(0.K)
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10.7 Lemma

Seieny N Aut "O und "Qeine linksinvariante Metrik auf™Q

) B20s= 05 ¢ 2B ((O.K.), fur jeden Gruppenhomomorphismus).
i) Genau dann iss eine Isometrie, wenn(3 o "¥'0C "“YOIn O "R ist, d. h."Qerhalt: Fir
alle @, 0gilt: "Q B, W = Q@ O .
Beweis
ii)
®6d EIAO PAO $AEZET EOEIT 8
Gho q,
Aus i) folgt:

B2 Q0 0= Qs ¢ 2 Bo

Q 0y oQ 0y o oUNd'MBosind Isometrien von semieuklidischen Vektorraumen. Daraus folgt:
Dasselbe folgt furcXs .

10.8 Definition (biinvariant )

Eine semi-Riemannsche Metrik auf"Oheif3t biinvariant genau dann, wenn die seraRiemannsche
Metrik links - und rechtsinvariant ist.

10.9 Korollar

Sei"Ceine linksinvariante semi-Riemannsche Metrik. Dann gelten folgende Aquivalenzen:

"Qist biinvariant ¥ 052 "Y, 1 ist fir alle N "Ceine Isometrie

lés
10.7.ii) 3
g fur alle o™ "Oist Adg N O "G .
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10.10 Lemma

) 'G:"%0° "Oist glatt und’Q'Q , = Id (denn:,%g,:o 0 = (0. K.). Also gibt es offene
UmgebungenYvon 0 in"¥'Q"Yvon Qin "Oso, dass3 "~:"Y© "Yein Diffeomorphismus ist.

07.06.2012

i) Sind"Ozusammenhangend undYeine offene Umgebung voi) so:"Yerzeugt'Oals Grup-
pe. Sogaoh 7Y "Y1 (dabeiist™Y *h & 17 N TY) erzeugt Oals Gruppe.

Beweis:

SetzeQ h 0,t8t0g " sundvy,8 ,0uN ® . Dann ist mit ON "Q auch®dt O "Q
und mit ON "Or "Q ist aucht w O "Or "Q,. Also sind'Q,und "O* "Q, beide offen. DAOzu-
sammenhangend ist, folgt’Q, = "O

iii) 1st "Ozusammenhé&ngend so folgtaus i) und ii): fur alle ™ "Oexistieren ein™® = und
.8 , 0N "¥0so, dass gilto= ‘G £ 8 'GP,

iv) Ist "Ozusammenhéngend, so ist jedds N Aut "O eindeutig durch’Q3 o bestimmt.

Beweis:
B i Po = B (95! t8th (o)
= (B {8 {'FB o,
10.11 Korollar

Sei"Ceine linksinvariante semiRiemannsche Metrik. Dann gilt:

i) Ist "Qhiinvariant, so istad; schiefsymmetrisch beziiglich® fir alle N "¥'Q Die
Ruckrichtung gilt, wenn"Ozusammenhangend ist.
i) “Qist biinvariant genau dann, wenninv:"0° “Omit inv & = & ! eine Isometrie ist.
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Beweis

o~ . . 109 . - “
Qst biinvariant ¥ fur alle ™ "Qist Adg N O "@Q
th, wenn "Ozusammenhéngend nach10.10.iii) . . ]
2] far alle 0N a4 und WM "§Ost Adgs N O "Q

9.19 " o\ po~ o
g furalle 68 g9 und N "¥Ostexp otad; N O QR

lj fur alle N "' Oist ad;, schiefsymmetrisch beziiglichQ,
Beweisvon z :
®06dq
" exp ot ady exp ofady & k "Q @O :
Ableiten in 0= 0 liefert: ad, ist schiefsymmetrisch bezliglich®.
Gno q

el A, EOOT ¢ AETAO -AOI COAOEACAAA AOO AAO 61 01 AGO
EAEOAT alimioEdh &A  Omjité = dim "0 = dim "O,
dim bezuglich"@ schiefsymmetrischen Abbildungen= Z :

Also ist"}O "G = schiefsymmetrischd8 , daher:ad; ist schiefsymmetrisch. Beispiel 9.14
liefert: exp otad; M O "Q fir alle o

i)
ano d,
Gilt wegen'Yy = invz 0g 1 2 inv.
®O0q
inv ="Y; 12inva 0y 1.Also ist
QAnvg="QYy 1 g2 ANvga Q0 1 ¢, z

Es istQnve= ld~go denninv % = Q ®. Daher steht auf der rechten Seite vor¥ eine Iso-
metrie von semieuklidischen Vektorrdumen, also auclauf derlinken Seite.
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10.12 Proposition (Levi-Civita -Zusammenhang und Krimmung linksvarianter Metr -
ken)

Seien'dinksinvariant und @, w N . Dann gilt:

. w . . . . 3 1
)] Nawist linksinvariant und Ngw= >

W0  %ady®d %ady®d mit
%ady h Transponierte zuad, beziiglich"®,

i) BY @, QAWOCE Alg@NayO 000, OO0 ANgdN a0 GdiM 0 (Dies st
0 span @,® , falls"Qeine Riemannsche Metrik und &, eine Orthonormalbasis.)

Beweis

@ 0g-verwandt zu @

W 0g-verwandt zu @
WN "O Nach derKoszulFormel:

und O ist eine Isometrie. Daraus folgth ;ist Og-verwandt zun gwfur alle

201,03 GO A0 (B (BGO G, QOO &y OO0 &)y OO0
cpnst. . ;
=0 fady®d Cadyd+ @O0 ,00
L1
2
- Behauptung

i)
t 61(0“00(:\),(:\)(’)E Ol&d'),flgo(bO’etc.
+ Behauptung

iii)

BY GG Gy GOE ANy WO Olgw, WO O g6 GO

Der 2. plus4. Term ist laut der KoszwFormel:
Et((_m, W 0 OF G)——60-0 00,0, W0 0w0, 0o OF Gy—&-6-6-0O
NAYANANA S

= 000, OO add, a0

10.13 Korollar
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tische. Ist "O zusammenhangend dann gilt auch die Ruckrichtung.
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Beweis

Beachte:

n TN R VVA TN ”n n ol \ ’O’F" ”n
ON 1t WO h Bt w0 = G = WawW Ot Ewo:ﬂg)ow:ﬂ

.

o O

Daherist genau dannjede 1-Parametergruppe eine Geodatischavennn @ = O fir alle O~

10128 " .. " an e A .. . . .

Pad;w= Ofur alle o™ Yu Qo @0 O Oflr alle ™ Ty adgist schiefsymme-
fHdmoo,ooO

risch fur alle &N 7. Aus Korollar10.11.) folgt die Behauptung.

10.14 Bemerkung

Sei"Ozusammenhéangend. Existiert aufOeine biinvariante Riemannsche MetriK'Q so ist
'Q:"'0C "Osurjektiv (wegen des Korollars 10.13 und des Satzes von Hopf und Rinow, weil
"Q"Q vollstandig laut Proposition 10.5ist).

10.15 Proposition

Ist "Okompakt, so existiert eine biinvariante Riemannsche Metrik aufD
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Beweis

Sei zunachstQrgendeine linksinvariante Riemannsche Meik auf "O Sej 0 eine rechtsinva-
riant £-Form auf'O(z. B.: Wahle ein rechtsinvariantes Basenfeld. Setzedavonh 1in jedem
Punkt), versehe'Omit der zugehdrigen Orientierung. Seiefto, ®N 1 fest. Definiere:

QMM h W.‘O"QAd 400, Ad 4 t] . Dies isthilinear in @&, symmetrisch inc,®dund positiv definit.
Behauptung:Ad, ist fur alle OGN "On O "Q, .

Beweis:

Seien®, fest. FlrcN "Osetze’Qm h  "QAdz®, Adgd . Dann ist

"QAdg0, Adgod

’QAdfd,(I),Adfd,(I) t]
0
Q 't'(I) ﬁ
0
!Y(';)“Qj' _|
O rechtsinvariant
EY(I) "Q
Owa 10
0
Qo0 . OK.

Nun folgt die Biinvarianz von"QausKaorollar 10.9.

10.16 Proposition (Levi -Civita -Zusammenhang und Krimm ung fUr biinvariante Metr -
ken)

Seien"Qoiinvariante semi-Riemannsche Metrik und, &, wN Y. Dann

: w1012 1. L o N Ty s on : 1 . .
i) N 00 ool W + adyto+ adsto = Et W W. Also istng= Ead(;), insbesondere ist
Ng: 1O Yeine Derivation.
.. L) I 1w nom 1 . « . Jacobildenttat . -
i) YO00=>-0 0w -0 0w - 00,0 = - 0w,w.
4 4 2 m.a W.:Weil ot 4
eine Derivation ist
 zadg schiefsymm. ¢

i) OY &0 QooE %owwww - Z
iv) Y= o0.

a

JAYARAYATe)

. ~ o Def. o e
V) rc W = fr Y0 ®
% ady 2 adg

‘1—1't'tr adg 2 adg .
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13.06.2012

Beweis

iv)

4, YOO E E E

= 0nach i)

4t 5Y QO o

10.17 Korollar

Sei"Qeine biinvariant e Riemannsche Metrik aufQ Dann gilt

i) Fir alle®, ™ Y ist%(jY 0,0 6 OOE %/E(l‘),d) /. Insbesondere gilh Oundric 0.

ii) 0 k OEI}) fur alle &, ®ON Yist ®O,® = 0,d. h.Vist abelsch
i) rc>0u MY h ®OVY Y ady=0 = 0 (M heilRt Zentrum vonY).

Beweis
iii)

rc A0 = %'t'tr ady 2 = tr %adyad; = mdyAZ O0N=00 ady= 0.

10.18 Notation

i) WOh ON"O o= cfiralle ®™ "0 = &N "0 Iy = Id heit Zentrum von'Q
@ "O ist eine abgeschlossene Untergruppeon "Q also(vgl. Information in 9.19): ist
eine Lie-Gruppe.

i) "Q h Zusammenhangskomponente vol@" "Q ist eine Untergruppe (leicht) und -
geschlossen, &o eine LieGruppe. Es gilt¥'Q@ = "¥O

10.19 Lemma
) "p®OO OV . Ist Ozusammenhangend,so CET1 O HOABRE ) DOAAOI T AAOA
¥OQ =N,
i) IstNY = 0, soist® O diskret. IstOUOOAIT | AT ERT CAT K68 01 CEI1 O AOA
iii) Ist "Oabelsch, so istlabelsch. ISFOU OOAT | AT ERT CAT ka8 Oj 1 BEODI ABAKL

"@ ist abelschgenau dann, wennl abelschist.
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Beweis
i)
SeitwN . Dann gilt:
WON "% OO u furalleon A ist' PN "0

y fur alle Oist I = Id

th nach10.10.iv),
wenn "Ozusammenhangend

t 00 kId
exp otadg,
g ad;=0
g ON M.
i)
n Od,

MY = 0+ furalle® Oistad, O
b es existiert eine offene Umgebuniyvon 0in Yso, dass gilt Fur alleco™ YA 0 st
expady = Adgp Id
t es existiert eine UmgebungYvon ‘Qso, dassgilt: Fiir alleco™ YA Q ist Adg Id
t firalle o™ YA Qistlg Id. Also ist'Qein isolierter Punkt von "O. Fir
WON @ "O folgt wegenly @ 'O = @ "O:Qist ein isolierter Punkt vond "O.

O d,

Ist & "O diskret, so ist™ @O = 0 (weil 0-dimensional). Mit i) und zusammenhangendenO
folg: V1 = 0.

ii)

"Oist abelschy "00 & "0
th nach 10.10.iii),
wenn "Ozusammenhangend

t 600 "% &0
1 Ov T
# nach i),
wenn "Ozusammenhé&ngend .
t TOMA

v Jist abelsch
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10.20 Kaorollar

Seien"Ozusammenhangend undQeine biinvariante RiemannscheMetrik. Dann folgt:

i) 0O 0;0=0genau dann, wenniOabelsch ist (nach Korollar 10.17.ii) und Lemma
10.19iii) ).

i) ric 0;ric > 0genau dann, wenriy"Q diskret ist (nach Korollar 10.17iii)) und Lemma
10.19ii)).

11 Quotienten nach disk reten Untergruppen

11.1 Lemma

Sei U ,"Q eine Riemannsche Metrik. Sei eine Gruppe von Isometriervon 0 ,"Q, die frei aufd
operiert und alle Orbits3 ity O 0 seiendiskret.

Dann folgt:

3 operiert eigentlich diskontinuierlichauf6 8 ) T OAAOT T AAOA &I 1 0
lysis und Geometrie auf Mannigfaltigkeits » 0 h Y, ist wieder kanonisch eine Ma-

nigfaltigkeit. “:0 © 32 0 ist ein lokaler diffeomorphismus und (nach Ubungsaufgabe
18 a)) eine Uberlagerung.

Beweis

1 Sein™ 0. Weils trdiskret ist, folgt: Es existiert eine offene Umgebungvonn so, dass
gilt ®, 3tfn= 1. Wahle ein > 0so, dass gilb,; 1 O . Weil die Operation frei ist,
gilt: fur aller ¥ 3~ Id qilt'Qn,r 2. Dahergilt fir aller ¥ 32 1d :
6N, &rn=r.

=Y

1 Mit kompaktem U ist 30 abgeschlossen: Seig1o® AN 0 mitl N 3 und AN U. Weilb
kompakt ist, folgt: Nach Ubergag zu einer Teilfolge giltf© nfiur einn™ 0. Dann ist
Qr-a,n  Qrdfdra + Qrdrofl © 0+ 0=0, alsqg’ g ° 1. Zufpwahle man ein
i > 0so wie vorhin. Wahle ein) N & so, dass fur alléQ/b 0 gilt
Qr-q.l ) =Q r‘],rvglrn;;] < 2i. Die Wahl vori wie oben liefert: Fur alle’@/b 0 gilt
fo=[p=:.Alsoisty = NN 30.
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Kapitel lll: Lie-Gruppen 11 Quotienten nach diskreten Untergruppen

11.2 Korollar

Seien"Oeine Lie-Gruppe unds O "Oeine diskrete Untergruppe. Dann gilt:

i) 3 operiert durch Linkstranslationen frei und eigentlich diskontinuierlich auf"Q Insbe-
sondere ist3 » "Okanonisch eine Mannigfaltigkeit. : "O° 3 A "Oist ein lokaler Diffeomar-
phismus und (nach Ubungsaufgabe 18 a)) eine Uberlagerung, wei@zusammenhio-
gend id.

ii) Ist "Qirgendeine semiRiemannsche Metrik aufQ so existiert genau eine semi
Riemannsche Metrik'auf3» "Oso, dass' eine lokale Isometrie wird. (Klar nach
Ubungsaufgabe 18 b).)

Beweis

Wabhle eine linksinvariante Riemannsche MetrikQauf“"O Dann operiert3 auf "Q"Q (per Links-
translation) durch Isometrien, frei (O. K.), mitdiskreten Orbits 3t &= "Y; 3 . Also folgt die -
hauptung aus Lemmall.1.

11.3 Beispiel
3h Q@A N Qger” O 8% ,0N ¥¥ undan ¥ O'Qy 4, ist eine Untergruppe vonQy 41
und ist diskret. Daraus folgt:3 » 'Qg +1 ist wieder eine Mannigfaltigkeit und

“"Qg +1 © 3" Qg 41 ist ein lokaler Diffeomorphismus und eine universelle Uberlagerung.

Topologie vons3 » 'Q;:

111
!
|
|
N
\ |
/
/
0,00
0001 QWA M Q@A+ 1 identifizieOO EAT T T EOAE nO1 OAT O 1EO
0o10: QAOA ™ Qo+ 1,4 identifizieOO EAT T T EOAE nOl OT AO 1T EO

0100 GAG ™ G+ L,aa+ 1t0" 0,0d ™ 1,64+ 6.
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Kapitel IlI: Lie-Gruppen 11 Quotienten nach diskreten Untergruppen

11.4 Proposition

Ist3 O "Oeine diskrete Untergruppe und ein Normalteiler, so erbs A "Onicht nur einei "-
Struktur, sondern auch eine GruppenstrukturDiesbeziglich ists » “Owieder eine Lie-Gruppe.

Beweis
/d) “o \
‘O<0 — 3200x3""0— 3270
, a
a,a : Multiplikation. “ z2a =& 2 “,“ . Weil“ und “,“ lokale Diffeomorphismen sind, gilt:a

ist glatt, also ist auchtx glatt. Analog:inv ist glatt.

“ Zinv = inva“. (Argument nun &hnlich wie oben.)

11.5 Lemma

Sind"Ozusammenhéngend und ein diskreter Normalteiler von "Q so folgts O & "O.

Beweis

Seir N 3 fest. Betrachte'Q"0° "Omit 'O =16 1 1. Weil 3 ein Normalteiler ist, gilt
"0"0 O 3. Weil 3 diskret, folgtfiir alle 6N g und N "¥0e Y:"OC® k ‘QAlso fur alleidy "§O

Q
0= @‘ o=0 O
Q o
:6*0:0 [ Q® fQ®
=’Q!YQOL\) Aq‘d‘)"'QU' QO(.U w
Id
=Ad®
Also istAd = Id. Mit 10.10iv) und zusammenh&ngendeniOfolgt: I, = Id. Alsoist N @& O.
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11.6 Bemerkung (ohne Beweis)

i) Ist Teine (reelle) Lie-Algebra, so existiert eine LieGruppe mit Lie-Algebra. Es gibt
sogar (bis aufLie-Gruppertisomorphie) genau eine einfach zusammenhangeed.ie-
Gruppe mit LieAlgebra™.

i) Sind"Oeine zusammenhangende Li&ruppe,0 eine zusammenhangende Mannigfa
tigkeit und “:0 © "Oeine glatte Uberlagerung, so ist kanonisch wieder eine Lie
Gruppe so, dass ein lokaler Diffeomorphismus und ein Gruppenhomomorphismus
ist.

i) Aus ii) und Lemmall.5 kann man folgern: Jede zusamméringendeLie-Gruppe ist
entweder einfach zusammenhé&ngend oder ist ein Quotient einer einfach zusamme
héngenden LieGruppe nach einem diskregén zentralen Normalteiler.

14.06.2012

Kapitel IV: Konjugierte Punkte, Schnittort und Injektivitatsradius

12 Konjugiert e Punkte

Notation
Seen 0 ,"Q eine Rienannsche Mannigfaltigkeit® 3o © O eine Geodatischej h ¢ und
arE 0.

12.1 Definition (konjugierter Punkt Iangs c zu p)

Firgy M o heiRtdd, konjugiert langs ozur) genau dannwenn gilt

' o, 0 N Vist ein Jacobifeld 1angsy 0 & = Oundv g =0 0.

12.2 Beispiele

i) Firo 0 gibt es keine konjugierten Punkte, wegen Lemm@.9.

i) Sind 0,Q = "¥ 2Standard-Metrik &N "Y¥, &= Lund ®h [ gz, SO sind
zZ0 = ®“ undf = ®2“ konjugiert langscwzun = @0 , denn nach Beispiel5.7.ii)
gilt

£ -

02 @="gs @= OM  Gxfsinot00-®,8,a"a entl 0,
@2

wobei Q,8,Q ein Orthonormalbasenfeld langsist.
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12.3 Bemerkung

Ist bein Jaobifeld langsd) so istd), dOaffin linear (siehe Lemmab.4ii)), also folgt firdn ' g5 @:
OU @ Lemma 5.4i)i) liefert: (FU ¢) insbesonderel® U M. Aus Lemmab.5 folgt deswegen:

12.4 Proposition

Seigy ¥ @ ®. Dann ist das Bild der injektiven (O. K.) Alildung' B WS Om (B N "Y0 ge-
nau der Kern von

X o won: Y van X0 € YO O MY, 0.
Beweis
NachKorollar 5.10 gilt
XY hhe @ OO =0,
wobei 0das Jacobifeld langsmit 0 ¢ = 0und (& = ®ist. Also gilt:
N ker Qexpy” o v ¥ Q@ N ker QexpyT o v oo

¥ 0Q = Ofiir das genannteb
¢ Wliegt im Bild der in der Behauptung genannten Abbildung

12.5 Notation (vgl. Ubungsaufgabe 15)
Seien

DY h @ wist ein stiickweise glattes Vektorfeld langémit 0 & = 0, @ = 0und G®= ¥

und
O h @ nouxngy-
Erinnerung:
(I) Z ~ ~ P
Muw = WP Y 0w 0D
¢ 1 o
=008 dewm 0,0 WER'Y Gddo O,
‘a1 @
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12.6  Proposition

' 66 ® = Nullaumvon'® h o~ 0dY* @me = Ofirallec ~ ngY .
Beweis
PO,

SeiuN ' oo ©. Bemerkungl2.3liefert: O nfY. Furc v nfYist

»Od,
siehe Ubungsaufgabe 15 b),c).

12.7 Korollar

Seigy ¥ QY ®. Dann is

12.4 .
i ’ - T = i ! oy Y
dim ker Qexpy” o oo = dim ' gy @

'2° Gim Nuliraum von'@ .
12.8 Definition (lokal langenminimierende Kurve )

wheifl3t lokal langenminimierend genau dannwenn gilt: Fiir jede stiickweise glatte, eigentliche
Variation ¢ i« .. vonagibtesein-oN 0,- so, dasdiiralegs< -qgiltd ¢ 0 @.

Beispiel:

ist hier nicht langenminimierend, aber lokal langenminimierend.

12.9 Bemerkung
Ist clokal langenminimierend, so folgt fiir allec™ nJY:
QPuw O,

d. h."@ ist positiv semi-definit.
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Beweis

SeioN DEY. Setzety 6 h expz, | tw O fir kleine i. Dann ist ¢ eine eigentliche Variation
von & Die Voraussetzung liefert: Es existiert eir, > 0 so, dasdiir allegs< -ogilt0 ¢ 0 ®.
Alsoist0 25700 G =0+ L'Qav.e¥ = ' @am. Damitist@ad .

12.10 Lemma

i) Sind( , (b Jacobifelder langs) so istdf O &),k const
i) Sind (4,8 ,0, Jacobifelder [&angs, 00 =0, ¢ 1,8 ,»7 WO s glatt und
wh B« ®gsoist

WD BY @6 GOE . % +_Ow 4
Beweis
i)
Ableiten ergibt
APBOF AEE0 SRED ), FE  OY 4,000 Y 3, 0Hu 0= 0.
ii)
VorlUberlegung:

ISR
aER0 qi,LEOIE const = Wertin® = 0.

Linke Seite der Behauptung:

Q Q

O Bor o Bor B 00 ABBO
1 jocl

RechteSeite der Behauptung:

Q Q
O Far HO O Tor WD O 4B WD O o FEH O e 4BO
el w1 =0 4% - B
= linke Seite
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12.11 Satz
i) Existieren keine langsizu | konjugierten Punkte, so ist@ positiv definit.
i) Existiert ein langsczu 1) konjugierter Punkt, so gibt es auch einerersten solchen

Punkt. Istoo® der erstelangsdzu ) konjugierte Punkt, soist ‘@ nicht positiv definit,
aber nochpositiv semi-definit.

ii) Existiert ein langsdzun konjugierter Punkt o d, mit & N QG @, so ist@ nicht posi-
tiv semi-definit.

Beweis
i)

SeioN DAY, Sei ‘Q,8,Q ; eine Orthonormalbasis von @& Y O ™Y, 0 . Seieny,8 ,( ; die
Jacobifelder langgomit Uo = 0 und BE& = Oy Keine konjugierten Punkte liefern: Fir jedes
ON Qo ist ) 0,8,0 ; 0 eine Basis von @0 YO"Y,0 . Auf @@ schreibe man
© 0O h Bigieq0Ug0, so sind die oglatt auf &3&. Weilugtd = 0sind, existieren glatte Vé-
torfelder (dangsomit Upd = 0 O MeO . Dann ist@e® = {E® = Oy 0(also gilt fur alle
ON Q®:Med 0). Diedoo bilden eine Basis vonwo Yfir alleoN @o. Also existieren
glatte Funktionenl -cauf @3 so, dassoh B% [ -€dgst. Dann ist fir alle’@ & = 0 (weil
[0 _ Q0 [ o®
0 W

(durchT £ ). Wende Lemmal2.10 an aufe= B% [ -@ound summiere tber die Intervalle auf
denenwglatt ist. Dann folgt

® w = Oist). Die Funktionens gom ist also glatt nacho= fortsetzbar

& €1 2
@ d),(b = ) L %QQ O+ ﬁ'b,8 Gow:w 0.
© @1 =0

EO 1 EA £EA O gk &dngdDahr istafein Jacobifeld. Also istoN ' g . Damit ist
= 0, weil ®® nicht langsdzu ) konjugiert ist.

i)
Erste Aussage:

Seid h oM GG~ wo istlangsczunkonjugiert 0. Seiq h infd. Nach Lemmas8.1 ist
Q>0 . Wahle eine Folge 0%V O mit 0N O . Wahle
@M Yh  ON Y 07 A= Lund DU O  so, dass das Jacobifeld,, mit ¢, © = 0und
%, @ = dyin ogerfilit: 4, 0o = 0. DieKompaktheit von "Miefert: Nach Ubergang zu einer Té&i
folge gilt (,© fiir ein N "YDaraus folgt:gy & = liM 1, Qy, 0g = 0N "Ye, U . Also ist

=0

&N 6.
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20.06.2012
i)
Nur ersten Teil in der Vorlesung vom 14.06.2012.

Zweite Aussage

O ist nicht positiv definit:
Das folgt aus Korollarl2.7.
O ist positiv semi-definit:

Wahle eine Folge ax, in (Y& mit @Y @ SeioN DEY beliebig. Weild @ = 0Oist, gibt es ein

stiickweise glattes Vektorfeldwlangsomit 6 = w o 6 o firalleon ¢@. Dann gilt

W =0.Setzewgd h 0 oo firalledoN ¢ox. Dann istgoN D(%%& . Weilnach i) "¢/
o)

positiv definitist, folgt '@ ;. WoWg 0.ESistin= @ go,+ @ G (0 e, AlSo ist

B, wWeWgo =@, .

wW,Wo [ATA )

WW+ © nt8 0 Qow + 0.Daherauch@ wo 0.

ii)

Seigy ¥ Y@ so, dasv &y langscozu ) konjugiert ist. WahleeinON ' ;5 G mit 0 0. Definiere
N DY durch @™ g 107 @g, @ aah O.

® b ® @ T » @
0 N @
Esgilt] ,,00= 0 (& 0. Wahleeinw ¥ DY mitw & =1 4 Flr > 0setze man
® h o+ @~ oY, Dann gilt:

RH.H = 'POd + 2P0+ ZQe,d
00,.0=0 0 &gcm 00
>0
< Ofir kleine| > 0.

12.12 Proposition

i) Aus Satz12.11iii)) und Bemerkung12.9 folgt: Uber dem ersten konjugierten Punkt hi-
nausist cnicht lokal langenminimierend.

i) Existiert kein langsczu ) konjugierter Punkt (diese Aussage ist aquivalent zUé¥ ist po-
sitiv definit), so istclokal langenminimierend.
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Beweis
ii)

Nach Korollar 12.7 ist Qexpy, ™ ¢ ¢ ¢ ¢ fur alle o™ () @ bijektiv. Deswegen gibt es eine offene
Umgebungovon 0, @ 6 GO é"}([‘) so, dasexp; " ein lokaler Diffeomorphismus auf sein
Bild =:"Yist. "Yist eine offene Umgebung voBild &.

uxi‘)
L © 000 e [ (o0
fo ve.d

Sei & irgendeine stiickweise glatteeigentliche Variation vonc Dann gibt esin-o N &- so,
dass@ fir jedesi ¥ -p,-o schreibbarist alsy = equlomwobel w.N -o-o €ine stlckwe-

seglatte, eigentliche Variation vorcg ¢y © YO mit WO = 0 OO ist.

Behauptung:

Esgiltfirallei ¥ -g,- :0 ¢ 0 ®.

"AxAEO O0ci 8 "AxAEO UO ) 68 p 8 uwesie dfidvannigfditigkes I O1 AOO]
tenO:

Seii ¥ -g,70 .O.B.d. Ajelted® o Ofiuralledn 3Q.Esisty 0 = eXp, ggo WO
also nach GauR_emma und Pythagoras fubN (&) d:

Ay 0 & Anteil vongg o in Richtungs t @0
d‘éc‘)

= O
Cwo AI;MOFE
®8,80
= ,tETﬂtE’E' (‘),
also:
~ (I) ~
0w APEEO (D
&
—mpOAE O

W AW A

]
Cc
e
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12.13 Korollar

Sei jetztd 0,/bO O nach der Bogenlénge parametrisiert.

)] Aus dem Beweis zu Bonnet undMyers (Satz 7.2 bzw. Satz7.3) wissen wir: Ist
ric &€ 197 > 0mit] = constaufd ,oder auch nur
rc @O ,00 ¢ 197 > Ofur alled, so istonicht lokal langenminimierend, falls
« > IAT ist.

Insbesondere folgt mit Proposition12.12.i) : Der erste konjugierte Punkt kommt s@-
testens bei LéngeM:.

Erst recht gilt dieseAussage, wenm | > Oauf0 , oder auch nurd , | > Oflr
alle, , die ein®6 enthalten.
ii) Aus Proposition8.2folgt: Istv 3~ (mit 3 = const) auf0 , oder auch nurv , 3

fur alle , , die eind 06 enthalten, so kommtder erste konjugierte Punkt friihestens bei
Langem—g(ﬁ Hofir 3 0), denn: Fira 0 hati, keine Nullstelle> 0, fiirz> QOist

ﬁ die erste positive Nullstelle voni .. (Insbesondere: Fallg- 0, so kommt der erste

konjugierte Punkt Uberhaupt nicht, vgl. BeispielL2.2ii) .)
13 Schnitt ort und Injektivitatsradius

Notation

Sei 0 ,"Q eine vollstandige, zusammenhéngende &nannsche Mannigfaltigkeit. Wir wissen aus
dem Satz von Hopf und RinowZun,n~ 0 gibt es immer eine Geodatische vor nachr) mit
Qnn =0 0.

13.1 Bemerkung
Sei® 0,kb © 0 ,"Q eine normale Geodatische, d. h. nach Bogenlange parametrisiert.

i) Wir wissen aus Proposition 12.12: 0> 0° & o4 ist lokal langenminimierend ist ein
Intervall 0,8 oder 0,& , wobei® &, der erste konjugierte Punkt ist, bzw.0,H> , falls
keine konjugierten Punkte existieren.

i) Jetzt betrachten wir

0> 0- &3 g, ist "global’ langenminimierend = 6> 0°'Q 00 ,06 = 0, ist abge-
=:minimal

schlossen (0. K.),

&)
&0 o] V)
ist ein Intervall 0,8, oder 0,H (weil, falls ¢y 0,6, Nicht minimierend ist, so sty 0.0,

auch nicht minimierend fur alled, > Q).
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13.2 Definition (t o(X), Schnittpunkt , Schnittort und tangentialer Schnittort )
SeinN 0.

) Furcd~ "YO mit @ye= 1seiqy @ h sup 0> 0" Q7 0,750 =0 N Obb.

i) SeidN "YO mit AyE= 1. FUrd & < Hbheildtl 4 & @ der Schnittpunkt zun in Rich-
tung .

i) DerSchnittort 6 1| zur sei die Menge aller Schnittpunkte zu.

iv) i h & &t N YD, A= 1und g O <H OYD heiBt  tangentialer
Schnittort zun.

(Insbesondere alsa@ 1 = expy @ 1 )

13.3 Beispiele

) Seien §,Q = "Y¥,Standard-Metrik und ™ “¥. Dann isty ¢ = * fur alle dN "Y"¥
mit A= 1,d. hi 1 = “ t& @O~ "Y'¥ und A= 1 und
6n=exp,in = 1.

.,X.‘\? h
R « expf]
i f] l@
n

i) Ist0 einfach zusammenhangend und O, so liefert der Satz von Hadamard und @a
tan: expy,:"Y0 © 0 ist ein Diffeomorphismus. Dies liefert: Fir jede normale Geodatische

mit @0 = nist fiir jedeso> 0 die Geodétisch&y o, minimal (sonst wére expy, nicht in-
jektiv, denn es gibt ja Kiirzeste vo®0 nach®o ). Daraus folgt:qy & = Hofiir alle &. A-
soisti ) =nund6 f =0.
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i) Seid O 52 ein Drehtorus, mit der vom euklidischen Skalarprodukt induzierten Metrik
Sein ein Punkt auf dem grof3ten Breitenkreis.

n

SN O 6 n (leicht zu glauben)
|

Betrachte die Geodatischéwie im Bild. Seill h 0 A die GauRkrimmung inf), also hier
auchy @06 = Il fiir alle 0. Dann istl > iz wobei” der Radius des gro3ten Breitenkre

ses sei. Also |s§|f < “”. Wegen des Korltars 12.13i) kommt also der erste konjugierte

Punkt, bevordden Pkt @* t” = nerreicht (sogar: Kommt genau beliﬁ Korollar
12.13i) und Korollar 12.13ii)).
n
@
noon

21.06.2012

13.4 Lemma

Seien® 0,Hb © O eine normale Geodatische) h GO0 und&®h GO . Seig, > 0. Dann gilt:
a), Esgibteinenormale Geq mit, 0 =1,, & = W& oder

H=Q O 8 b), @ istlangsczur konjugiert
und fir jedeso 0,4, gilt weder @) noch b)

Beweis

1)

Voruberlegung:

Gilt a) oder b) fiirgy, so istdlber & hinaus nicht minimal.

Fur b): (O. K.) nach Propositiori2.12i).

Fur a):
H O .
o ——2 0 T——— =0 _ T —— >01,00
e % @
nh wo” * nicht glatt
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2)
n, ET EA2RREG®R 3AEOAOG
Fir jedeso™ 0,8, gilt weder a) noch b): (O. K.) nach i) (sonst warey 08 Nicht minimal).

Wiéhle eine Folge &g mit 0> & und 0oV &. Seilmeine minimale normale Geodatische vor
nachwog .

o
;Zi;::iﬁ\
nh G0 £ @0
Wo
Goh G, 0 . Wir wissen: Gy & Weil Y0 h @~ "Y0 © A= 1 kompakt ist, gilt nach Ube-

gang zu einer Teilfolgeti,© ®fiir ein N "YU . SetzéQph Q00 © Q7,0 = &. Dann
ist

expy, QW

lim expy, Qddg
by

o G -

Mo @

Falls®

Dann gilt @) mit,, h T g.

Falls®= ¢

Dann konvergieren Qg und O¢d beide gegeny @, aberQgug oo und

expy Qoo = WOy = expy 04 . Also hatgkeine Umgebung in"Y0 , auf welche einge-
schranktexpy bijektiv ware. Daher istQexp;, ™o, nicht bijektiv, hat also Kern 0 . Mit Korollar
12.7folgt: @, ist langsczu iy konjugiert, also b).

3)

n2 AAEOA, BREDAIAEOAD(

a) oder b) furdy. 1) liefert:q & &. Gd OAOhn, A AT 12) lisfér® A)foder b) schon fir
G ® < &.> zur Voraussetzung.

13.5 Korollar

NG A8 ANGR.

Beweis

a) und b) aus Lemmal 3.4 sind beide symmetrisch imundfqih @@, .
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Vorbereitung fur den Beweis des nachsten Satzes

13.6 Lemma

Sein™ 0 und @™ "Y0 . Betrachte “  .exp:™ O 0 x 0. IstQexpy ¢:"Y0 © "YO (mit
Projektion

nh exp,&) bijektiv, so istQ“exp "% Y © "Y0 x "Y0 auch bijektiv. Insbesondere gilt

Q" expo,:"¥, "B © YO x Y0 bijektiv.

Beweis

Setzedfort zu einem glatten Vektorfeld & (6:7YO " ) auf einer offenen UmgebungYvon .
Dann gilt fiir &,con "Y0 :

QUexpo Ay ® = Q 20, O.8 = Q8
|d7y

und

Q" exp g o= 0,0exp ¢w

(Gaufgefasst alsb™ Y "Y0 O"% "V ). Weil nach Voraussetzun@expy, ", surjektiv ist, folgt
jetzt Q" .exp ¢ surjektiv, also bijektiv.

13.7 Satz

Sei™ h zapp Y0 = @M "V T AdE= 1 .Dannisty: "V s &M & & v 0,k stetig.
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Beweis
SeipC weine Folge in™) . Missen zeige: @) W © ¢ © .
Sdritt 1: lim @ &g > O:

Seifgh “ &q ¥ 0. Dann istip® nh “ & . Lemmal3.6 liefert: Es gibt eine Umgebungozu
04in™ so, dass*“ ,exp ~, ein Diffeomorphismus auf sein Bild ist.

-~

~_ |

%
Wahle eine UmgebungYvontjin 0 und ein- > 0 so, dass gilz 4 +y0. Oy O @ Dann ist inste-
sondereexpy s o, ein Diffeomorphismus auf sein Bild, fur jedes)™ ™Y Fir fast all€Qist
et YOT A AAEAO TAAE )68pm8w AOO AAO 61 01 AGOT ¢ n! i
OAT Q. istminimal. Also ist fiir alleQay @q  -. Daraus folgt: (O. K.).

Schritt2:y @ lim & &g

Wahle einoM 0,lim & &g (ist moglich nach Schit 1). Setzt manrgh [ O, SO st

N Ah [g 0. Fur fast alleQistgy g > 6, alsoQ g , g =0 undQhgo © QA ,
Mo O I*(I,TQ(')

alsoQn,fi = ¢ alsogy @ & Dies fiir jedes solché. Daraus folgt: (O. K.).

Schritt 3:q @  lim & Qo

SeioM 0,0y & beliebig, vorerst fest. Dann istg O nicht langsy ¢ zun konjugiert, also laut
Proposition 12.4: Qexpy, ~ s ist bijektiv. Nach Lemmal3.6 folgt: Es gibt eine Umgebungovon
otin"Y so, dass*“ exp ~, ein Diffeomorphismus auf sein Bild ist. Wahle ein > 0 so, dass

gilt 851 0t O Y0 , ¢. Dann gilt fur fast all€Q6. otdg OY D, @
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Insbesondere gilt
eXPh, 6. dic, ISt €in Diffeomorphismus auf sein Bild fir fast alléQ o. B. d. A. fur all@ z

Angenommen es gébe eine Teilfolge miy (g, < oflr alle Q zz

Nach Ubergang zu dieser Teilfolge nehme man ag: (g < ofiir alle 'Q Setzajgh expy,, Ot g .

Sei, neine kiirzeste normale Geodéatische vomrghachryg Schreibeinh 1 0 . Wir wissen, dass

@ Wofir alle Qist. Setzeoh Qfrg o © QR =06 mitnh 4 6. Nach Ubergang
r g o weil o<y ®

zu einer Teilfolge gilt ,© @fir ein N "Y0 . Dann istexpy,, Qot & = o= expy, 0t tq und

oty 0t o Wegenz folgt fir alle QAQ t Gy OfE -, alsomid otw&E -, also

® &und

expy ot = lim expy,, Qot &y
= Iim[’(;,Q(‘)
= exp, ot .

Also gilt a) aus Lemmal3.4 fur oundf ;. Daher istdy @ 0. zur Wahl vono. Also gilt 22
nicht. Es gibt also keine Teilfolge det, (q links von o. Dies fir alleod 0,& & . Daraus folgt:
(0. K)).

Schritt 4:

Wir wissen jetzt, dassy @ = lim @ g ist. Dies gilt aber mit gleichem Recht fiir jede Teilfolge.
Also folgt: @y @ = lim @ Qq.

13.8 Korollar

Istin 0,sosindd f OO undi 13 O"YO abgeschlossen.

Beweis
nnEOCO AACAOAEI T OOAT O¢q

Sei @) Gy tdy eine Folge int 1 , die gegero™ "Y0 konvergiert, AdgE= 1. (Wir wissen, dass
es ein- > 0gibtso, dassy &g - fur alle Qgilt.) Dann istéd 0und e Mh /B%E Die Folge

O Qo ist beschrankt da sie gegemdekonvergiert. Also folgt wegen des Satzes13.7:
QG ® =1lim g W < Hb Alsoistd= ¢ @ tON T 1.
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mnEOO AACAOAEI T OOAT O¢q

Weili nj abgeschlossen ist, ist 1, 6 0y kompakt fur allei > 0. Weilexp, stetig und
exp, 6 0, =06 nisti OEAEAd 61 Ol AOOT ¢ n! T AT UOEO OT A ' Al

folgt: 6 1 . 6; 1 ist kompakt. Dies fur allel > 0. Also istd 1| abgeschlossen.

13.9 Definition (i(p) und Injektiv itatsradius )

) Furnv O sei'®) h min & @~ &~ Y0 ~ O,H. (Das Minimum wird ang-
nommen, weilg,:"¥0 © 0,H wegendes Satzed 3.7 stetig ist.)

ii) W hinf ' AN 0 N 0,Hb (eigentlich Q) ,"Q) heilt der Injektivitatsradius
von 0 ,"Q.

27.06.2012
13.10 Proposition

i) Qs Am Q) N 0,Hb ist stetig.
ii) Ist0 kompakt, so 6st'Q) > 0.
iii) eXPh 6 0 ist ein Diffeomorphismus auf sein Bild.
iv) Ist1 > " , soistexp, "5, 0 nicht injektiv.
Beweis

i)

Seing® nin b . Wahledwg™ "% 0 mit & @q = Qrg. Wahle eindd™ "Y0 mit ¢ @ =0 .
Wéhle i "% 0 mit @,© @ Es gibt eine Teilfolge derdx, , die gegen eiro™ "0 konvergiert.
NachUbergang zu dieser Teilfolge gilt:

m @
137 . C o
= lim & Wy
="M 0 to
lim & &y

Also folgt" Qo © O .
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i)
Dies folgt sofort aus i).
iii)

Ist N "Y0 mit mnE< Q) , so liefert Lemmal3.4: Qexp, §, ist bijektiv. Also istexp,‘]‘(-j,,m 0 ein

lokaler Diffeomorphismus auf sein Bild. Also reicht es zu zeigeexph‘ém 0y ist injektiv :

Angenommen, es existieremy,w mit @ ® , AMEAY A< ‘O und exp, ® = expy @ . Ist

AVE= AN A SO gilt
r‘:@
®

A A
a) aus Lemmal3.4 gilt. Dann istq, %E A A< DN .= Ist z. B.AWE< A0 A SO ist o nicht
A K
minimal bis A& & Also istd, %E < DA< Q) .3
iv)
Waéhle ein/B ") ,i und wahle ein®™ "Y0 mit' M = & & . Dannist " o 4, nicht minimal,

hat Lange< i . Dann existierteinw™ "Y0 mit AxE< a< i undexp, /b = exp, @ . Mit/lv @
folgt: exp; s, 0 ist nicht injektiv.

13.11 Satz von Kling enberg und Pogorelov
SeinN 6 n Mit'QnN,Q = "Q) < H Dann gilt

a) Es gibt genau zwei kiirzeste Geodatische cwon ) nachn

,oder
b) es gibt Kiirzeste vom) nachr, langsderer 1y konjugiert zu 1y ist.

Im Fall a) gilt auBerdem:;, "} = @M ,d.h, LQisteinegeodatische Schleife
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Beweis

Es gdte nicht b). Zu zeigen: a) undlie Zusatzaussage gelterNicht b) liefert mit Lemma 13.4: Es
gibt mindestens zwei kiirzeste, normale Geodatische , vonfnachf. Nicht b) liefert: jist
nicht konjugiert zu ) langsund nicht langs, . Schreibey, h "X . Dann gilt nach Proposition
12.4.

QEXp gm0 » BXPY oy, o Sind beide bijektiv. z

Wir werden zeigen:, & = ®¢& (dann folgt a) automatisch. Angenommen, dies galte nicht.
Wahle ein®~ "0 mit &g ,60< 0,4, & 0% 0.

z liefert: Es gibt offene Umgebungef,™ O Y0 von &®0 bzw.&, O so, dasexp; -y,
und exp, "~y Diffeomorphismen auf ihre Bilder sind. Fur kéinei > Oseienwi bzw.w i die
zugehorigen Urbilder von' & i . Betrachte die geodatischen Variationet h [wi " 0g und

00
.i h foi = 0 - Die erste Variationsformel liefert;
%0
=700 G =1t @Y O 0,000 0 0 <0, anslog fiir,;. Also gil
06,0, <Ow=0, =& firkleinei > 0. Fur diesd sind also und ,,; zwei verschiede-

ne Geodatische vom nachf ¢ i , mit Lange< & = ") .= zu Proposition 13.10iiii) .
14 Abschétzung en des Injektivitatsradius
Notation

Sei nach wie vor 0 ,"Q eine zuisammenhangende, vollstandig&iemannsche Manngfaltigkeit.

14.1 Proposition
Seid kompakt, und esgeltev 3~ Dann folgt:

a) Es gibt eine geschlossen@l.h. glatt geschlossei Geodatische der Lang2t Q) , oder
by’ — h Hyfallsa 0
3

Im Fall a) ist2t“Q) die kirzeste Lange von geschlossenen Geodatischerbin
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Beweis

Die Kompaktheit von0 liefert: Es existiert ein 1 so, dassQ) = "Q) ist. Wahle eim}N 0 1 mit
Qn,n =" . Korollar 13.5liefert: AN 6 1 . Daraus folgt'@) QR =0 = Q) m,
also auch' = 'Qn,n . Es gée nicht b). Zu zeigenEs gilt a) (die Zusatzaussage ist dann klar,
weil Q) ngr jede geschlosene Geodatische der Lang®. Wegen nichtb), 0 3-und Korol-

lar 12.13ii) sindn),n nicht zueinander konjugiert langs kiirzester Verbindungskurven. Wegen
Satz13.11 folgt: Es gilt dortiges a), d. h. es gibt genau zwei kiirzeste norfeaGeodatischey,
vonT) nachry. Diese treffen imj glatt aufeinander. Hier auch im, weil'® ='Qn,n . Also gilt:
. LQist eine geschlossene Geodatische der LangeQ) .

Im orientierbaren Fall sind noch mehr Aussagen mégih. Dazu folgendé/orbereitung:
14.2 Lemma

Ist0 orientierbar, so gilt fir jede stiickweise glatte Kurven 3 © 0 ,"Q mit

OO = O =:M:0ph 45 Y0 © "Y0 istinSO"YD ,'q .

Beweis

Wéhle ein paralleles’QOrthonormalbasenfeld ‘Q,8 ,Q langs& Wahle eine Rimannsche \6-
lumenform?] qaufb (siehe Definition 3.2). Dann isf 'Q 0,8,Q 0 N %1, also konstant.

WegenQGo® = 5 Oq folgt die Behauptung.

14.3 Lemmavon Synge

Seid geradedimensionalund orientierbar und es geltev | > O fir ein] > 0. Dann besitzt
jede geschlossene Geodatisclogn 0 ,"Q eine Variation ¢ « .. durch glatt geschlossene
Kurven® mit 0 ¢ < O @ fur kleinegs 0.
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Beweis

Sei® @® © 0 ,"Q eine geschlossene Geodatische, o. B. dséinormalundnh G = O®.
Lemma14.2 liefert: Ogist in SO "Y0 ,"Q .Ausder LinearenAlgebra folgt U ist zusammengesetzt
aus Drehungenin % paarweise orthogonalen 2-dimensionalen Unterraumen. Wegenlz, G =
®® = GG hatlyden Eigenwertl, dieser hat Vielfachhei. Also gilt: Es existiert eind™ "¥0
mit U @ und gz = &. Schreibedauch filr das zgehorige parallele Vektorfeld langs®d Setze
@ O h expge (T O . Dannist

g‘izoi‘)d) =%t' ow(I)wwO o, OO0 0 0 =0,
’ &)
’(;%_izo D6 = l"['(Randterm+ A= BY OO ,00 0o ,0 6 O
0,da alles ® =0 =0 =0 span GO &0
periodisch 10
Q@

<0.

Also folgt die Behauptung.

14.4  Satz von Klingenberg

Seid geradedimensional, orientierbar und es gelte 0 | > 0 (aquivalent zu:0 ist kom-
paktund3 0 > 0). Dann gilt"Q) =

28.06.2012

Beweis

0 ist kompakt wegen des Satzes von Bonnet und Myers. Angenommen, es waie < ﬁ We-

gen der Proposition14.1 gibt es éne geschlossene Geodatischian O mit Lange2t'Q) . Wegen
des Lemmas 14.3 besitzt Geine Variation ¢ durch glatt geschlossene Kurverp mit
D <ODwfiralleiv -,- ~ 0.
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BetrachteO < i < -. Setze} h ¢ 0 . Wahle einen Punkfj aufc mit maximalem Abstand in
= Q) . Deswegen existiert genau eine ki

0,"Qvonry. Dann giltQ 1,1 %'t'i) @ <
zeste, normale Geodatischg vonry nachr) und;,r); sind nicht zueinander konjugiert langs

,i . Betrachtedie kiirzesten Verbindungen von nahej gelgenen Punkten auy nachry . Die erste
Variationsformel liefert nach Wahl vonrj; :

"iou&)Q1 4

wobeiry = ¢ § . Betrachterih @™ st der einzige zu) h @O0 fernste Punkt auf® Da-
aus folgt:ry, © nfari WO.

(Sonst gabe es eine Teilfolge mif.,© 1n* 1 mit Reaufc alsoQ NigNig © QAN <QD .
Wabhle eine Folge von Punkter']ihaufcfphmit Ni,© N. Dann gilt'Q rj, M, © QA,AQ =D .
Also gilt fiir groRe™@Q NigNig > QNiNig - Dies ist einWiderspruch zur Wahl derry.) Sei
N Y0 ein Haufungswert der,; O N “\{['L‘). Setzg, h [ Dan gilt, ") = n: (Fur eine
geeignete Folgé(© 0 gilt:

D = expy D tw
Qnn
= JimH:expmb Q I}‘|i7Q,r']|'7Q tig 0
= JlmH: ~I}’|i7Q
G-, 0
= n
@0
)
AuRerdem gilt wegenr); © nund z :
, 0 U

Also gibt es mindestens drei kirzeste, normale Geodatische vgmachr]. Wegen Satz13.11
folgt: Es gibt eine Kirzeste vom nachr langs dererr konjugiert zuryist. Diese hatte aber die

Lange' @ < P also ist dies eiWiderspruch zu0  3und Korollar 12.13ii).
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14,5 Bemerk ung

i) Die Abschatzung in Sat24.4ist optimal: Betrachte “¥¢ Standard-Metrik : Diese hat

0k lund'@¥é =" = —
mi

i) Die Geradedimensionalitat ist nétig: Betrachteﬂ 028 +1 Standard-Metrik : Diese hat
0 k 1, ist orientierbar, aberta 024 +1 = 5 < ﬁ

i) Die Orienterbarkeit ist notig: Betrachte ﬂuz" Standard-Metrik : Diese hatd k 1,
ist geradedimensional und(n 028 = 5 < H

iv) In ungerader Dimension gibt es sogar einfachusammenhangende, orientierbare &-

genbeispiele, zum Beispiel die sogenannteBerger-Spharen \3% fur kleine_> 0

mit "Q = linksinvariante Metrik, fir die ‘Q)0 orthogonal sind und £@° = _2,

Ay = ) A2 = 1gilt. Siehe Ubungaufgabe 35.

Ohne die Orientierungsvoraussetzung gilt immerhin noch:

14.6 Satz von Klingenberg (ohne Orientierbarkeit)

Sei0 geradedimensional und es gelte= U | > 0 (aquivalent zu:0 ist kompakt und

3 U > 0). Dann gilt"Q) TS

Beweis
0 ist kompakt wegen des Satzegon Bonnet und Myers.

1 IstD orientierbar so ist die Behauptung klar nach Sat14 4(sogar—)

1 Seib nicht orientierbar. Angenommen, es waré) < 2— Wegen der Propositionl4.1

gibt es eine geschlossene Geodatisctin 0 ,"Q mit Lange2t"Q) . Es gibt nach Lemma
14.8 eine 2-blattrige Uberlagerung™@0 © 0 mit einer orientierbaren Mannigfaltigkeit
0. Seze"Oh "("°Q Dann ist 0 ,"Q wieder vollstandig nach Satz7.8. Setzawperiodisch
fortzu s © 0 ,°Q und lifte zu einer Geodatischewssn © 0 ,"Q. Dies liefert eine g-
schlossene Geodatische i) ,"Q mit Lange2t"Q) oder4t"Q) jedenfalls mit Lange

4100 < ;—; Dann giltt'Q < ﬁ Aberd ist zusammenhangend, vollstandig, ger
dedimensional und orientierbar, und erfullta 0 9 > 0, weil 'Qeine lokale Isometrie
ist. Also gilt nach Sat44.4:"Q) E >
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14.7 Bemerkung

i) Die Abschatzung in Satd4.6 ist optimal: Betrachte s 029 Standard-Metrik :Diese
hatO k 1und @ = —
2t
i) Die Geradedimensionalitdt ist notig: Fur kleine_ > 0 sind die BergerSphéaren
\Bg aus Bemerkung14.5 (siehe Ubungsaufgabe35) auch hier noch Gegenbsi
piele.

14.8 Lemma

Seib irgendeine zusammenhangende, nicht orientierbare Mannigfaltigkeit. Dann existiert eine
Uberlagerung"@0 © O mit#'Q* 1) = 2fir allen™ 0, wobel eine orientierbare Mannigfa-
tigkeit ist.

Beweis
Sei' = ®,Y “| " & einAtlas fiirD . Setze
¢ #
o p Ty
| e LS
mit "Y' h Y2 = 7Y . Definiere eine Agauivalenzrelation- auf&durch:

A~ e f =/ V7Y, Y unddetQ ¢ zdpldm > 0.

P~iFe i =0 V7Y, Y unddetQ & Zxdpld?h > 0.

E~fFe i =0 *7Y, Y unddetQ & Zd\old? _

Betrachte die kanonische Projektion): ¢© W~ =:) mit Quotiententopologie.Dann gilt:
G-TYL 7Y2 |St InjektIV. z

(siehe Definition von~) 0 wird (iberdeckt von offenen Mengend Y, und &®h ¢ 2

. Lo omiy o om s s 3 _ . .
¥ yo 0 Y2 © 7Y O a® sind Homdomorphismen.Kartenwechsel dazusind die alten Ka-

tenwechsel, also tptt. Daraus folgt: &30 Y? | v aund'®@ 12 st eini P-Atlas furd

und™@0 © O mit'QR? hna EAO AEA %ECAT OAEAAZO AOO AAO

QLY =0V = 0¥ 0Ty und'Qy TY-'Q:G "Y? 0 7Y ist Diffeomorphismus (ist
disjunkt in O

Identitat beziiglich der Kartency®¢ ).
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1 0 ist orientierbar:
6,0 ™Y F| Na °  Hyperflichenspiegelung 67,0 ¥ | N o ist ein Atlas fir

0 , dessen Kartenwechsel samtlich Differentiale mit Determinante 0 haben.

1 0 ist zusammenhangend (also istatsachlich eine Uberlagerung)
Furn~ 0 schreibe man'Qt n = my,n, . Sein™ O fest. Sindfy, und ), verbindbar, so
ist 0 zusammenhangend.
(Seienn) ¥ O beliebig undfn h QR ~ 0. Weild zusammenh&ngend ist, folgt: Es esi
tiert eine Kurvedvon ) nachf. Lifte &zu infgmit "= 1,2 startenden Kurvenogin O . Ei-
ne davon endet im, also istj verbindbar mit r; oderr),, also nach Voraussetzung mit,
verbindbar.)
Angenommen( ware nicht zusammenhangend. Dangilt fir alle A~ 0 :
1,1, sind nicht verbindbar. zz
Sein ™ 0 beliebig undn ™ "Q! n . Seiw h Zusammenhangskomponente vor)in 0 , ist
offen in0 . Weill zusammenhangendst und somit in 1] startende Kurven zu inn star-
tenden Kurven geliftet werden kdénnen, enthélto zu jedemn N 0 mindestens ein Urbild,
wegen(zz) also: genau ein Urbild. Daher isti:w © 0 ein bijektiver lokaler Diffeo-
morphismus (siehe oben)also ein Diffeomorphismus alsoist @ nicht orientierbar. = zur
Orientierbarkeit von 0 .

04.07.2012

15 Der Satz von Synge

Notation

Sei 0 ,"Q eine vollstandige, zusammenhangende Riemannsche Mannigfaltigkeit.

15.1

Satz von Synge

Sei 0 ,"Q geraddimensional und existierd mitv 1 > 0(¢ 0 ist kompakt undv > 0). Dann

gilt

)

Ist 0 orientierbar folgt:
0 ist einfach zusammenhangend, das heiRy 0 = Q.

ii) IstO nicht orientierbar, so folgt“; 0 e d,.
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Beweis

Nach dem Satz von Bonne¥lyers ist0 kompakt.
i)

Angenommenp ist nicht einfach zusammenhangendDann gébe es eine stiickweise glattegg
schlossene, nicht zusammenziehbare Kuryein 0 . Nach Proposition 15.6 (siehe unten) folgt:
Es gibt eine geschlossene Geodatisctin U , die unter allen geschlossenen, zufrei homotopen
Kurven minimale Lange hatNach Lemma von Synge (14.3) besitzteine \ariation () durch
kiirzere geschlossene Kurvem). >

i)

Sei'Q0 © 0 eine 2-blattrige orientierungsiberlagerung. Sei"Q= "Q"Qdie geliftete Metrik. Dann
ist 0,"Q vollstandig (nach Satz 7.8), geraddimensional, hat ebenfalls | > Ound0 ist
orientierbar. Nach i) ist alsol einfach zusammenhangend und somit die universelle Uberlag
rung vonO .Nunist“; 0 e 3 h Decktransformationend © 0 e u,, weil 3 einfach transitiv
auf jeder FasefQ! ) = m,,n, operiert.

15.2 Korollar

0 h 202 x a02 tragt keine Riemannsche Metrik mith > 0.
Beweis
Angenommen,b trige eine solche Metrik. Weil 0 kompakt ist, existiert dann] > 0 mit

0 1 > 0.0 ist geraddimensional, also ist nach Satz von Syntje 0 = Qoder“; 0 e d,.
es giltaber ; A02x a02 e ¥, X ¥,.3

15.3 Bemerkung

Eine beriihmte unbewieseneVermutung von Hopf sagt™¥ x “¥ tragt keine Riemannsche Metrik
mit U > 0. 15.2 sagt: Falls doch so eine Mtk existiert ist eine solche Metrik nicht unter beiden
Antipodenabbildungen Id, Id , Id,Id :"¥ x "¥ O "¥ x “¥ invariant.
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Vorbereitung fur Proposition 15.6

15.4 Definition (rektifizierbare Kurve , Lange einer Kurve, frei homotop e Kurve,
gleichgradig gleichmaRig stetig e Folge von Abbildungen und seperabler metr i-
scher Raum)

)] Eine stetige Kurve @ 01 © 0,Q heiRt rektifizierbar , wenn
sup B2,Q & odg; .00 |'Q¥ 8,0= & < E < 0= 1 eine Zerlegung von0,1 < Hb
gilt. In diesem Fall wird dieL&ngevon ¢y 0(¢) als dieses Supremum definiert.

i) Zwei stetige geschlossene Kurve@, heiRen frei homotop, wenn es eine stetige
Homotopie @ 0,1 x 0,1 © 0§ vonzu, gibtso, dassjedesgy h "Oi I eine -
schlossene Kurve ist.

i) Eine Folge "@ o s von Abbildungen™® @®Q © (&'Q zwischen metrischen Raumen

®,'Q,(&'Q heilt gleichgradig gleichméaRig stetiggenau dann, wenn
b->0m >00Q6 o 06. Qe | ovd 1w
gleichmafig (gleichgradig)

iv) Ein metrischer Raum heif3tseparabelgenau dann, wennes eine dichte, abzahlbare
Teilmenge®®0 & gibt.

15.5 Satz von Arzela und Ascoli

Sei "@: ®Q O AQ o dleichgradig gleichmagigstetig. Seien @,Q,(0'Q kompakt, (1,Q

. . . - e " «~ dleichmaBig
separabel Dann gibt es einfeilfolge @ - und ein"Qw° ®so, dass& uuun Cfar o Ho.

Beweis

(®,Q) ist separabel genau dann, wenn eine dichteolge (cy in wexistiert. Weil (¢,'Q kompakt
ist, gibt es eine Teilfolge vor{"Q), die aufay konvergiert. Diese Teilfolge hat eine Teilfolge, die
auf ay konvergiert, und so weiter. Die zugehorige Diagonalfge konvergiert aufjedem wg Nenne
diese Folge wiedel("®). Weil("@) gleichmaRig stetig und(ayg dicht in dund &'Q vollstandig
(da kompakt!) ist, liefert ein 'E-Argument: ("® konvergiert sogar auf jedem wN &. Setze

i} leichmai .
"Qw h limwop ' ¥w. Dann gilf‘@gmlg“@ Jedeswchat UmgebungYso, das$ - > Om( N
2RO, Q0 < -1 Q 6! v Y (Naturlich™Yh & G mit] zu3.)

Uberdecke® (beachte:@ist kompakt) mit endlich vielen solchen ™Y, Wahle groRtes zugehoriges
5. (OK).

15.6  Proposition

Sei,: 0,1 © (0,"Q rektifizierbar, geschlossen, nicht zusammenziehbar un¢) ,"Q kompakt.
Seii h & 0,1 ~ crektifizierbar , geschlossencfrei homotop zu, . Seid h inf{d &~ @~ i}.
Dann existiert eind i mit 0 & = 0. Jedes solchaist eine geschlossene Geodatischgis auf
Parametrisierung).
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Beweis

Wabhle eine Folge ;,,,,8 ini mitd(,9 W 0. O.B.d. A. seijedegn, D01 BT OOET T A1 UOO
CAO DAOAI ADQE OFE A OO h JAW [OR]8 WahleY> OmitD ,o 'Y) QDann
istQ, ol ,,00 0,0 i =9 istd,q MO i|.Also ist jedes gqLipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante"Y, insbesondere is{, 9 gleichgradig gleichmaRigstetig. (0 ,"Q ist kompakt

und 0,1 ist kompakt und separabelund nach Satz15.5 gilt: Nach Ubergang zu einer Teilfolge

. gleichmaRig » .o o . % 7
gilt ,o wuy wfireinw 0,1 © 0.Esistw0 = ofl) und

Qoi ,06 'Yi® isli,on [0,1], insbesondere istorektifizierbar und 0 & Y. Genaser
gilt: 0 & =sup{ BL;QDOa; , 000 ~GNw,0=@<E<d =1Zerlegungvon01},

. a L o
lim kO Hb B-leQ,, 0001 »Q0Q

0 " "Qo 0
alsod @ 0.
c ist frei homotop zu,, :
Wabhle- N (0, D ). Dann gibt es zu je zwej, AN 0 mMit Qn,n < - genau eine kirze-

>0,dad kompakt
te Geodétisch¢ M: 0,1 © O vonrnachfund fir C fgilty Ve o O A o Also:l 11(9)
sind stetig infj, analog auch im). Wahleb so groB, das€),; 6,00 < -} o~ [01]. Setze
0,0 [ [ ©0ws 0 (i). Dann istOstetig und liefert eine freie Homotopie vononach,, ;. Weil
,i N1, folgt: frei homotop zu, . Insbesonderec i. Daherd @ = Ound 0> 0, denndist
keine Punktkurve, da, nicht zusammenziehbar.

05.07.2012

Qist geschlossene Geodatisch®is auf Parametrisierung)

Setzedperiodisch fort zucs © (0,°Q. Seip™ A. Wahle-~ 0,Q) (‘D > 0dad kom-
pakt). Wahle—> Omito & -, g+- O 6;_1(r‘]) wobeifn h d{®). Dann gilt mit
mh o —-.mh og+-:Qmn,MH < ;*t7=5 Sel hrihey xEA T AAT Ei " AxAE
frei homotop zu,, O h  [Adie@uiif[@),1] parametrisierte Geodatische vony, nachry,.) Jetzt gilt fiir
alleovy 01 ,fv [ — G+ -]
Qr 6,0t  Qr o, +QMH +QROT < 5+ 7+ 7= -.Dannist

or <5
[ h (auf @ — &+ — umparametrisiertesf ) homotop zZuw' &, _g,+— - Wie oben
"Q {,0 m 9T (i) ist Homotopie vonGy o _ g+ Nachr . Ware nuncs o _g .+ keine Ge-
datische (bis auf Parametrisierung), dann waré ¢ & -t > Or =00),coware also frei

homotop zu einer rektifizierten Kurve mit Lange< 0(c) 2

Diese Kurve entsteht durch ersetzen von vow & —op+— durchr .
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15.7 Bemerkung

Analog zeigt man: Wenrf0 ,"Q kompakt,, h 0,1 © (0 ,"Q rektifizierbar, geschlossen, nicht
zusammenziehbar, dann gibt es ei@ [, ] (wie in Definition von “ (0 ), d. h. mit festem A-

fangspunkt) mit minimaler Lénge unter allen Kurven in[, ]. Jedes solchéist eine Geodatische
(bis auf Parametrisierung).

Kapitel V: Lokale Symmetrie und Mannigfaltigkeiten konstanter
Krimmung
16 Lokale Symmetrie

Notation

Sei(0 ,"Q eine semiRiemannsche Mannigfaltigkeit.

16.1 Definition (symmetrisch )

(0 ,"Q heilRt symmetrischgenau dann, wenn es zu jedem™ 0 eine Isometrie
wps 0,°Q0 (0, Qgibt mit,y=AundQ, . -y -

16.2 Bemerkung

Sei(0 ,"Q symmetrisch.

i) Wenn M zusammenhangend ist, dann sind djg, eindeutig bestimmt. (siehe Ubung-
aufgabe 29)
i) Es giltn'Y= 0. SemiRiemannsche Mannigfaltigkeitenmit dieser Eigenschaft hei3en

lokal symmetrisch.

Beweis zuii)

Sein™ O und @ @ @w N "Y0 . Weil,, ; Isometrie ist, gilt:

(O " Y QOw = N Y Q. hdl’Q,,f] r.]d) Q.y i ®

L
Id Id

Wegen 1 1 4folgt N5Y @w GO=0.
16.3 Bemerkung

Sei(0 ,"Q symmetrisch. dann gilt:

i) (0 ,"Q ist geodatisch vollstandig.
ii) (0,Q ist homogen, wenn 0 zusammenhangend ist.
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Beweis
i)

Seidy %0, €ine maximale Geodatische (N (&,0)). Wir zeigen:, = Hb. Annahmeg < Ho
Sein h (I(g 0 ). Wende, 4, an, dann istomindestens auf[O,gc‘)l] fortsetzbar. =

i)

Seienn,n N 0 . Wahle gebrochene Geodatische vomachr). Seienry;, 8 , frqdie Mittelpunkte der
geodatische Segmentédann ist, 3,28 ., 2 ., Isometrie mit nman.

16.4 Lemma

Seien 0 ,"Q, 0,"Q beide lokal symmetriscte Mannigfaltigkeiten 'Y= 0n"Y= 0),AN 0,

nNFub . Es gebe eine linearelsometrie 6: "Y0,"Q © ("Y0,"Q), die'Y erhélt, d. h.
YOow0® 0w =0 "Yowow! it "YO. Dann habem,fisometrische Umgebungen! €&
nauer: Wennexpf]'(;,h:(bf1 O ¥ mitn N "Y,0N @y ein Diffeomorphismus ist undd cy, im Defini-

.. 1
tionsbereich vonexpy,, dann ist'Oh exp; 2 0 % exph‘d,h eine lokale Isometrie (auf ihr Bild).
Insbesondere: Wenrexp, "5, Diffeomorphismus ist (O. K. fliy, klein), dann ist
Q7Y © exp;(6Gy,) eine Isometrie.
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Beweis

I . 112 o . . Y I 3y, 7 A A PN - 1 r O .
Sein N Y, seiN Y0 . Zu zeigen is@QQ A0 Go,O'Seidh  exp, & n N w, sei
1
oh Q expy oy | W N YO e "Y0. Dann ist®o= Qexp, o (W). Also  nach 5.9:
n

@= 1) wobei 0 das Jacobifeld langs 15 mit V0 =0 , (®*0 =&® und
Kettenregel
AR expy 5o 0® = (1), wobeivdas Jacobifeld langssg mit00 = 0,01 = 0®

ist. Zu zeigenistals@ 1 , 00 1,01 O

Sei{Q,8 ,'Q} ein paralleles"QOrthonormalbasenfeld langsoh T ¢~ 01 - Weiln'Y= 0, ist
im0 h 8Y 00,00 w0, 0 &k const (Beachtenahed:
O v « O \ . ¥, I v v G v ¥, T T . ¢ I v v it it
D YOaww 0 =15 YChww = NgY Cuuwt Y Ni0qwwt Y Ognagw wt Y Caw N
=0

wobei Ogofortgesetzt auf eine Umgebungon wd, seien,) Die Jacobigleichung fiir
0=:B%, O lautet R0 = By, -dad?d) (mit oh 6, QN {x1}) fur "= 1,8 ,&. Setze
0,0 h 6Q40) parallel fort langs b [ 50 01 - Weil nyY=0 |, ist
o h 8Y 00 ,db b @)k const . Fir 0=:B%, 20 @0 gilt also 20 =

B-d k020 (beachte: 6 erhalt &1Q also-ks o). Weil & sowohl &tGals auch’Y erhalt, gilt
10 = 1-af0)! Also istik= i Daher efiillen (63,8 ,¢5) und (3,8 ,¢¥) dieselbe Differeni-
algleichung! Die Anfangsbedingungen sind dieselben:

B0 = 0= G20 und

020 = Koeffizienten vondbei @0
B0 O

Q0 O

620 .

Deswegen gilt (3,8 ,&§ o = ,8 ,§ o furalleon 0,1 .
Insbesondere gilt:

W1,010 212

Q
= -755:6‘91 2
Q
=®1,010
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16.5 Korollar

(Wende Lemma16.4 auf 0,"Q= 0,"Q, nH nundo = ld-y; an.) Seien(0 ,"Q lokal sym-
metrisch,q N 0 ,exph‘(bﬁ:da,-] O " ein Diffeomorphismus und sei oy = o (erreichbar durch
Ersetzen vonwy, durch @y, ( wy)). Dannist

1
,.Q'r‘ o ’T% mit 'Qn = exp, eXphd(bh r]

eine Isometrie, und'Qf =1, 'AQ=Id-y; . Dies rechtferig AEA " AUAEAET Olt-C
OEOAEOS8

11.07.2012

16.6 Satz von Cartan

Seien 0 ,"Q,(0 ,"Q beide lokal symmetrisch und beidegeodatisch vollstandigund (0 ,"Q ein-
fach zusammenhangendSeiem N 0 ,fPU O . Es gebe eine lineare Isometrie
0: "Y0,"Q © (Y0 ,"Q), die'Yerhalt. Dann gibt es eine lokale Isometrie

Q (0,9 O (0, Qmit"Qn = NHER= 0.

("Qglobal definiert)
16.7 Korollar
i) Wenn in Satz16.6 zusétzlich auch 0 ,"Q einfach zusammenhéngend ist, dann ist die

dortige Abbildung™@ 0 ,"Q© 0 ,°Q eine Isometrie. (Denn: Ist Uberlagerung nach
Satz8.5, also die Triviale).
i) Jede geodatisch vollstandige, einfach zusammenh&angende, lokal symmetrischeaMa
nigfaltigkeit 0 ,"Q ist symmetrisch. (Denn: Wende 16.6ind i) an auf
0,Q= 0,Q,NHN,0= Id-yp ; setze, ; h "Q(0.K)))

Vor bereitungen zum Beweis von 16.6

16.8 Lemma

Seien 0,Q, 0,’Q lokal symmetrisch, '8 0,0 . Es gebe eine lineare Isometrie
8: "YO,'Q © "Y0,'Q ,die'Yerhalt. Seiend @& © O ,dHi® © O gebrochene Geodatische

mit &6 = /b = AEUShreibe Gy i 02, Dann erhaltdz%0 205 "% 5 0 © “Yg O sowohl
& tQals auchy.
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Beweis

Wihle parallele ONBFelder ‘Q,8,Q , 'Q,8,Q langsdbzw. it Ontd = 600 | "R8 ,£.
Wegen Y= 0,n'Y= 0 sind 0Y ‘00,30 CGyo,Q 0 &k konstant und
8Y 0nd @0 Cn0,Q, 0 Gk konstant. Aus der Gleichheitim= ®folgt also Gleichheit in

6=  Die Behauptung folgt nun au§,® = 0g% 02051 O .

Beweis von Satz 16.6

Seln N 0, wahle eine gebrochene Geodatischie 0,0 © 0 ,"Q von T nachr. Seien
=< <E<0p= ®so gewahlt, dass) bq1.0q 9€0datische istl "= 1,8, "Q Bezeichne

oq)D: Q}OOQ Definiere induktiv eine gebrochene GeodétischéHD,® © 0 ,"Q wie folgt: Be-

zeichne u}-@og SetzeshHd h 550 O furon 0,0, und setzedy o h 7
L1 W0y
wéOZU é

fr ON 0g0g; .Setze' QR h dHd.Dann ist zu zeigen:

1) "Qst wohldefiniert,
2) "Qst lokale Isometrie.

(Dann folgt nach Konstruktion auchHQr} = find OQ= 0.)

Zu1l):

Seit: 0,0 © 0 ,"Q noch eine gebrochene Geodatischgon fy nachr. Zu zeigen istHb = cftd).
Seienaucht| o, o, Geodatischd ‘G 1,8 ,"Q(Dies ist erreichbar durch gemeinsame Verfeie-

rung der Zerlegung)." AOOAAEOA UOI B~/3\ EOCO ) HriaHe QA AT jedet D AUE Al
(x 1,8 ,"Qgebe es eine normale Umgebunt, s, von W0q, diew 0g0g, uUndt Og1,0a>

enthalt, sowie auf 0g0q; parametrisierte Geodétische -gvon G{6y nacht dq; und analog

| @1.Dabeisej gh tund| o1 h 174, 6.
Wir zeigen induktiv:
@& | 001 = Mgy und gy 2020 = Ory, 20201, 2

Induktionsanfang:

@ 1o=1o=Tt (OK)

Induktionsschritt: "® "G 1:

Seidoh Oggp 6 2 Ogt. Zur Erinnerung: Es gilthly 0 =15, 56, O fir 0N 0q0q: . Aus Lemma
16.8 folgt: 6-erhélt &fQund Y. Nach Lemma 16.4 existiert eine lokale Isometri@%,% 0 7\(}%,
wobei Yy O U eine Umgebung vortky ist und fiir "Qgilt: '@ 0q = drbg und U6, = 60
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Nach Definition vonckfolgt i, , = "% Qo ,)- Daher hat@ 1™ | @186y, 64, Nach Definition
den Anfangsvektor

Oq1l a1 0ar = Q9goe, | @1 Oaz

Die Gleichheit gilt hier, d&d@mit Parallelverschiebung l&angs Geodatischer und deren Bildern
unter "Qvertraglich ist. Also ist

@17 | 21506109, = | @1 und (leichter) 65 | §opg, = %l o=:l

Daher hat@ | -5 1] den Anfangsvektor

0g1.002

~

g o v o1 . R \
bt On ti Tom =0, Tom

i)

Y gpa1)
Also st | 5 T~ oa1.0as = & Tl 641,00, - Di€ linke Seite ist nach Induktionsvoraussetzung
und Konstruktion von thgleich Fy,, | o, - AlsO ist
. o \ _n \ $.0. ~ . \

H0gr = QT 0a2 =@l @1 0g2 = @i | @1 Oa2 ,

womit der erste Teil von z fir "G 1 gezeigt ist AulRerdem gilt

T‘;‘ 5 0 771,., - 5 n" 5 1
U%ll"elz‘oz‘uuhll"m U g 20012 4,
5 1~ .. 5 1
U g, & Q%Om AU g,
Q. .

%T(Oﬂz)

= Oy

z 5
01092 UT' 0g 1.0
: @192

209 oa,

= 0y 4 0. 20F0 .2 A
g 102 Q Q M o160
Induktionsvoraussetzung_

2020773 = 01..91

65’?2\ Q- Yagl
-5 o 5 1
= Utgp 20 % Upg, -

zi‘)zﬂ,r"é 1

Damitist z fir "& 1 bewiesen.Fur "Gz 'Q 1 ergibt sichatd = tHb, fir den gewahlten Spez

alfall ist die Wohldefiniertheit also bewiesen.Im allgemeinen Fall wahle eine stickweise glatte

Homotopie™@ 0,1 x 0,0 © O vonnacht, mit"Oi,0 k f),"0i,0 k A} i v [0,1]. Man kann

so feine Zerlegungen vofi0,1],[0,c], dass es jeweils eine normale Umgebung va®(i- 64 gibt,
sig  sog

die ein geodatisches Viereck wie im Bild enthdltWende nun obige Erkenntnis sukzessive an,

dann folgt b = tHb . Also ist 1.) gezeigt.
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12.07.2012

Zu 2)

Sein™ 0,1= O& wie oben’Qrn = ki) wie oben. Seexp; w1y © Y, ein Diffeomorphis-
mus, wobeicy, beziiglichO, sternformig sei. Setxd “Y,. Sei ¢ 0,1 © 7Y, die Geodétische vom)
nachd. Nach Definition von™Quilt:

QA h @] e+l
=T pgponiy? | 40 1

= eXpaq 0gp03lpt |40
1
EXpr']’(br'] (4)

Also gilt:
”n 5 ©n 5 1 - 1
Q.= eXpay 2 V@02 lp™ 2 exXpy o,

erhalt &tGund 'Y

Lemma 16.4 liefert: "var,] ist eine lokale Isometrie. Da dies fiir allg™ 0 gilt, ist "Qeine lokale
Isometrie.

17 Mannigfaltigkeiten konstanter Krimmung

Notation

Sei(0 ,"Q eine semiRiemannsche Manigfaltigkeit.
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Mannigfaltigkeiten konstanter Krimmung

17.1 Vorbereitungen

Schreibe Qd,® h 8Y &M &0

i) Es gibt eine Formel, di t 8Y &, & & Gals eine Summe von Ausdriicken der Form
+7(8 ,8 ) darstellt: Es ist
YOO+® O+ YOO YROOO
YRR+ ® O+ D +YROO+Y RO
SYROMHFYRDOD YOAOD YRO®
YOOG YOm0
=3Y Q0 A z
Und:
Y O+ ®, 0 A0+ 00 Y OO AMD 6Y 0,0 Qw0
Qotd O oTAYA) FoTAR
= 20Y 0,0 Qw0 zz
Daher qilt:
6EOY OO QAWO= 20Y OO+ O O+ O ,0 0
+ E noch5 solche Summanden
= QO+ 0,0+ 0 QOO+O Qo,0+ ®
+ E noch 15 solche Summanden
ii) Es ist Qoo = 0 O t0 span @@ , falls span{®, ¢} 2-dimensional und
nicht entartet ist. Die Menge derPaare, win "YU , fur diespan{,&} 2-dimensional
und nicht entartet ist, ist offen urd dicht in "Y0 ? Also: Die Schnittkrimmungen
0(, ) mit, (‘)"}(0 2-dimensional und nicht entartet bestimmen (zusammen mitQ)
zusammen schoriQ"Y0 x “Y0 © s und daher auchY; (nach i)).
iii) Wir haben im Beweis zu i) nur die Symmetrien vofY benutzt. Diese gelten auch fur
Y, @0 Oh aed &, B (prifen oder: weil das der Krimmungstensor von
("¥ ,Standard-Metrik) ist). Also gilt analog zu i): Es gibt eine Formel, die
610Y, &, G Qals eine Summe von Ausdriicken der Form"Q(8 ,8 ) darstellt.
Schreibe™@ @, = 8Y; ©O,O AOWO= 0(&,¢). Daher gilt: Fallsv , k Il fir alle
, O"Y0 2-dimensional und nicht entartet, also fallsSQ= Il {0 = Il {Q, dann folgt mit
)Y, =1 t 'y i, das heil3t fur alled, @ N "Y0 gilt:
YoOm= 1T @od &b .
iv) FallsO k Il auf ganzd ist, dann folgt, dassYk Il 'Y, auf ganzb ist.
17.2 Korollar
Wenn (0,Q konstante Krimmung 0 = I hat, dann st (0,"Q lokal symmetrisch.
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Beweis

Klar, weil "Qund Id parallel sind. Expliziter: Es reicht zu zeigen, dass das Tensorfeld
O OO0 ™ &, o@parallel ist. Es ist:

0.

1570 B&E

17.3  Proposition

Seien 0 ,"Q,(0 ,"Q von gleicher Dimension, gleichem Index und gleicher konstanter Schait
krimmung U k 1II.

i) Dann gibt es zu jedem Paar™ 0 ,fPU 0 eine lineare Isometrie
0: "Y0,"Q © ("¥0,"Q) (klar wegen gleicher Dimension und gleichem Index). Jedes
solche0 erhalt automatisch'Y (wegen17.1iv)).

i) Aus i), Korollar 17.2 und dem Satz von Cartan1.6) folgt nun: Falls 0 ,"Q,(0 ,"Q
geodatisch vollstandig) einfach zusammenhangend, folgt: Es gibt einekale Iso-
metrie"Q 0,"Q 0 (0,"Q mit"Qn = NHPR= 0. Dies firjedes Paarn, Hnd jede li-
neare Isometried: "Y0 ,"Q © ("Y0,"Q). Falls auRerdenD einfach zusammenha-
gend ist, folgt mit Korollar16.7: "Qist eine Isometrie.

iii) Aus i), Korolar 17.2 und Lemma16.4 folgt schon: In der Situation von i) gibt es o#-
ne Umgebunger,"Yvon ), nkind eine Isometrie’QY© “Ymit "Qn = nHIQ= 0.

17.4 Korollar
Zu vorgegebener Dimension, vorgegebenem Index und vorgegebener konstanter Krimmung

0 k Il gibt es (bis auf Isometrie) hochstens eine geodatisch vollstéandige, einfach zusammenha
gende semiRiemannsche Mannigfaltigkei{0 ,"Q.
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17.5 Bemerkung

Fur’ v 0,8 ,&+1 seiaf*lh (at*1, &), wobei
@ OOh O E & N 1+ +E+ 0 (z.B.: ¢y StandardSkalarprodukt, &
Minkowski-Skalarprodukt) (hat Index’ ). Fur jedesi > 0 setze

iR AN Attt AR =12 mit' v 0,8 ¢

hat Dimensiong, Index’ und Krimmung0 , k iiz(benutze GaulGleichung, Einheitsnorna-

lenfeld ¢y = lltr](“muﬂ( 1). Setze:
"1 h fn H?Iiz Qi A = 12 mit’ v 0,8 ,¢
hat Dimensiong, Index’ und Krimmungvo , k ,liz(benutze GaulGleichung, Einheitsnorna-
lenfeld ¢y = llt 00,00k 1). Diese Mannigfaltigkeiten sind geodétisch \istandig.
(

n2AOAO AEA &1 O AT T /B, 0NEYE unddsABOEOAEAT ¢ &i O

IN™¥ 1 ,®raumartig+ cosot )+ sinot .

In"¥ 1 ,®zeitartigt coshotn+ sinhot .

In"GF i ,&raumartigt coshot )+ sinhot 6.

InN'G i ,&zeitartigt cosot i) + sinot .

s= 0+ OM )+ ot

)

Es ist"¥ (i) diffeomorph zus’ x ¥ ', und"G (i) diffeomorph zu"Y x a¢ . Diese sind einfach
zusammenhangend bis auf folgende Ausnahmen:

1 ‘f i (3 i "Yx gt ("Y besteht aus2 Punkten) sind nicht zusammenhéangend, so

dern bestehen aus jeweils zwei isometrischen, einfach zusammenhangenden Zusa

menhangskomponenten, die diffeomorph zura ¢ sind.

T ¥ ,1., @1 "¥xat !l Sind zusammenhangend, aber nicht einfach zusammenmha
gend. Ihre universellen Uberlagerungef¥ ; 1 ,"G 1 (mit gelifteter i *-Struktur und
Metrik wie in Satz7.8) sind dann einfach zusammenhé&ngend, mit Dimensiam Index wie
gehabt und konstanter Schnittkrimmung wie gehabt.

17.6  Korollar

Die semiRiemannschen Mannigfaltigkeiten¥ (i) (mit v k 1—2) undG (i) (mit 0 k i_2)’ geg-
benenfalls ersetzt durch eine ihrer Zusmmenhangskomponenten oder ihre universe# Uberla-

gerung, wie oben, sind zusammen mit dea§ (mit U k 0) genau die einfach zusammenhange
den, geoddisch vollstindigen, semiRiemannschen Mannigfaltigkeiten mit konstanter Schnit

krimmung 0. In der Physik heiRen'¥(i)n AA 22RAQOABEFO nOil £KOAO@AT 1 A

Sitter-2 AOI UAEOOS
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rektifizierbare Kurve
RiccirTensor
Riemannsche Volumenform
Satz

von Arzela und Ascoli

von Bonnet und Myers (RicciVersion)

20
19
19

116
25
37

109
2
73
77
77
69
75
74
56
78
71
71
94
23
13
46
21
21
16
30
78
71
71
33
116
2
22

116
54

von Bonnet und Myers (topologische Version) 61

von Bonnet und Myers (Version

Schnittkrtimmung K)
von Cartan

von Gaul3 und Bonnet (globale Version)
von Gaul3 und Bonneflokale Version)

von Hadamard und Cartan
von Klingenberg

von Klingenberg (ohne Orientierbarkeit)

von Klingenberg und Pogorelov
Zweite Variationsformel
Schnittkriummung
Schnittort
Schnittpunkt
semi-Riemannsche Metrik
seperaber metrischer Raum
Skalarkrimmung

der
53
121
33
30
67
110
112
107
49
2
100
100

116



symmetrisch

to(X)

tangentialer Schnittort

Theorema Egregium

totalgeodatische Untermannigfaltigkeit
Triangulierung

Uberlagerung

universelle Uberlagerung

V(t)

118
100
100

17

33
56
56
49

Volumen von Riemannschen Marigfaltigkeiten
von Synge
Satz
W(t)
Weingarten-Abbildung
Zentrum von G
Zentrum von
zweite Fundamentalform
zweite Fundamentalmatrix zu f

22

114
49

87
87

11



