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Erinnerung  

 

¶ Eine semi-Riemannsche Metrik Ὣ auf einer Mannigfaltigkeit ὓ assoziiert (auf glatte Wei-

se) zu jedem ὴɴ ὓ eine symmetrische, nicht entartete Bilinearform Ὣὴ:Ὕὴὓ× Ὕὴὓᴼᴙ. 

Schreibe auch ộὢ,ὣỚ statt Ὣὢ,ὣ. 

¶ Der Levi-Civita-Zusammenhang ɳ  auf ὓ,Ὣ erfüllt:  

  

1)  ɳist ein Zusammenhang ( ὢɳὣ ist ꞈὓ -linear in ὢ, ᴙ-linear in ὣ und es ist 

ὢɳὪὣ= ὢὪὣ+ Ὢɳὢὣ). 

2)  ɳist torsionsfrei ( ὢɳὣ ὣɳὢ= ὢ,ὣ). 

3)  ɳist metrisch (ὢộὣ,ὤỚ= ộɳὢὣ,ὤỚ+ ộὣ, ὢɳὤỚ). 

 

ȣ ÕÎÄ ÉÓÔ ÄÁÄÕÒÃÈ ÅÉÎÄÅÕÔÉÇ ÂÅÓÔÉÍÍÔȢ 

¶ Riemannscher Krümmungstensor zu ὓ,Ὣ: 

 

Ὑὢ,ὣὤḧ ὢɳɳ ὣὤ ὣɳɳ ὢὤ ὢɳ,ὣὤ, 

 

ist ꞈὓ -linear in ὢ,ὣ,ὤ, also ein Tensorfeld vom Typ 1,3 . 

¶ Sind „= span ὢ,ὣṒὝὴὓ 2-dimensional sowie nicht entartet (genau dann, wenn 

Ὣὴ „᷄×„ nicht entartet) und ὗὢ,ὣ ḧộὢ,ὢỚộὣ,ὣỚ ộὢ,ὣỚ2, so heißt ὑ„ḧ
ộὙὢ,ὣὣ,ὢỚ

ὗὢ,ὣ
 

die Schnittkrümmung von „, ist wohldefiniert. 

¶ 
ric ὢ,ὣ ḧ tr Ὑẗ,ὢὣ Tensorfeld vom Typ 0,2 , symmetrisch ,

Ric ὢ definiert durch ric ὢ,ẗ= ộRic ὢ,ẗỚ Tensorfeld vom Typ 1,1
 heißen Ricci-

Tensor . scalḧ tr Ric ᶰꞈὓ  heißt Skalarkrümmung. 

¶ Ist Ὡ1 ,ȣ,Ὡὲ ṒὝὴὓ eine Orthonormalbasis (genau dann, wenn für alle Ὥ Ὦ gilt 

ộὩὭ,ὩὮỚ= 0 und ộὩὭ,ὩὭỚ= :‐Ὥᶰ ± 1 ), so gilt  

 

ricὴὢ,ὣ = ‐ὭẗộὙὩὭ,ὢὣ,ὩὭỚ

Ὥ

 und 

scal ὴ = ‐ὭẗộRicὴὩὭ,ὩὭỚ

Ὥ

= ‐Ὥẗric ὩὭ,ὩὭ
Ὥ

 

= ‐Ὥẗ‐ὮẗộὙὩὮ,ὩὭὩὭ,ὩὮỚ

Ὥ,Ὦ

= 2ẗ ὑspan ὩὭ,ὩὮ
Ὥ<Ὦ

. 

¶ Ist Ὡ1 =
ὢ

ᴁὢᴁ
, dann ist  

 

ộRicὴὢ,ὢỚ= ricὴὢ,ὢ = ‐ὭộὙὩὭ,ὢὢ,ὩὭỚ

ὲ

Ὥ= 2

= ộὢ,ὢỚẗ ὑspan ὢ,ὩὭ

ὲ

Ὥ= 2

. 

 

Insbesondere gilt: Ist ὢ ein Eigenvektor zu Ricὴ, so ist der zugehörige Eigenwert 

В ὑspan ὢ,ὩὭ
ὲ
Ὥ= 2 . 
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Kapitel I: Krümmung von Untermannigfaltigkeiten und Flächen in ᴙ3 

1 Gauß-Gleichung und isometrische Immersion  

Notation  

 

Im Folgenden seien ὔ,Ὤ eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, ὓṒὔ eine Untermannig-

faltigkeit , auf der Ὤ eine semi-Riemannsche Metrik Ὣ induziert , ɳ  der Levi-Civita-Zusammenhang 

von ὔ,Ὤ und ɳ  der Levi-Civita-Zusammenhang von ὓ,Ὣ. 

Erinnerung  

 

Es gilt ɳ ὢὴὣ= ὢɳὴ
ὣ
Ὕ
, wobei ẗὝ den Anteil in Ὕὴὓ bezüglich der Zerlegung  

Ὕὴὔ= Ὕὴὓṥ Ὕὴὓ
Ṷ bezüglich Ὤὴ

 für ὢὴᶰὝὴὓ und ὣᶰםὓ  bezeichnet. 

1.1 Defi nition (zweite Fundamentalform  

 

Für ὢ,ὣᶰםὓ  definieren wir ὍὍὢ,ὣ durch ɳ ὢὴὣ= ὢɳὴὣ+ ὍὍὴὢ,ὣ, d. h.  

ὍὍὴὢ,ὣ = ὢɳὴ
ὣ
Ṷ
ᶰ Ὕὴὓ

Ṷ
ᶰὝὴὔ. ὍὍ heißt zweite Fundamentalform. 

1.2 Lemma  

 

i) ὍὍὴὢ,ὣ hängt von ὢ,ὣᶰםὓ  nur via ὢὴ,ὣὴ, = :ὍὍὴὢὴ,ὣὴ  ab. 

ii)  ὍὍὴὢ,ὣ = ὍὍὴὣ,ὢ.  

 

Also ist ὍὍ eine glatte Familie von symmetrischen bilinearen Abbildungen Ὕὴὓ× Ὕὴὓᴼ Ὕὴὓ
Ṷ
. 

Beweis  

 

i) 

 

Klar für ὢ. 

 

Für ὣ: 

 

Sei ’ὴᶰ Ὕὴὓ
Ṷ
 beliebig. Setze ’ fort auf einer offenen Umgebung Ὗ von ὴ in ὓzu einer glatten 

Abbildung ’:ὟᴼὝὔ so, dass für alle ήɴ Ὗ ’ήᶰ Ὕήὓ
Ṷ
 ist. Dann gilt 

 

ộὍὍὴὢ,ὣ,’ὴỚὬ= ộɳὢὣ,’ὴỚ =
 ɳmetrisch

ὢὴộὣ,’Ớ
ḳ0

ộὣὴ, ὢɳὴ’Ớ. 

 

Dies hängt von ὣ nur via ὣὴ ab. Weil ’ὴ beliebig war, folgt die Behauptung. 
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ii)  

 

ὍὍὴὢ,ὣ ὍὍὴὣ,ὢ = ὢɳὴὣ ὣɳὴὢ
Ṷ

=
torsionsfrei

ὢ,ὣὴ
Ὕɴὴὓ

Ṷ= 0. 

 

1.3 Satz (Gauß -Gleichung für den Krümmungstensor ) 

 

Seien Ὑ,Ὑ die Riemannschen Krümmungstensoren zu ὔ,Ὤ bzw. (ὓ,Ὣ) . Dann gilt für alle 

ὢ,ὣ,ὤ,ὠᶰὝὴὓ mit  der Notation ộẗ,ẗỚ für Ὤ bzw. Ὣ 

 

ộὙὢ,ὣὤ,ὠỚ= ộὙὢ,ὣὤ,ὠỚ+ ộὍὍὣ,ὤ,ὍὍὢ,ὠỚ ộὍὍὢ,ὤ,ὍὍὣ,ὠỚ. 

Beweis 

 

Setze ὢ,ὣ,ὤ fort zu ὢ,ὣ,ὤᶰםὓ  

 

¶  

ộɳὢ ὣɳὤ,ὠỚ= ộɳὢɳ ὣὤ,ὠỚ+ ộɳὢὍὍὣ,ὤ,ὠỚ 

=
 ɳmetrisch

ὠ tangential an ὓ
ộɳὢɳ ὣὤ,ὠỚ+ ὢộὍὍὣ,ὤ,ὠ

= 0

Ớ ộὍὍὣ,ὤ

ᶰὝὴὓ
Ṷ

, ὢɳὠỚ 

= ộɳὢɳ ὣὤ,ὠỚ ộὍὍὣ,ὤ,ὍὍὢ,ὠỚ. 

¶  

ộɳὣɳ ὢὤ,ὠỚ =
analog

ộɳὣɳ ὢὤ,ὠỚ+ ộὍὍὢ,ὤ,ὍὍὣ,ὠỚ. 

¶   

ộɳὢ,ὣὤ,ὠỚ =
ὠ tangential an ὓ

ộɳὢ,ὣὤ,ὠỚ. 

 

Addieren und Umstellen liefert die Behauptung. 

 

1.4 Satz (Codazzi -Gleichung ) 

 

In der Situation von Satz 1.3 gilt  

 

Ὑὢ,ὣὤ
Ṷ

= ὢɳ
ṶὍὍὣ,ὤ ὣɳ

ṶὍὍὢ,ὤ, 

 

wobei ὢɳ
ṶὍὍὣ,ὤ ḧ ὢɳὍὍὣ,ὤ

Ṷ
ὍὍɳ ὢὣ,ὤ ὍὍὣ, ὢɳὤ  der kanonische Zusammen-

hang auf dem ȵ.ÏÒÍÁÌÅÎÂİÎÄÅÌȰ ist (für Fortsetzungen von ὣ,ὤ zu ὣ,ὤᶰםὓ  ist die rechte 

Seite ꞈ ὓ -linear in ὣ und ὤ, also hängt sie von ὣ,ὤ nur via ὣὴ,ὤὴ ab.) 
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Beweis 

 

¶   

ὢɳɳ ὣὤ
Ṷ

= ὢɳὍὍὣ,ὤ
Ṷ

+ ὢɳɳ ὣὤ
Ṷ
 

= ὢɳὍὍὣ,ὤ
Ṷ

+ ὍὍὢ, ὣɳὤ. 

¶   

ὣɳɳ ὢὤ
Ṷ

= ὣɳὍὍὢ,ὤ
Ṷ
ὍὍὣ, ὢɳὤ. 

¶   

ὢɳ,ὣὤ
Ṷ

= ὍὍὢ,ὣ,ὤ 

=
 ɳtorsionsfrei

ὍὍɳ ὢὣ,ὤ + ὍὍɳ ὣὢ,ὤ. 

 

Addieren liefert die Behauptung 

 

Notation  

 

Im Folgenden gelte zusätzlich dimὓ= dimὔ 1, d. h. (ὓ,Ὣ)  ist eine semi-Riemannsche Hyper-

fläche in (ὔ,Ὤ) . 

1.5 Bemerkung  

 

i) Sei ὴɴ ὓ. Dann gibt es eine offene Umgebung ὟṒὓ von ὴ in ὓ so, dass ein glattes 

Einheitsnormalenfeld ’ auf Ὗ existiert, d. h. ’:ὟᴼὝὓ ist glatt und für alle ήɴ Ὗ ist 

’ήᶰ Ὕήὓ
Ṷ
 und ộ’ή,’ήỚ= ‐ɴ {± 1}. 

ii)  Ist ’ήᶰ Ὕήὓ
Ṷ
 und ộ’ή,’ήỚ, so gilt für alle ὢᶰὝὴὓ: ɳ ὢ’ɴ Ὕὴὓ, weil  

ộɳὢ’,’Ớ =
 ɳmetrisch 1

2
ẗὢẗộ’,’Ớ

ḳ konstant

= 0 ist. 

1.6 Definition (Weingarten -Abbildung ) 

 

Sei ’ ein glattes Orthonormalfeld auf einer offenen Umgebung ὟṒὓ von ὴ. Dann heißt  

 

Ὓὴḧ ẗɳ’:Ὕὴὓ
1.5
Ὕὴὓ 

 

die zugehörige Weingarten-Abbildung. Ὓ ist ein Endomorphismenfeld auf Ὗ (d. h. ein Tensorfeld 

vom Typ (1,1)). Ὓ ändert sein Vorzeichen bei Wahl von ɀ’ statt ’ (wir können nur ’ oder ’ als 

Einheitsnormalenfeld wählen). Ὓ ist also nur bis auf das Vorzeichen eindeutig definiert.  
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1.7 Lemma  

 

i) Für alle ὢ,ὣᶰὝὴὓ ist  

 

ộὍὍὴὢ,ὣ,’ὴỚ= ộɳὢὣ,’ὴỚ =
 ɳmetrisch

ὢὴộὣ,’Ớ
= 0

ộὣὴ, ὢɳὴ’Ớ= ộὛὴὢ,ὣỚ. 

 

(In der Rechnung wird ὣ zu ὣᶰםὓ  fortgesetzt). Also ist Ὓ eine Familie von sym-

metrischen Endomorphismen auf Ὗ. 

ii)  Ist ‐= ộ’,’Ớɴ ± 1 , so gilt wegen i) 

 

ὍὍὴὢ,ὣ = ‐ộὍὍὴὢ,ὣ,’ὴỚ’ὴ=
i)
‐ẗộὛὴὢ,ὣỚẗ’ὴ. 

 

Insbesondere gilt für alle ὢ,ὣ,ὤ,ὠᶰὝὴὓ 

 

ộὍὍὴὣ,ὤ,ὍὍὴὢ,ὠỚ= ‐ẗộὛὴὣ,ὤỚẗộὛὴὢ,ὠỚ. 

1.8 Korollar (Gauß -Gleichung für Hyperflächen ) 

 

Seien ’,‐,Ὓ wie eben. 

 

i) Für alle ὢ,ὣ,ὤ,ὠᶰὝὴὓ ist  

 

ộὙὢ,ὣὤ,ὠỚ= ộὙὢ,ὣὤ,ὠỚ+ ‐ẗộὛὴὣ,ὤỚẗộὛὴὢ,ὠỚ ộὛὴὢ,ὤỚẗộὛὴὣ,ὠỚ, 

 

ist unabhängig von der Wahl von ’. Also gilt 

 

Ὑὢ,ὣὤ= Ὑὢ,ὣὤ
Ὕ

+ ‐ẗộὛὴὣ,ὤỚẗὛὴὢ ộὛὴὢ,ὤỚẗὛὴὣ. 

ii)  Sind span ὢ,ὣ = :„ṒὝὴὓ ein 2-dimensionaler nichtentarteter linearer Unterraum 

und ὑ„,ὑ„ die zugehörige Schnittkrümmung in ὔ,Ὤ bzw. ὓ,Ὣ, so gilt  

 

ὑ„ = ὑ„+ ‐ẗ
ộὛὴὢ,ὢỚẗộὛὴὣ,ὣỚ ộὛὴὢ,ὣỚ2

ὗὢ,ὣ
 

 

mit ὗὢ,ὣ = ộὢ,ὢỚẗộὣ,ὣỚ ộὢ,ὣỚ2. 

iii)  Ist ὔ,Ὤ = ᴙ3,Standard-Metrik , so gilt 

 

ὑὴ = ὑὝὴὓ = ὑὝὴὓ

= 0, weil

Ὑ= 0

+ 1ẗ
ộὛὴὢ,ὢỚẗộὛὴὣ,ὣỚ ộὛὴὢ,ὣỚ2

1
wähle ὢ,ὣ als Orthonormalbasis von Ὕὴὓ

= det Ὓὴ . 
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1.9 Beispiele (Krümmungstensor von (S n,Standard -Metrik) und h yperbolischer Raum 

(H n,g)) 

 

i) Sei ὓ,Ὣ = Ὓὲ,Standard-Metrik Ṓ ᴙὲ+ 1,Standard-Metrik = ὔ,Ὤ . Hier ist 

Ὑ= 0 für ᴙὲ+ 1,Standard-Metrik  (siehe Analysis und Geometrie auf Mannigfaltig-
keiten IV.12.14.i) ). Setze für alle ὴɴ Ὓὲ ’ὴ= ὴ. Es ist  

Ὓὴ= ẗɳ’
Id

ὴ= Ὠ’ὴ= ὨIdὴ= IdὝὴὛὲ  (in ᴙὲ+ 1,Standard-Metrik  ist 

ὢɳὣ= Ὠὣὢ) und ‐= 1. Also ist  

 

Ὑὢ,ὣὤ =
1.8.i)

0 + 1ẗộὣ,ὤỚẗ ὢ ộὢ,ὤỚẗ ὣ = ộὣ,ὤỚẗὢ ộὢ,ὤỚẗὣ. 

 

Insbesondere gilt für alle 2-dimensionalen „ṒὝὴὌ
ὲ ὑ„ = 1 (per Definition und 

Formel für Ὑ oder mit Korollar 1.8.ii) ). 

ii)  Seien ὓ,Ὣ = Ὄὲ

obere Zusammenhangskomponente

von ὴɴ ᴙὲ+ 1᷄᷄ ὦὴ,ὴ= 1

,Ὣ Ṓ ᴙὲ+ 1, ὦ
Minkowski-Metrik

ὢ,ὣᵐ ὢ0ὣ0+ὢ1ὣ1+Ễ+ὢὲὣὲ

, 

Ὑ= 0, ’ὴ= ὴ ein Einheitsnormalenfeld und Ὓὴ= IdὝὴὌὲ (genau wie in i)). Also gilt 

diesmal wegen ‐= 1 : Ὑὢ,ὣὤ= ộὣ,ὤỚẗὢ+ ộὢ,ὤỚẗὣ  und für alle 2-

dimensionalen „ṒὝὴὌ
ὲ ὑ„ = 1. 

12.04.2012 

1.10 Korollar (Codazzi -Gleichung für Hyperflächen ) 

 

Seien ’,‐,Ὓ wie in Definition 1.6, Lemma 1.7 und Korollar 1.8. Dann gilt für alle  

ὢ,ὣ,ὤᶰὝὴὓ: 

 

Ὑὢ,ὣὤ
Ṷ

= ‐ẗộɳ ὢὛὣ ὣɳὛὢ,ὤỚẗ’ὴ, 

 

wobei ὢɳὛὣḧ ὢɳὛὣ Ὓ( ὢɳὣ)  ist. (für ὣ beliebig fortgesetzt zu ὣᶰם(ὓ) hängt die rechte 

Seite von ὣ nur via ὣὴ ab.) Vergleiche ɳ  von Tensorfeldern aus einer Übungsaufgabe der Analysis 

und Geometrie auf Mannigfaltigkeiten. 

Beweis 

 

ὢɳ ὍὍὣ,ὤ
Ṷ
ὍὍɳ ὢὣ,ὤ ὍὍὣ, ὢɳὤ 

=
1.7.i)

ὢɳ‐ẗộὛὣ,ὤỚẗ’
Ṷ
‐ẗộὛ ὢɳὣ,ὤỚẗ’ ‐ẗộὛὣ, ὢɳὤỚẗ’ 

= ‐ẗὢẗộὛὣ,ὤỚẗ’+ 0

ὢɳ’ tangential an ὓ

‐ẗộὛ ὢɳὣ,ὤỚẗ’ ‐ẗộὛὣ, ὢɳὤỚẗ’ 

= ‐ẗộɳὢὛὣ,ὤỚ+ ộὛὣ, ὢɳὤỚ ộὛ ὢɳὣ,ὤỚ ộὛὣ, ὢɳὤỚẗ’ 

= ‐ẗộɳ ὢὛὣ,ὤỚẗ’. 
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Notation  

 

Im Folgenden seien ὓ,Ὣ,(ὔ,Ὤ) zwei beliebige semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten (also 

eventuell ὓṔὔ). 

1.11 Definition (isometrische Immersion ) 

 

Eine glatte Abbildung Ὢ: ὓ,Ὣ ᴼ(ὔ,Ὤ) heißt isometrische Immersion genau dann, wenn Ὢ eine 

Immersion ist und für alle ὢ,ὣᶰὝὴὓ und ὴɴ ὓ gilt ộὨὪὴὢ,ὨὪὴὣỚὬὪὴ = ộὢ,ὣỚὫὴ. 

1.12 Bemerkung  

 

i) Die Situation aus Definition 1.1 bis Korollar 1.10 lässt sich als Spezialfall interpretie-

ren. Dort gilt ὪḧὭ:ὓᵔὔ, wobei Ὥ die Inklusionsabbildung ist. 

ii)  Sei ὴɴ ὓ. Wir wissen aus der Analysis und Geometrie auf Mannigfaltigkeiten (für 

Immersionen): Es existiert eine offene Umgebung ὡṒὓ von ὴ so, dass Ὢὡ Ṓὔ 

eine Untermannigfaltigkeit und Ὢ ὡ᷄:ὡ ᴼὪ(ὡ)  ein Diffeomorphismus ist. Hier ist 

also Ὢ: ὡ,Ὣ ᴼ(Ὢὡ ,die von Ὤ induzierte semi-Riemannsche Metrik) eine Isomet-

rie. 

1.13 Korollar (Gaußgleichung für isometrische Immersionen ) 

 

Sei Ὢ: ὓ,Ὣ ᴼ(ὔ,Ὤ) eine isometrische Immersion. Seien ὴ,ὡ wie in Bemerkung 1.12.ii) . Dann 

folgt aus Satz 1.3 und Korollar 1.8 (mit IV.12.13 aus der Analysis und Geometrie auf Mannigfal-

tigkeiten) 

 

i) Mit ὍὍὪὢ,ὣ ḧὍὍὪὴ ὨὪὴὢ,ὨὪὴὣ ᶰ ὝὪὴὪὡ
Ṷ

= ὨὪὴὝὴὓ
Ṷ

 für ὢ,ὣᶰὝὴὓ 

und für alle ὢ,ὣ,ὤ,ὠᶰὝὴὓ gilt  

 

ộὙὢ,ὣὤ,ὠỚ= ộ Ὑ
auf Ὢὡ

ὨὪὴὢ ,ὨὪὴὣὨὪὴὤ,ὨὪὴὠỚ 

= ộὙὨὪὴὢ,ὨὪὴὣὨὪὴὤ,ὨὪὴὠỚ+ ộὍὍ
Ὢὣ,ὤ,ὍὍὪὢ,ὠỚ ộὍὍὪὢ,ὤ,ὍὍὪὣ,ὠỚ. 

ii)  Sind dimὓ= dimὔ 1, ’ ein lokales Einheitsnormalenfeld zu Ὢὡ , 

‐= ộ’,’Ớɴ {± 1}  und Ὓ  die zu ’ gehörende Weingarten-Abbildung. Setze 

Ὓὴ
Ὢ
ḧ ὨὪὴ

1
ὛʐὪὴ ὨʐὪὴ, so gilt  

 

ộὙὢ,ὣὤ,ὠỚ 

= ộὙὨὪὴὢ,ὨὪὴὣὨὪὴὤ,ὨὪὴὠỚ+ ‐ẗộὛ
Ὢὣ,ὤỚẗộὛὪὢ,ὠỚ ‐ẗộὛὪὢ,ὤỚẗộὛὪὣ,ὠỚ. 

 

Für nicht entartete „= span ὢ,ὣṒὝὴὓ  folgt 

ὑ„ = ὑὨὪὴ„ + ‐ẗ
ộὛὪὢ,ὢỚẗộὛὪὣ,ὣỚộὛὪὢ,ὣỚ2

ὗὢ,ὣ
. 

iii)  Sind dimὓ= 2 und ὔ,Ὤ = ᴙ3,Standard-Metrik , so gilt  

ὑὴ = det Ὓὴ
Ὢ

= det ὛὪὴ . 
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1.14 Korollar (Codazzi -Gleichung für isometrische Immersionen  von Hyperflächen ) 

 

In der Situation von Korollar 1.13.ii)  folgt aus Korollar 1.10 (und aus IV.7.11 (Isometrien respek-

tieren Levi-Civita-Zusammenhänge) aus der Analysis und Geometrie auf Mannigfaltigkeiten):  

 

Für alle ὢ,ὣ,ὤ gilt  

 

ὙὨὪὴὢ,ὨὪὴὣὨὪὴὤ
Ṷ

= ‐ẗộɳ ὢὛ
Ὢὣ ὣɳὛ

Ὢὢ,ὤỚẗ’Ὢὴ  . 

 

Insbesondere gilt: Sind ὔ= ᴙὲ, Ὤ eine konstante semi-Riemannsche Metrik auf ᴙὲ (also Ὑ= 0), 

so ist für alle ὢ,ὣᶰὝὴὓ ὢɳὛ
Ὢὣ= ὣɳὛ

Ὢὢ. (Sind Ὢ= Ὥ und ὓṒὔ eine Untermannigfaltig-

keit, so ist für alle ὢ,ὣᶰὝὴὓ ὢɳὛὣ= ὣɳὛὢ.) 

Beweis zur ersten Aussage 

 

Setze ὢ,ὣ,ὤ fort zu ὢ,ὣ,ὤᶰםὓ . Seien ὢ,ὣ,ὤ die dazu Ὢ-verwandten Vektorfelder auf Ὢὡ , 

also ist ὢὪὴ = ὨὪὴὢὴ,ὣὪὴ = ὨὪὴὣὴ und ὤὪὴ = ὨὪὴὤὴ. IV.7.1 aus der Analysis und Geometrie 

auf Mannigfaltigkeiten liefert: ɳ ὢὣ ist Ὢ-verwandt zu ɳ ὢὣ, bei uns ist außerdem ὛὪὣ ist Ὢ-

verwandt zu Ὓὣ, also auch 

 

ὢɳ Ὓ
Ὢὣ ist Ὢ-verwandt zu ɳ ὢὛὣ

ὛὪ ὢɳὣ ist Ὢ-verwandt zu Ὓ ὢɳὣ
ᵼ ὢɳὛ

Ὢὣ ist Ὢ-verwandt zu ὢɳὛὣ, 

 

daher ist ộɳ ὢὛὣ,ὤỚ= ộɳ ὢὛ
Ὢὣ,ὤỚ. Also folgt die Behauptung aus Korollar 1.10. 

 

Notation  

 

Im Folgenden seien ὔ,Ὤ eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und ὓṒὔ eine Unterman-

nigfaltigkeit. 

1.15 Definition (totalgeodätische Untermannigfaltigkeit ) 

 

ὓ heißt totalgeodätische Untermannigfaltigkeit von ὔ,Ὤ genau dann, wenn für jede tangential 

an ὓ startende Geodätische ὧ:ὍO ὔ,Ὤ, d. h. mit ὧ0 ᶰὓ und ὧ0 ᶰὝὧ0 ὓ, gilt : ὧὍṒὓ. 

1.16 Proposition  

 

Wenn die Untermannigfaltigkeit ὓṒὔ die Fixpunktmenge einer Isometrie Ὢ: ὔ,Ὤᴼ ὔ,Ὤ 

ist, also wenn ὓ= ὴɴ ὔ᷄᷄Ὢὴ = ὴ  ist, dann ist ὓ totalgeodätisch. 



Kapitel I: Krümmung von 
Untermannigfaltigkeiten und Flächen in ᴙ3 

2 Flächen in ᴙ3 

 

10 

Beweis  

 

Sei ὧ:ὍO ὔ,Ὤ eine Geodätische mit ὧ0 ᶰὓ und ὧ0 ᶰὝὧ0 ὓ. Dann ist Ὢʐ ὧ ebenfalls eine 

Geodätische (siehe Analysis und Geometrie auf Mannigfaltigkeiten) mit Anfangsvektor 

ὨὪὧ0 ὧ0 . Wähle eine Kurve ὥ: ‐,‐ᴼὓ mit ὥ0 = ὧ0  und ὥ0 = ὧ0 . Dann ist 

Ὢʐ ὥ= ὥ, also ist ὨὪὥ0 ὥ0 = ὥ0 , d. h. ὨὪὧ0 ὧ0 = ὧ0 . Also ist Ὢʐ ὧ= ὧ. Also verläuft ὧ in 

ὓ. 

 

1.17 Proposition  

 

Ist ὓṒ ὔ,Ὤ eine totalgeodätische Untermannigfaltigkeit und induziert Ὤ auf ὓ eine semi-

Riemannsche Metrik Ὣ, so gilt: 

 

i) ὍὍ= 0 für die zugehörige zweite Fundamentalform. 

ii)  Sind dimὓ= dimὔ 1, ’ ein lokales Einheitsnormalenfeld und Ὓ die zugehörige 

Weingarten-Abbildung, so ist Ὓ= 0. 

Beweis  

 

i) 

 

Sei ὢὴᶰὝὴὓ. Weil ὍὍὴ symmetrisch ist, reicht es zu zeigen: ὍὍὢὴ,ὢὴ = 0. Sei ‎:ὍO ὓ,Ὣ die 

maximale Geodätische mit ‎0 = ὢὴ und ‎0 = ὴ. Weil ὓ totalgeodätisch ist, muss ‎ auch 

schon eine Geodätische in ὔ,Ὤ  sein, also gilt 
Ὀ

Ὠὸ
‎ḳ0 . Insbesondere ist 0 =

Ὀ

Ὠὸ
‎0 =

‎ɳ0 ὢ
ɴם(ὓ)

= ὢɳὴὢ mit ὢ‎ὸ = ‎ὸ für kleine ὸ, also ist auch ὍὍὢὴ,ὢὴ = ὢɳὴὢ
Ṷ

= 0. 

 

ii)  

 

Folgt aus i) und ὍὍὢ,ὣ = ‐ẗộὛὢ,ὣỚẗ’ (siehe Lemma 1.7). 

 

2 Flächen in ᴙ3 

Notation  

 

Im Folgenden sei immer ὟṒᴙ2 offen und Ὢ:Ὗᴼᴙ3 eine (glatte) Immersion. 
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2.1 Bemerkung  

 

i) Für jedes ό0 ᶰὟ existiert eine offene Umgebung ὡṒὟ von ό0so, dass Ὢὡ Ṓᴙ3 

eine Untermannigfaltigkeit und Ὢ ὡ᷄:ὡ ᴼὪὡ  ein Diffeomorphismus ist. 

ii)  Beispiel: Sind ὓṒᴙ3 eine Untermannigfaltigkeit und ὼ: ὠ
Ṓὓ

ᴼ ὠᴂ

Ṓᴙ3

 eine Karte von ὓ, 

so ist Ὢḧὼ 1:ὠᴂO ὠṒὓṒᴙ3  eine Immersion, sogar ein Diffeomorphismus auf 

das Bild. 

iii)  Auf ὟṒᴙ2 definieren wir eine Riemannsche Metrik Ὣ per  

Ὣό ὢ
Ὕɴόᴙ

2ḳᴙ2

,ὣ ḧộὨὪόὢ,ὨὪόὣỚStandardskalarprodukt auf ᴙ3 . Damit wird  

Ὢ: Ὗ,Ὣ ᴼ ᴙ3,Standard-Metrik  eine isometrische Immersion. 

2.2 Definition (erste  Fundamentalmatrix zu f , Gauß-Abbildung zu f  und zweite Fu n-

damentalma trix zu f ) 

 

i) Für όɴ Ὗ sei  

 

ὫὭὮό
Ὥ,Ὦ= 1,2

ḧ ὫὩὭ,ὩὮ
Ὥ,Ὦ= 1,2

= ộὨὪόὩὭ,ὨὪόὩὮỚὭ,Ὦ= 1,2
 

= ộ‬ὭὪό,‬ὮὪόỚὭ,Ὦ= 1,2
ᶰMat 2,2,ᴙ . 

 

ὫὭὮ :Ὗᴼ Mat 2,2,ᴙ  heißt erste Fundamentalmatrix zu Ὢ. (Das ist die erste Fun-

damentalform aus der Analysis und Geometrie auf Mannigfaltigkeiten zu Ὣ und zur 

Karte Id:ὟᴼὟ.) 

ii)  ὔ:Ὗᴼᴙ3 mit ὔό =
‬1Ὢό×‬2Ὢό

ᴁ‬1Ὢό×‬2Ὢόᴁ
 heißt Gauß-Abbildung zu Ὢ. Es gilt  

ὔόṶBild ὨὪό  und ᴁὔόᴁ= 1. 

iii)  Sei ὬὭὮό
Ὥ,Ὦ= 1,2

ḧ ộὨὔόὩὭ,ὨὪόὩὮỚὭ,Ὦ= 1,2
= ộ‬Ὥὔό,‬ὮὪόỚὭ,Ὦ= 1,2

. 

ὬὭὮ :Ὗᴼ Mat 2,2,ᴙ  heißt zweite Fundamentalmatrix zu Ὢ. 

 

18.04.2012 
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2.3 Bemerkung (Beziehungen zu den Begriffen aus Kapitel 1) 

 

Sei ὡṒὟ so, dass Ὢὡ Ṓᴙ3 eine Untermannigfaltigkeit und Ὢ᷄ὡ:ὡᴼὪὡ  ein Diffeomor-

phismus ist. Dann gilt  

 

i) ’ḧὔᶼὪ᷄ὡ
1:Ὢὡ ᴼᴙ3 ist ein glattes Einheitsnormalenfeld zu Ὢὡ . 

ii)  Sei ὴ= Ὢό. Dann ist 

 

ὬὭὮό = ộὨὔόὩὭ,ὨὪόὩὮỚ 

= ộὨ ’ὴ
wie in i)

ὨὪόὩὭ,ὨὪόὩὮỚ 

=
mit Ὓὴ wie in I

ộὛὴὨὪόὩὭ,ὨὪόὩὮỚ

= ᶻ

 

=
I,1.7
ộὍὍὴὨὪόὩὭὨὪόὩὮ , ’ὴ

=ὔό

Ớ 

für die zweite Fundamentalform zu Ὢὡ . 

 

Es ist ὬὭὮό = ᶻ= ộὨὪόὛό
Ὢ
ὩὭ,ὨὪόὩὮỚ= ὫὛό

Ὢ
ὩὭ,ὩὮ .  Insbesondere ist für alle 

Ὥ,Ὦɴ 1,2  

 

ὍὍὴὨὪόὩὭ,ὨὪόὩὮ = ὬὭὮόẗὔό. 

 

(Aber Vorsicht: ὩὭ,ὩὮ  ist eventuell keine Ὣό-Orthonormalbasis.) 

2.4 Lemma  

 

i) ὬὭὮό = ộ‬ὭὮὪό,ὔόỚ= ὬὮὭ(ό),  

da ὬὭὮό = ộ‬Ὥὔό,‬ὮὪόỚ= ‬Ὥộὔ,‬ὮὪỚ

ḳ0

+ ộὔό,‬ὭὮὪόỚ ist. 

ii)  Sind Ὢ ὡ᷄ṒὟ ein Diffeomorphismus auf sein Bild, όᶰὡ, ὴ= Ὢό, ’= ὔᶼὪ᷄ὡ
1 

und Ὓὴ die zu ’ gehörige Weingarten-Abbildung in ὴ. Dann ist die Matrix von Ὓὴ be-

züglich der Basis ‬1Ὢό,‬2Ὢό  ist ὫὭὮό
1ẗὬὭὮό . Insbesondere ist also 

ὑὴ =
1.8.iii )

det Ὓὴ =
det ὬὭὮ

det ὫὭὮ
(ό) . 



Kapitel I: Krümmung von 
Untermannigfaltigkeiten und Flächen in ᴙ3 

2 Flächen in ᴙ3 

 

13 

Beweis zu ii) 

 

Sei ίὭὮό
Ὥ,Ὦ= 1,2

 die gesuchte Matrix. Dann gilt 

 

ὬὭὮό =
i)
ὬὮὭό = ộὛὴ ‬ὮὪό ,‬ὭὪόỚ= ộ ίὯὮό‬ὯὪό

2

Ὧ= 1

,‬ὭὪόỚ= ὫὭὯόίὯὭὪό

2

Ὧ= 1

, 

 

also ist 

 

ὬὭὮό = ὫὭὮό ẗίὭὮό . 

 

2.5 Definition (Hauptkrümmungen  und mittlere Krümmung ) 

 

Wir haben dieselbe Situation wie oben und es sei ὓḧὪὡ .  

 

i) Die Eigenwerte ‖1,‖2  von Ὓὴ:ὝὴὓᴼὝὴὓ heißen Hauptkrümmungen von ὓ in ὴ 

oder Hauptkrümmungen zu Ὢ in ό. 

ii)  Ὄὴḧ
1

2
ẗtr Ὓὴ  heißt die mittlere Krümmung von ὓ in ὴ oder mitt lere Krümmung 

zu Ὢ in ό. Es ist Ὄὴ= :Ὄό =
1

2
ẗtr ὫὭὮό

1
ẗὬὭὮό . 

iii)  Schreibe auch ὑόḧὑὴ. 

2.6 Bemerkung  

 

i) Die selben Definitionen wie in 2.5 machen wir auch für Untermannigfaltigkeiten 

ὓ2 Ṓᴙ3 nach Wahl eines Einheitsnormalenfeldes um ὴ. Dabei hängt das Vorzeichen 

von Ὄὴ, ‖1 und ‖2 von der Wahl von ’ ab. 

ii)  Analog für höher dimensionale semi-Riemannsche Hyperflächen ὓὲṒ ὔὲ+ 1,Ὤ: 

Ὄὴḧ
1

ὲ
ẗtr Ὓὴ

mittlere Krümmung von ὓ in ὴ

,  ‖1,ȣ,‖ὲ
Hauptkrümmungen von ὓ in ὴ

: Eigenwerte von Ὓὴ. (Nur bis auf das 

Vorzeichen eindeutig definiert.) 
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2.7 Beispiel (Katenoid ) 

 
Sei ὓḧ ὼ,ώ,ᾀ᷄᷄ὼ2 + ώ2 = cosh2ᾀ. Sei Ὢ:ᴙ2 ᴼᴙ3 mit  

Ὢί,• = coshίẗcos•,coshίẗsin•,ί. Dann ist Ὢ eine Immersion (nachrechnen oder folgt 

unten aus det ὫὭὮί,• 0) und hat Bild Ὢ = ὓ (aber Ὢ ist nicht injektiv).  

 

Berechnung von ὫὭὮ,ὔ,ὬὭὮ,ὑ,Ὄ,‖1 und ‖2: 

 

¶ ὫὭὮ: 

Mit ‬1Ὢί,• =
sinhίẗcos•
sinhίẗsin•

1

 und ‬2Ὢί,• =
coshίẗsin•

coshίẗcos•
0

 ist 

ὫὭὮί,• = sinh2ί+ 1 0
0 cosh2ί

= cosh2ί 0
0 cosh2ί

hat det 0, also ist Ὢ eine Immersion

. 

¶ ὔ: 

Mit ‬1Ὢί,• × ‬2Ὢί,• =
coshίẗcos•
coshίẗsin•

sinhίẗcoshί

 und  

coshίẗcos•
coshίẗsin•

sinhίẗcoshί

= det ὫὭὮί,•

manchmal angenehmer auszurechnen

= cosh2ί ist  

ὔί,• =
1

cosh ί
ẗ

cos•
sin•

sinhί
. 

¶ ὬὭὮ: 

Benutze ὬὭὮ= ộ‬ὭὮὪ,ὔỚ

oft angenehmer als ‬Ὥὔ

. Mit ‬11Ὢί,• =
coshίẗcos•
coshίẗsin•

0

,  

‬12Ὢί,• =
sinhίẗsin•

sinhίẗcos•
0

 und ‬22Ὢί,• =
coshίẗcos•
coshίẗsin•

0

 ist 

ὬὭὮί,• =
1

cosh ί
ẗ

coshί 0
0 coshί

=
1 0

0 1
. 

¶ ὑί,• =
det ὬὭὮ

det ὫὭὮ
ί,• =

1

cosh4ί

brauche hierfür
ὫὭὮ  noch  nicht  zu

invertieren

 ( < 0 , 1 , = 1 ᵾ ί= 0 ).
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¶ Ὄ: 

Mit ὫὭὮό
1
ẗὬὭὮό =

1

cosh2ί
0

0
1

cosh ί

 ist Ὄί,• = 0  (bräuchte noch nicht 

‖1,‖2 auszurechnen). (Flächen mit Ὄ= 0 heißen Minimalflächen, siehe etwas später.) 

¶ ‖1,‖2: 

Die Eigenwerte von ὫὭὮ
1
ẗὬὭὮ  sind ‖1,‖2 = ±

1

cosh2ί
. 

Notation  

 

Im Folgenden sei ὓ2 Ṓᴙ3 ÅÉÎÅ 5ÎÔÅÒÍÁÎÎÉÇÆÁÌÔÉÇËÅÉÔ ɉȵohne ὪȰɊȢ 

2.8 Korollar  

 

i) Ist ὴɴ ὓ, so ist ὑὴ = det Ὓὴ = ‖1ẗ‖2

wohldefiniert ,
unabhängig von der

Wahl von ’

, wobei ‖1,‖2 die Hauptkrümmun-

gen von ὓ in ὴ sind (nach Wahl eines lokalen Einheitsnormalenfeldes ’). 

ii)  Die Hauptkrümmungen ‖1,‖2 sind max,min von ộὛὴὢ,ὢỚ᷄᷄ὢᶰὝὴὓ und ᴁὢᴁ= 1 .  

 

Beweis: 

 

Ὓὴ ist ein symmetrischer Endomorphismus von Ὕὴὓ,ộẗ,ẗỚ, hat also eine Orthonor-

malbasis ὢ1

zu ‖1

, ὢ2

zu ‖2

 aus Eigenvektoren. Ist ὢᶰὝὴὓ mit ᴁὢᴁ= 1, so existiert ein • 

so, dass ὢ= cos•ẗὢ1 + sin•ẗὢ2 ist, dann ist ộὛὴὢ,ὢỚ= cos2•ẗ‖1 + sin2•ẗ‖2 ei-

ne Konvexkombination von ‖1,‖2. 
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Bilder  

 

¶  

 
ộὨ’ὴὢ1,ὢ1Ớ> 0 ᵾ ộὛὴὢ1,ὢ1Ớ< 0, 

ộὨ’ὴὢ2,ὢ2Ớ> 0ᵾ ộὛὴὢ2,ὢ2Ớ< 0. 

 

Also ist ‖1,‖2 < 0 und ὑὴ > 0.  

ὴ ist ein elliptischer Punkt. (Bei Wahl von ɀ’ statt ’ in diesem Bild gilt ‖1,‖2 > 0 und 

ὑὴ > 0.) 

¶  

 
ộὨ’ὴὢ1,ὢ1Ớ< 0

ộὨ’ὴὢ2,ὢ2Ớ> 0
ᵼ‖1,‖2 haben verschiedene Vorzeichen und ὑὴ < 0. 

 

ὴ ist ein hyperbolischer Punkt. 

¶   

 
Ὠ’ὴὢ1 = 0

ộὨ’ὴὢ2,ὢ2Ớ> 0
ᵼeine Hauptkrümmung ist 0, die andere nicht. 

 

ὴ ist ein parabolischer Punkt. 

¶ ὴ heißt Flachpunkt, wenn ‖1 = ‖2 = 0 ist. 

’ 
ὢ1 

ὴ 

ὢ2 

’ 

ὢ1 
ὴ 

ὢ2 

’ 
ὢ1 

ὴ 
ὢ2 
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2.9 Bemerkung en 

 

Sei ὓ2 Ṓᴙ3 eine Untermannigfaltigkeit. 

 

i) ὑὴ =
ộὙὢ,ὣὣ,ὢỚ

ὗὢ,ὣ
=

ὼ ist eine Karte von ὓ

ὢ=
‬

‬ὼ1 ὴ᷄,ὣ=
‬

‬ὼ2 ὴ᷄ Ὑ1221 ὴ

det ὫὭὮό
 (gemäß der ursprünglichen Definition aus 

der Analysis und Geometrie auf Mannigfaltigkeiten). Die ὙὭὮὯὰ waren durch die ὫὭὮ 

und ihre 1. und 2. Ableitungen ausdrückbar (siehe Analysis und Geometrie auf Man-

nigfaltigkeiten). Also hängt ‖᷄Kartengebiet von ὓ nur von den Funktionen ὫὭὮ= ộ
‬

‬ὼὭ
,
‬

‬ὼὮ
Ớ 

ab. D. h.: Für Immersionen Ὢ:Ὗᴼᴙ3  hängt ὑ:Ὗᴼᴙ3 

nur von der 1. Fundamentalmatrix ὫὭὮ = ộ‬ὭὪ,‬ὮὪỚ:ὟᴼMat 2,2,ᴙ  ab , nicht von 

weiteren Eigenschaften von Ὢ. Das ist dann erstaunlich, wenn man ὑὴ= ‖1ẗ‖2  

definiert, denn ‖1,‖2 hängen von der ȰßÕħÅÒÅÎ 'ÅÏÍÅÔÒÉÅȱ ÖÏÎ ὓ ab (durch ’ und 

Ὠ’). ẗ beschreibt das Theorema Egregium von Gauß. 

 

19.04.2011 

ii)  Weil (Ὓ2,Standard-Metrik)  Gauß-Krümmung ḳ1  und (ᴙ2,Standard-Metrik)  Gauß-

Krümmung ḳ0 hat, gibt es wegen Theorema Egregium (oder allgemeiner weil laut 

Analysis und Geometrie auf Mannigfaltigkeiten Isometrien die Schnittkrümmung in-

variant lassen) keine Isometrie (=  längenerhaltende Abbildung) eines offenen Stü-

ckes von Ὓ2 auf ein offenes Stück von ᴙ2. (für Kartographen!) 

iii)  Im Gegensatz zu ὑ sind Ὄ,‖1 und ‖2 nicht invariant unter Isometrien von Flächen im 

ᴙ3. 
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Beispiel: 

 

Sei ὓḧ ὼ,0,ᾀ ὼ᷄ɴ “,“ , hat Einheitsnormalenfeld ’ḧὩ2. 

Dann ist Ὠ’= 0. Also ist für alle ὴɴ ὓ Ὓὴ= 0, insbesondere ist Ὄὴḳ0 und 

‖1,‖2 = 0 in jedem ὴɴ ὓ. 

Ὢ:ὓᴼ Standardzylinder um die ᾀ-Achse ᶺ linker Meridian = :ὓ mit Ὢὼ,0,ᾀ=

cosὼ,sinὼ,ᾀ. Ὢ ist eine Isometrie (O.K.). Aber: bezüglich des äußeren Einheits-

normalenfeldes ’ auf ὓ hat ὓ in jedem Punkt Hauptkrümmungen 1 und 0 also ist 

für alle ὴɴ ὓ Ὄὴ=
1

2
 

0.  

 

2.10 Beispiel (Helikoid ) 

 
Sei ὓ= { ὼ,ώ,ᾀᶰᴙ3 ᷄ὼ,ώᶰᴙẗcosᾀ,sinᾀ}. Mögliche Parametrisierung sind  
ὼ
ί

,ᾀ
•

ᵐ(ὼẗcosᾀ,ὼẗsinᾀ,ᾀ
•

)  oder Ὢ:ᴙ2 ᴼὓ  mit Ὢί,• = sinhίẗcos•,sinhίẗsin•,• . 

Dann ist mit ‬1Ὢί,• =
coshίẗcos•
coshίẗsin•

0

 und ‬2Ὢί,• =
sinhίẗsin•

sinhίẗcos•
1

 ist 

ὫὭὮί,• = cosh2ί 0
0 cosh2ί

= ὫὭὮί,•

aus Beispiel 2.7

Katenoid

. Nach Theorema Egregium wissen wir jetzt 

schon, ohne weiter zu rechnen, dass gilt ὑί,• = ὑί,•
Beispiel 2.7

=
1

cosh4ί
. 

 
Abbildung:  links: Katenoid und rechts: Helikoid. 

’ 

ὼ 

ὼ 

ᾀ 
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2.11 Definition (Krümmungsrichtung , Asymptotenric htung , Krümmungslinie  und 

Asymptotenlinie ) 

 
Sei ’ ein lokales Einheitsnormalenfeld zu ὓ um ὴɴ ὓ. 
 

i) Ein Vektor ὢᶰὝὴὓ heißt Krümmungsrichtung genau dann, wenn ᴁὢᴁ= 1 und ὢ ein 

Eigenvektor von Ὓὴ:ὝὴὓᴼὝὴὓ. Nach Korollar 2.8.ii)  ist dies äquivalent zu: ộὛὴὢ,ὢỚ 

ist extremal unter allen ộὛὴὣ,ὣỚ mit ᴁὣᴁ= 1. 

ii)  Ein Vektor ὢᶰὝὴὓ heißt Asymptotenrichtung genau dann, wenn ᴁὢᴁ= 1  und 
ộὛὴὢ,ὢỚ= 0 ist. 

iii)  Eine glatte Kurve ὧ:ὍO ὓ heißt Krümmungslinie genau dann, wenn für alle ὸ 

ὧὸ 0 (d. h. ὧ ist regulär) und 
ὧὸ

ᴁὧὸᴁ
 eine Krümmungsrichtung für alle ὸɴ Ὅ ist. 

 
Eine glatte Kurve ὧ:ὍO ὓ heißt Asymptotenlinie genau dann, wenn für alle ὸ 

ὧὸ 0 (d. h. ὧ ist regulär) und 
ὧὸ

ᴁὧὸᴁ
 eine Asymptotenrichtung für alle ὸɴ Ὅ ist. 

2.12 Bemerkung  

 

Sei ὧ:ὍO ὓ eine reguläre Kurve. Dann gilt 

 

i) ὧ ist eine Krümmungslinie genau dann, wenn für alle ὸɴ Ὅ gilt ’ʐ ὧ ὸ ὧ᷆ὸ (denn 

es gilt ’ʐ ὧ ὸ= Ὠ’ὧὸ ὧὸ = Ὓὧὸὧ(ὸ)). 

ii)  ὧ ist eine Asymptotenlinie genau dann, wenn für alle ὸɴ Ὅ gilt ’ʐ ὧ ὸṶὧὸ (denn 

es gilt ’ʐ ὧ ὸ= Ὠ’ὧὸ ὧὸ = Ὓὧὸὧ(ὸ)). Wegen ộ’ʐ ὧ,ὧỚḳ0 ist dies äquivalent 

zu: Für alle ὸɴ Ὅ gilt ’ὧὸ Ṷὧ(ὸ) . 

iii)  ὧ ist eine Geodätische genau dann, wenn für alle ὸɴ Ὅ gilt ’ὧὸ ὧ᷆(ὸ) . 
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2.13 Bemerkung  

 

i) Krümmungsrichtungen gibt es in jedem Punkt von ὓ, und zwar: 

o Falls ‖1 ‖2 (in ὴ): genau 4, die in 2 zueinander orthogonalen eindimensionalen 

Unterräumen liegen. 

o Falls ‖1 = ‖2: Jede Richtung ist eine Krümmungsrichtung. 

ii)  Asymptotenrichtungen gibt es genau dann, wenn ὑὴ 0 ist, und zwar: 

o Falls ὑὴ< 0: genau 4 (so, dass die Krümmungsrichtungen die Winkel zwischen 

den Asymptotenrichtungen halbieren). 

o Falls ὑὴ= 0: entweder genau 2, wenn z. B. ‖1 = 0 und ‖2 0 ist, oder jede 

Richtung ist eine Asymptotenrichtung (wenn ‖1 = ‖2 = 0 ist). 

iii)  Für eine Immersion Ὢ:Ὗᴼᴙ3 ist jede Parameterlinie ὸm Ὢὸ,ό0
2  und ὸm Ὢ(ό0

1,ὸ) 

eine Krümmungslinie genau dann, wenn ‬1Ὢ(ό)  und ‬2Ὢ(ό) Eigenvektoren für ὛὪό  

für alle όɴ Ὗ sind genau dann, wenn ὫὭὮό
1
ẗὬὭὮό  für jedes ό Diagonalge-

stalt hat. Beim Katenoid (Bsp. 2.7) war dies der Fall. Beim Helikoid nicht, denn: wä-

ren dort die ί-Linien (Geraden) Krümmungslinien, so wäre eine Hauptkrümmung in 

jedem Punkt 0, aber es war ὑ< 0. 

iv) Für Rotationsflächen sind die Meridiane und die Breitenkreise immer Krümmungsli-

nien. 

Breitenkreise: ’ʐ ὧ ὸ ist ȰÈÏÒÉÚÏÎÔÁÌȱ ɉÄȢ ÈȢ ÏÒÔÈÏÇÏÎÁÌ Úur Drehachse),  

   ’ʐ ὧ ὸᶰὝὧὸὓ, also ᷆ ὧ(ὸ). 

Meridiane:  ’ʐ ὧ(ὸ) für alle ὸ, und somit ’ʐ ὧ ὸ für alle ὸ, ist tangential an 

ÄÅÒ ȰÖÅÒÔÉËÁÌÅÎȱ %ÂÅÎÅȟ ÉÎ ÄÅÒ ÄÉÅ !ÃÈÓÅ ÕÎÄ ÄÅÒ -ÅÒÉÄÉÁÎ ÌÉÅÇÅÎȟ 

’ʐ ὧ ὸᶰὝὧ(ὸ)ὓ, also ᷆ ὧ(ὸ). 

2.14 Definition (Krümmung von c in t ) 

 

Sei ὧ:ὍO ᴙ³ eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve (d. h. für alle ὸ gilt ᴁὧὸᴁ= 1). Dann 

heißt ‖ὧὸḧᴁὧὸᴁ die Krümmung von ὧ in ὸ. (Für Kurven ὧ:ὍO ᴙ² kann man auch die (orien-

ÔÉÅÒÔÅɊ ȰÅÂÅÎÅȱ +ÒİÍÍÕÎÇ ÂÅÔÒÁÃÈÔÅÎȟ ÓÉÅÈÅ ­ÂÕÎÇÓÁÕÆÇÁÂÅ υȢɊ 
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2.15 Korollar  

 

Seien ὴɴ ὓ,ὢᶰὝὴὓ und ᴁὢᴁ= 1. Sei ὧ:ὍO ὓ eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve 

mit ὧ0 = ὴ und ὧ0 = ὢ. Dann gilt  

 

‖ὧ0 = ᴁὧ0 ᴁ 

ộὧ0 ,’ὴỚ 

= ộὧ0 ,Ὠ’ὴὧ0 Ớ 

= ộὛὴὢ,ὢỚ= :Normalenkrümmung von ὧ in 0, 

 

hängt nur von ὧ(0) und ὓ ab. Es gilt ‖ὧ0 = ộὛὴὢ,ὢỚ genau dann, wenn ὧ0 ’᷆ὴ genau dann, 

wenn 
Ὀ

Ὠὸ
ὧ0 = 0. 

 

Mit anderen Worten: Geodätische auf ὓ ÓÉÎÄ ÄÉÅ ȰÓÐÁÒÓÁÍÓÔȱ ÇÅËÒİÍÍÔÅÎ +ÕÒÖÅÎ ÁÕÆ ὓ: sind in 

jedem Punkt nur so sehr gekrümmt, wie es die jeweilige Richtung und die Gestalt von ὓ erfor-

dern. 

2.16 Definition (Normalenebene  und Normalschnitt ) 

 

Seien ὴɴ ὓ,ὢᶰὝὴὓ und ᴁὢᴁ= 1. 

 

i) Die Normalenebene zu ὓ und ὢ ist ὔὢḧὴ+ span ὢ,’ὴ .  

ii)  Ein Normalschnitt zu ὓ und ὢ ist eine Kurve ὧ: ‐,‐ᴼὓ mit: ὧ0 = ὴ,ὧ0 = ὢ 

und ὧὸᶰὔὢ᷊ὓ für alle ὸ. 

2.17 Lemma  

 

Es gibt immer einen Normalschnitt zu ὢ. 

Beweis 

 

Wähle ein ὣᶰὝὴὓ mit ὣ 0  und ὣṶὢ. Setze •:ὓᴼᴙ mit •ή= ộή ὴ,ὣỚ. Dann ist 

ὔὢ᷊ὓ= • 1 0 . Es ist Ὠ•ὴὣ = ộὣ,ὣỚ= ᴁὣᴁ2 0. Also existiert eine offene Umgebung Ὗ von 

ὴ in ὓ so, dass für alle ήɴ Ὗ gilt Ὠ•ή 0. Der Satz vom regulären Wert liefert: ὔὢ᷊Ὗ ist eine 

eindimensionale Untermannigfaltigkeit von Ὗ und ὢ ist tangential daran. Damit folgt die Be-

hauptung. 

 

2.18 Definition (ebene Krümmung von c in t , siehe auch Übungsaufg abe 5) 

 

Sei ὧ:ὍO ᴙ² eine reguläre Kurve. Dann heißt ‖ὧ
Ὡḧ

det ὧ,ὧ

ᴁὧᴁ3 (ὸ) die ebene Krümmung von ὧ in ὸ 

(ist laut Übungsaufgabe 5 invariant unter richtungserhaltenden Umparametrisierungen; falls ὧ 

nach Bogenlänge parametrisiert ist, gilt ‖ὧ
Ὡ= ±ᴁὧὸᴁ). 
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2.19 Proposition  

 

Seien ὴɴ ὓ,ὢᶰὝὴὓ,ᴁὢᴁ= 1 und ὧ: ‐,‐ᴼὓ᷊ὔὢ ein Normalschnitt zu ὓ und ὢ. Sei ’ ein 

lokales Einheitsnormalenfeld zu ὓ um ὴ. Definiere eine Orientierung auf der Ebene ὔὢ so, dass 

ὢ,’ὴ  (in dieser Reihenfolge) eine positiv orientierte Basis von Ὕὴὔὢ bilden. Dann ist die ebene 

Krümmung von ὧ in der so orientierten Ebene ὔὢ in ὸ= 0 gleich ộὛὴὢ,ὢỚ (Beweis:  

‖ὧ
Ὡ0 = det ὧ0 ,ὧ0 = ộὧ0 ,Ὀ90°ὧ0

=’ὴ

Ớ= ộὧ0 ,Ὠ’ὧ0 ὧ0 Ớ= ộὛὴὢ,ὢỚ.) Also sind die 

Hauptkrümmungen ‖1,‖2 max und min der ebenen Krümmungen von in ὴ startenden Normal-

schnitten ὧ zu ὓ (in der orientierten Ebene ὔὧ0 , wo ὧ0 ,’ὴ positiv orientiert ist).  

 

25.04.2012 

3 Minimalflächen in ᴙ3 

Zuerst einige allgemeine Vorbereitungen:  

3.1 Definition (ÚAű dɚg und Volumen von Riemannschen Mannigfa ltigkeiten ) 

 

Sei ὓὲ,Ὣ eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, •ᶰꞈὓ  erfülle • 0 und sei ὃṒὓ Lebes-

gue-messbar. 

 

i) Existiert eine Karte ὼ:ὟᴼὟᴂ von ὓ mit ὃӶṒὟ, so setzen wir 

᷿• Ὠ‗Ὣὃ
ḧ᷿ • ὼʐ 1 ẗdet ὫὭὮ  Ὠ‗ὲὼὃ

 (wobei ὫὭὮ  die 1. Fundamentalform zu ὼ 

und Ὣ ist). (Ist supp • kompakt (d. h. der Träger von •), so ist in der rechten Seite 

der Integrand über ὼὃ  integrierbar: ᷿ • ὼʐ 1 ẗdet ὫὭὮ  Ὠ‗ὲὼὃ

᷿ • ὼʐ 1 ẗdet ὫὭὮ  Ὠ‗ὲὼὃӶ᷊supp •

kompakt

< Њ.)  

Zur Wohldefiniertheit: siehe Lemma 3.3. 

ii)  Für allgemeines ὃ wähle man eine Zerlegung ὃ1,ὃ2,ȣ von ὃ mit: ὃ‘ sind Lebesgue-

messbar, paarweise disjunkt und für alle ‘ existieren ὼ‘:Ὗ‘ᴼὟ‘
ᴂ mit ὃӶ‘ṒὟ‘. Dann 

setzen wir  ᷿ • Ὠ‗Ὣὃ
ḧВ ᷿ • Ὠ‗Ὣὃ‘

‘ . 

iii)  vol ὓ,Ὣ ḧ᷿1 Ὠ‗Ὣὓ
 heißt das Volumen von ὓ,Ὣ. 

3.2 Definition (Riemannsche Volumenform ) 

 

Ist ὓὲ,Ὣ eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit, so ist die zugehörige Riemannsche 

Volumenform ‫ὫᶰЏ
ὲὓ  gegeben durch: ‫Ὣ positiv orientierte Orthonormalbasis = 1. 
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3.3 Lemma  

 

In Definition 3.1.i) wähle man eine Orientierung auf ὓ so, dass ὼ eine positiv orientierte Karte 

wird. Sei ‫ὫᶰЏ
ὲὓ  die zugehörige Riemannsche Volumenform. Dann gilt: 

 

•ẗ‫Ὣ
ὃ

ḧ • ὼʐ 1 ẗ det ὫὭὮ  Ὠ‗ὲ
ὼὃ

. 

 

Insbesondere ist die rechte Seite wohldefiniert, d. h. unabhängig von der Wahl von ὼ. 

Beweis 

 

•ẗ‫Ὣ
ὃ

= •ẗ ‫Ὣ
‬

‬ὼ1
,ȣ,

‬

‬ὼὲ

> 0, weil ὼ positiv orientiert ist

ὼʐ 1 Ὠ‗ὲ
ὼὃ

 

und ‫Ὣ
‬

‬ὼ1
,ȣ,

‬

‬ὼὲ
=

in ὴ:
Volumen des von den 

‬

‬ὼὭ᷄ὴ
 aufgespannten Parallelepipeds 

= det ὫὭὮ ὴ. 

 

3.4 Bemerkung  

 

Ist ὓὲṒᴙὯ und Ὣ die vom Standardakalarprodukt induzierte Metrik auf ὓ, so stimmen die 

Definitionen in 3.1 mit denen aus der Analysis 3 überein. 

Notation  

 

Sei jetzt wieder Ὢ:ὟṒᴙ2 ᴼᴙ3 eine Immersion. 

3.5 Definition (minimale Immersion ) 

 

i) Ὢ heißt minimale Immersion genau dann, wenn für alle όᶰὟ gilt  Ὄόḳ0 (wobei Ὄ 

die mittlere Krümmung zu Ὢ ist). 

ii)  Eine Untermannigfaltigkeit ὓ2 Ṓᴙ3 heißt minimal genau dann, wenn für alle ὴɴ ὓ 

gilt Ὄὴ= 0. Diese Aussage ist äquivalent zu: Ὢḧὼ 1 ist eine minimale Immersion 

für alle Karten ὼ zu ὓ. 
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3.6 Satz 

 

Sei •ᶰꞈὟ  mit supp •ṒὟ kompakt. Dann gilt: 

 

i) Es existiert ein ‐> 0 so, dass Ὢί:Ὗᴼᴙ
3 mit Ὢίό = Ὢό+ ίẗ•όẗ ὔό

=
‬1Ὢ×‬2Ὢ

ᴁ‬1Ὢ×‬2Ὢᴁ
ό

 für 

alle ίɴ ‐,‐ eine Immersion ist. 

ii)  Schreibe wie in Definition 3.1.iii) : ὫḧὨὪộzẗ,ẗỚ (Riemannsche Metrik auf Ὗ) und für 

ίɴ ‐,‐  schreibe ὫίḧὨὪίộzẗ,ẗỚ . Sei vol Ὗ,Ὣ < Њ . Dann gilt 

Ὠ

Ὠί ί᷄= 0 vol Ὗ,Ὣί = 2᷿•Ὄ Ὠ‗ὫὟ
 . 

Beweis  

 

i) 

 

Betrachte ɮ:Ὗ× ὓᴼᴙ mit ɮί,• = det ộὨὪίὩὭ,ὨὪίὩὮỚό
Ὥ,Ὦ= 1,2

. ɮ ist glatt und für alle όᶰὟ 

ist ɮό,0 0. Weil supp • kompakt ist, folgt aus dem Tubenlemma: Es existiert ein ‐> 0 so, 

dass für alle ό,ί sɴupp •× ‐,‐ gilt ɮό,ί 0. Für ό sɵupp • und für alle ίɴ ᴙ ist 

ɮό,ί= ɮό,0 0. Also ist für alle όᶰὟ und ίɴ ‐,‐ ist ɮό,ί 0. Dann folgt die Be-

hauptung. 

 

ii)  

 
Ὠ

Ὠίί᷄= 0 ὫίὩὭ,ὩὮ =
Ὠ

Ὠίί᷄= 0 ộ‬ὭὪ+ ί•‬Ὥὔ+ ί‬Ὥ•ὔ,‬ὮὪ+ ί•‬Ὦὔ+ ί‬Ὦ•ὔỚ 

= ộ‬ὭὪ,•‬ὮὔỚ+ ộ‬ὮὪ,•‬ὭὔỚ 

= 2•ὬὭὮ, 

 

also ist  

 

Ὠ

Ὠίί᷄= 0 det ὫίὩὭ,ὩὮ =
1

2ẗ det ὫὭὮ

ẗdet ὫὭὮ ẗtr ὫὭὮ
1
ẗ 2ẗ•ẗὬὭὮ  

= det ὫὭὮ ẗ•ẗ2ẗὌ weil Ὄ=
1

2
ẗtr ὫὭὮ

1
ẗὬὭὮ  

ᵼ
Ὗ᷿

Behauptung. 

 

3.7 Proposition  

 

Seien Ὢ:Ὗᴼᴙ3 nicht minimal, d. h. es gelte nicht Ὄḳ0, und vol Ὗ, Ὣ
=ὨὪzộẗ,ẗỚ

< Њ. Dann gibt es 

ein • wie in Satz 3.6 so, dass 
Ὠ

Ὠί ί᷄= 0 vol Ὗ,Ὣί < 0. Insbesondere ist für kleine ί> 0: 

vol Ὗ,Ὣί < vol Ὗ,Ὣ. 
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Beweis 

 

Wähle ein ό0 ᶰὟ so, dass Ὄό0 0 ist. Wähle eine offene Umgebung ὡṒὟ von ό0 so, dass für 

alle όᶰὡ  gilt Ὄό 0 . Wähle ein ‪ᶰꞈὟ  mit supp ‪ kompakt, supp ‪Ṓὡ, ‪ 0  und 

‪ό0 > 0. Setze •ḧ‪Ὄ. Dann für die zugehörigen in Ὢί:  
Ὠ

Ὠί ί᷄= 0 vol Ὗ,Ὣί =
3.6

2᷿‪Ὄ2 Ὠ‗Ὣ
0,> 0 in ό0

ὡ
< 0. 

Bemerkung  

 

Im Beweis zur Proposition 3.7 haben wir sogar gezeigt: Wenn ό0 ᶰὟ mit Ὄό0 0, dann gibt 

es zu jeder offenen Umgebung ὡṒὟ von ό0 ein • wie in Satz 3.6 mit supp •Ṓὡ so, dass 

vol Ὗ,Ὣί < vol Ὗ,Ὣ für kleine ί> 0 (wobei ὫίḧὨὪίộzẗ,ẗỚ und Ὢί die zu • gehörige Familie von 

Immersionen). 

3.8 Bemerkung  

 

Man kann zeigen: Wenn Ὄḳ0, dann hat jeder Punkt ό0 ᶰὟ eine offene Umgebung ὡṒὟ so, 

dass für jedes • 0 mit supp •< ὡ gilt: 
Ὠ2

Ὠί2 ί᷄= 0  vol Ὗ,Ὣί > 0. In diesem Sinn sind Minimal-

ÆÌßÃÈÅÎ ÔÁÔÓßÃÈÌÉÃÈ ȰÌÏËÁÌ ÆÌßÃÈÅÎÉÎÈÁÌÔÍÉÎÉÍÉÅÒÅÎÄȱȦ 

3.9 Beispiel  

 

i) Das Katenoid aus Beispiel 2.7 ist eine Minimalfläche (wir hatten ausgerechnet: Ὄ= 0 

in jedem Punkt). 

ii)  Das Helikoid aus Beispiel 2.10 ist eine Minimalfläche (nachrechnen, dass Ὄḳ0 ist). 

Beachte: Das folgt nicht schon aus i) und der lokalen Isometrie (gleiche ὫὭὮ) von Heli-

koid und Katenoid. 

Weitere allgemeine Vorbereitungen  

3.10 Definition (Gradient zu ű, Divergenz zu ű und Laplace -Operator ) 

 

Sei ὓὲ,Ὣ eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. 

 

i) Für •ᶰ (ꞈὓ)  sei gradὫ•ᶰםὓ  definiert durch ὫgradὫ•,ɇ=
!
Ὠ• und heißt Gra-

dient zu •. 

ii)  Für ὢᶰםὓ  sei divὫὢᶰ (ꞈὓ) definiert durch divὫὢ ὴḧ tr ( ὢɳ Ὕ᷄ὴὓ) und heißt 

Divergenz zu •. 

iii)  Für •ᶰꞈὓ  sei ɝὫ•ḧdivὫgradὫ•ᶰꞈὓ  und ɝὫ heißt Laplace-Operator zu 

(ὓ,Ὣ)  (Vorsicht: Auch ɝὫḧ divὫgradὫ ist üblich). 
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3.11 Bemerkung  

 

Sei ὓὲ,Ὣ  eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ist {Ὁ1,ȣ,Ὁὲ}  ein glattes Feld von Ὣ-

Orthonormalbasen um ὴ, so gilt: 

 

ɝὫ• ὴ= Ὣ ὉɳὭὴ
gradὫ•,ὉὭὴ

ὲ

Ὥ= 1

 

= ὉὭὴ ὫgradὫ•,ὉὭ Ὣ gradὫ• ὴ, ὉɳὭὴὉὭ

ὲ

Ὥ= 1

 

= ὉὭὴ ὉὭ• ὉɳὭὴ
ὉὭ (•)

ὲ

Ὥ= 1

. 

26.04.2012 

3.12 Proposition  

 

Seien (ὓ2,Ὣ)  eine 2-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit, ‘:ὓᴼ 0,Њ  glatt und 

Ὣḧ‘2ẗὫ. Dann gilt ɝὫ=
1

‘2ɝὫ. (Beweis: siehe Übungsaufgabe 9.) 

3.13 Satz 

 

Seien Ὢ:ὟṒᴙ2 ᴼᴙ3 eine Immersion und ὫḧὪzộẗ,ẗỚ auf Ὗ. Dann gilt  

2ẗὌẗὔ= ɝὫὪḧ ɝὫὪ
1,ɝὫὪ

2,ɝὫὪ
3 :Ὗᴼᴙ3. 
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Beweis 

 

Sei ό0 ᶰὟ. Wähle eine Ὣ-Orthonormalbasis Ὁ1,Ὁ2  von Ὕό0
Ὗ. Setze fort zu einem glatten Feld 

von Ὣ-Orthonormalbasen Ὁ1,Ὁ2  auf einer offenen Umgebung ὡṒὟ von ό0  per paralleler 

Fortsetzung längs Geodätischer durch ό0. Sei dabei ὡ so klein, dass Ὢ᷄ὡ ein Diffeomorphismus 

auf sein Bild Ὢὡ  ist. Seien Ὁ1,Ὁ2 die zu Ὁ1 ,Ὁ2 Ὢ-verwandten Vektorfelder auf Ὢ(ὡ). Dann gilt 

mit ὴḧὪό0 : 

 

ὨὉὭὴ ὉὭὴ

Ὕ

= ᶯ

Levi-Civita
zu Ὢὡ

ὉὭὴ
ὉὭ= ὨὪό0

ᶯ

Levi-Civita
zu ὡ,Ὣ

ὉὭὴ
ὉὭ =

ὉὭ parallel
längs ‎ὉὭό0

0. 

Und:  

 

2ẗὌό0 ẗὔό0 =
mit ’ḧὔʐ Ὢ᷄ὡ

1

tr Ὓὴ ẗ’ὴ 

= ộὛὴὉὭὴ,ὉὭὴỚẗ’ὴ

2

Ὥ= 1

 

=
1.7

ὍὍὴ ὉὭὴ,ὉὭὴ

2

Ὥ= 1

 

=
s. o.

ὨὉὭὴ ὉὭὴ

2

Ὥ= 1

 

= ὉὭὴ ὉὭ
komponentenweise

zu lesen

2

Ὥ= 1

 

=
ὉὭὴ=ὨὪό0 ὉὭό0

ὉὭό0
ὉὭʐ Ὢ

=ὨὪʐὉὭ=ὉὭὪ

2

Ὥ= 1

 

= ὉὭό0
ὉὭὪ

2

Ὥ= 1

 

=
3.11 und Wahl der ὉὭ

ɝὫὪ ό0 . 

 

3.14 Korollar  

 

Ist die Immersion Ὢ:ὟṒᴙ2 ᴼᴙ3  konform, d. h. es existiert ein glattes ‘:Ὗᴼ(0,Њ)  mit 

ộ‬ὭὪ,‬ὮὪỚ= ‘2ẗ‏ὭὮ (diese Aussage ist äquivalent zu: ὫḧὪộzẗ,ẗỚ= ‘2ẗὫ0 , wobei Ὣ0 ḧ

Standard-Metrik auf ὟṒᴙ2), und außerdem Ὢ harmonisch bezüglich Ὣ0 ist, d. h. ɝὫ0
Ὢ= 0, d. h. 

‬11Ὢ+ ‬22Ὢ= 0, dann ist Ὢ eine minimale Immersion. 

Beweis 

 

ɝὫὪ=
3.12 1

‘2
ɝὫ0
Ὢ =

Voraussetzung
0

3.13
Ὄḳ0. 
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3.15 Beispiel (Enneper -Fläche) 

 

Sei Ὢ:ᴙ2 ᴼᴙ3 mit Ὢὼ,ώ =
ὼ

2

ὼ3

6
+
ὼώ2

2
,
ώ

2
+
ώ3

6

ὼ2ώ

2
,
ὼ2

2

ώ2

2
. 

 

¶ Ὢ ist konform: 

 

Mit ‬1Ὢὼ,ώ =

1

2

ὼ2

2
+
ώ2

2
ὼώ
ὼ

 und ‬2Ὢὼ,ώ =

ὼώ
1

2
+
ώ2

2

ὼ2

2
ώ

 ist  

 

ộ‬1Ὢὼ,ώ,‬2Ὢὼ,ώỚ= 0 +
1

2
ὼώ+

1

2
ὼώ ὼώ= 0 und 

ᴁ‬1Ὢὼ,ώᴁ
2 = Ễ=

1

4
1 + ὼ2 + ώ2 2 = ᴁ‬2Ὢὼ,ώᴁ

2 (O.K.) ‘=
1

2
1 + ὼ2 + ώ2 . 

¶ Ὢ ist harmonisch bezüglich Ὣ0: 

 

‬11Ὢὼ,ώ+ ‬22Ὢὼ,ώ =
ὼ
ώ

1
+
ὼ
ώ
1

= 0 (O.K.) 

 

Also ist Ὢ eine minimale Immersion nach Korollar 3.14. 
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3.16 Bemerkung  

 

Sei ὓ2 ṒὟ3 eine Untermannigfaltigkeit. 

 

i) Sei ὼ eine Karte von ὓ. Ist Ὢḧὼ1 eine konforme Immersion (diese Aussage ist 

äquivalent zu: ộ
‬

‬ὼὭ
,
‬

‬ὼὮ
Ớ= ‗2ẗ‏ὭὮ für eine glatte positive Funktion ‗ auf dem Karten-

gebiet), dann sagt man: ὼ1,ὼ2  ÓÉÎÄ ȰÌÏËÁÌÅ ÉÓÏÔÈÅÒÍÅ +ÏÏÒÄÉÎÁÔÅÎȱ ÁÕÆ ÄÅÍ +Ár-

tengebiet. 

ii)  Sei ὴɴ ὓ. Dann gibt es eine Umgebung von ὴ in ὓ, auf der lokale isotherme Koordi-

naten existieren, d. h. eine Umgebung, die Bild einer konformen Immersion Ὢ= ὼ 1 

ist.  

 

Beweisskizze zu ii) : 

 

Sei zunächst ὼ:ὠᴼὠᴂ irgendeine Karte von ὓ um ὴ. Seien Ὢḧὼ 1:ὟḧὠᴂᴼὓṒ

ᴙ3 und ὫḧὪộzẗ,ẗỚ. Für jedes glatte •:Ὗᴼᴙ gilt mit ὫḧὩ2ẗ•ẗὫ:  

ὑ
Gauß-Krümmung

zu Ὣ

= Ὡ2ẗ•ẗὑ ɝὫ•  (Beweis: nachrechnen, siehe Zettel). 

 

Blackbox:  

 

ɝὫ ist ein sogenannter elliptischer Differentialoperator auf Ὗ. Die Theorie solcher 

Operatoren liefert: Es gibt eine Umgebung ὡṒὟ von ό0 so, dass die partielle 

Differentialgleichung ɝὫ•=
!
ὑ eine Lösung •ᶰꞈὡ  besitzt. 

 

Wähle ein solches •. Dann gilt also ὑ= 0 für die zugehörige Metrik ὫḧὩ2ẗ•Ὣ. Wir 

werden später zeigen, dass deswegen ὡ,Ὣ  lokal isometrisch zu 

(ᴙ2,Standard-Metrik Ὣ0)  ist. Nach eventueller Verkleinerung von ὡ  sei 

Ὂ: Џ
Ṓᴙ2

,Ὣ0 ᴼ ὡ
όʂ0

,Ὣ eine Isometrie. Dann ist Ὢʐ Ὂ:ЏᴼὓṒᴙ2  eine konforme 

Abbildung, die ein Diffeomorphismus auf eine Umgebung von ὴ in ὓ ist (denn: 

 

ộ‬ὭὪʐ Ὂ,‬ὮὪʐ ὊỚ= ộὨὪὨὊὩὭ,ὨὪὨὊὩὮỚ 

= ὫὨὊὩὭ,ὨὊὩὮ  

= Ὡ2ẗ• Ὂʐ ẗὫὨὊὩὭ,ὨὊὩὮ
Ὣ0 ὩὭ,ὩὮ

 

= Ὡ2ẗ• Ὂʐ ẗ‏ὭὮ 

 

). Also ist Ὢʐ Ὂ 1 eine Kart emit der gewünschten Eigenschaft. 

iii)  Insbesondere gilt wegen ii) und Satz 3.13: Ist ὓ2 Ṓᴙ3 eine Minimalfläche, so hat je-

des ὴɴ ὓ eine Umgebung, die ein diffeomorphes Bild einer harmonischen konfor-

men Immersion Ὢ:Ὗᴼᴙ3  ist (wie in Korollar 3.14) (harmonisch: bezüglich 

ὫḧὨὪộzẗ,ẗỚ, wegen Proposition 3.12 dann auch bezüglich Ὣ0). Solche Ὢ lassen sich 

gut anhand der holomorphen Abbildungen ‬1Ὢ Ὥẗ‬2Ὢ:Ὗᴼᴇ
3  diskutier en. 

(‬11Ὢ= ‬22Ὢ (O.K.), ‬12Ὢ= ‬21Ὢ (O.K.).) Mehr dazu hier nicht! 
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4 Der Satz von Gauß und Bonnet  

Notation  

 

Im Folgenden sei ὓ2,Ὣ eine 2-dimensionale orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit und 

eventuell ὓṔᴙ3. 

4.1 Definition (geodätische Krümmung , Außenwi nkel und Polygon ) 

 

Sei ὧ:ὍO ὓ eine stückweise glatte Kurve, nach Bogenlänge parametrisiert (d. h. ᴁὧὸᴁḳ1). 

 

i) Ist ὧ in ὸ0 ᶰὍ glatt, so heißt 

 

‖Ὣὸ0 ḧộ
Ὀ

Ὠὸ
ὧὸ0 , Ὀ90°

in dem 2-dimensionalen orientierten
euklidischen  Vektorraum  Ὕὧὸ0 ὓ,Ὣὧὸ0

ὧὸ0 Ớ 

 

die geodätische Krümmung von ὧ in ὸ0. (Beachte: Ist ὓ= ᴙ2 mit  Standard-Metrik 

und Standard-Orientierung, so ist ‖Ὣ= ‖ὧ
Ὡ, wobei ‖ὧ

Ὡ ÄÉÅ ȰÅÂÅÎÅ +ÒİÍÍÕÎÇȱ ÁÕÓ De-

finition 2.18 ist.) 

ii)  Ist ὧ in ὸ0 ᶰὍ nicht glatt, so heißt der gerichtete Winkel ɴ “,“ von ὧ ὸ0  nach 

ὧ+ ὸ0  der Außenwinkel zu ὧ in ὸ0. 

iii)  Ein Polygon in ὓ ist eine Teilmenge ὃṒὓ, für die gilt: ὃ ist homöomorph zu ὄ2, ‬ὃ 

ist Bild einer einfach geschlossenen, stückweise glatten regulären Kurve, mit allen 

Außenwinkeln in “,“ ɉËÅÉÎÅ Ȱ3ÐÉÔÚÅÎȱɊȢ 

4.2 Satz von Gauß und Bonnet  (lokale Version)  

 

Sei ὃṒὓ ein Polygon, das in einem Kartengebiet von ὓ enthalten ist. Sei ‬ὃ= Bild ὧ, wobei 

ὧ: 0,ὒᴼὓ eine stückweise glatte, einfach geschlossene, nach der Bogenlänge parametrisierte 

und positiv durchlaufene Kurve, dabei liege ὃ ȰÌÉÎËÓ ÖÏÎ ὧȱȟ ÄȢ ÈȢ Ὀ90°ὧὸ zeige stets in das Inne-

re von ὃ. Seien ‌1,ȣ,‌Ὧ die Außenwinkel von ὧ. Dann gilt: 

 

ὑ Ὠ‗Ὣ
ὃ

+ ‖Ὣὸ Ὠὸ
ὒ

0

als В᷿ ‖Ὣὸ Ὠὸ
ὸὭ
ὸὭ1

 zu lesen

+ ‌Ὥ

Ὧ

Ὥ= 1

= 2“. 
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Vorbereitungen  

4.3 Lemma  

 

Seien ὧ: ὥ,ὦᴼὓ eine glatte, nach der Bogenlänge parametrisierte Kurve und ὢ ein Vektorfeld 

längs ὧ mit ᴁὢὸᴁḳ1. Setze ‍ὸ= ᷿ộ
Ὀ

Ὠί
ὢί,Ὀ90°ὢίỚὫ Ὠί

ὸ

ὥ
 und ὖὸḧὈ ‍ὸὢὸ. Dann ist 

ὖ ein paralleles Vektorfeld längs ὧ. Insbesondere gilt: ᷿ ộ
Ὀ

Ὠί
ὢί,Ὀ90°ὢίỚ Ὠί

ὦ

ὥ
 ist die Gesamt-

drehung längs ὧ von ὢ gegenüber einem längs ὧ parallelen Vektorfeld. 

Beweis  

 
Ὀ

Ὠὸ
ὖὸ=

Ὀ

Ὠὸ
cos‍ὸẗὢὸ sin‍ὸẗὈ90°ὢὸ  

= sin‍ὸẗộ
Ὀ

Ὠὸ
ὢὸ,Ὀ90°ὢὸỚẗὢὸ+ cos‍ὸẗ

Ὀ

Ὠὸ
ὢὸ sin‍ὸẗ

Ὀ

Ὠὸ
Ὀ90°ὢ ὸ 

cos‍ὸẗộ
Ὀ

Ὠὸ
ὢὸ,Ὀ90°ὢὸỚẗὈ90°ὢὸ

=
Ὀ

Ὠὸ
ὢὸ, weil 

Ὀ

Ὠὸ
ὢὸ Ὀ᷆90°ὢὸ

 

= sin‍ὸẗộὢὸ,
Ὀ

Ὠὸ
Ὀ90°ὢ ὸỚẗὢὸ

Ὀ

Ὠὸ
Ὀ90°ὢ ὸ + 0 

= 0, da 
Ὀ

Ὠὸ
Ὀ90° ὢ ὸ ὢ᷆ὸ. 

 

4.4 Korollar  

 

Aus Lemma 4.3 folgt, mit ὢḧὧ: Unter den Voraussetzungen von Satz 4.2: 

 

‖Ὣὸ Ὠὸ
ὒ

0

+ ‌Ὥ

Ὧ

Ὥ= 1

=
Gesamtdrehung längs ὧ von ὧ gegenüber
einem längs ὧ parallelem Vektorfeld

. 

4.5 Lemma  

 

Sei ὟṒὓ. Es gebe auf Ὗ ein Vektorfeld ὢ mit ᴁὢᴁḳ1. (Z. B.: Ist Ὗ ein Kartengebiet, so setze 

man ὢḧ
‬

‬ὼ1

‬

‬ὼ1

.) Definiere ‘ὢᶰЏ
1 Ὗ  durch ‘ὢὠ ḧộɳὠὢ,Ὀ90° ὢỚ. Dann gilt:  

Ὠ‘ὢ= ὑẗ ‫Ὣ
Riemannsche

Volumenform

 auf Ὗ, ist unabhängig von ὢ. 
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Beweis 

 

Schreibe ὣḧὈ90° ὢ, dann ist ὢὴ,ὣὴ  eine positiv orientierte Ὣ-Orthonormalbasen in jedem 

ὴɴ Ὗ. Für alle ὠ,ὤᶰםὟ  ist 
 

Ὠ‘ὢὠ,ὤ = ὠ‘ὢὤ

ộɳὤὢ,ὣỚ

ὤ‘ὢὠ

ộɳὠὢ,ὣỚ

‘ὢ ὠ,ὤ  

= ộɳὠɳ ὤὢ,ὣỚ+ ộɳὤὢ
Ṷὢ

, ὠɳὣ
Ṷὣ

Ớ ộɳὤɳ ὠὢ,ὣỚ ộɳὠὣ, ὤɳὢỚ ộɳὠ,ὤὢ,ὣỚ 

= ộὙὠ,ὤὢ,ὣỚ 

= ộὠ,ὢỚẗộὤ,ὣỚ ộὠ,ὣỚẗộὤ,ὢỚẗộὙὢ,ὣὢ,ὣỚ 

= ‫Ὣὠ,ὤẗ ὑ. 

 

4.6 Korollar  

 

Sei ὃṒὟṒὓ, wobei Ὗ offen und ὃ ein Polygon ist. Es gebe ein ὢᶰםὟ  mit ᴁὢᴁḳ1. Wegen 

Lemma 4.5, Satz von Stokes und Lemma 4.3 gilt: 

 

ὑ Ὠ‗Ὣ
ὃ

= ‘ὢ
‬ὃ

=
Gesamtdrehung längs ‬ὃ von ὢ gegenüber
einem längs ‬ὃ parallelem Vektorfeld

. 

 

Insbesondere gilt: Sind ὣ,ὣᶰםὟ  zwei Vektorfelder ohne Nullstellen, so haben ὣ,ὣ die gleiche 

Gesamtdrehung gegenüber einem längs ‬ὃ parallelem Vektorfeld. Also gilt auch: Die Gesamt-

drehung von ὣ gegenüber ὣ längs ‬ὃ ist 0. 

Beweis vom Satz von Gauß und Bonnet 4.2 

 

Wähle eine Karte ὼ:ὟᴼὟᴂ von ὓ mit ὃṒὟ, setze ὢḧ
‬

‬ὼ1

‬

‬ὼ1

ᶰםὟ hat ᴁὢᴁḳ1. Wegen Ko-

rollar 4.6 und Korollar 4.4: Die linke Seite der behaupteten Formel ist 

 
Gesamtdrehung von ὢ gegenüber
einem längs ὧ parallelem Vektorfeld

+
Gesamtdrehung von ὧ gegenüber
einem längs ὧ parallelem Vektorfeld

 

= Gesamtdrehung von ὧ gegenüber ὢ längs ὧ. 

 

Zu zeigen: Dies ist 2“: 

 

Betrachte auf Ὗ  die Familie Ὣί  ( ίɴ 0,1 ) von Riemannschen Metriken mit 

Ὣ0 ḧeuklidische Metrik auf Ὗ, zurückgezogen von ὟᴂṒᴙ2  mittels ὼ (so, dass 
‬

‬ὼ1 ,
‬

‬ὼ2  eine 

Orthonormalbasis ist, darum ist Ὗ,Ὣ0  isometrisch zu Ὗᴂ,Standardnorm  und  

Ὣίḧ 1 ίẗὫ0 + ίẗὫ, also Ὣ1 = Ὣ. Setze  

‍ίḧGesamtdrehung von ὧ gegenüber ὢ längs ὧ bezüglich Ὣί. Dann ist für alle ί: ‍ί 2ɴ“ᴚ (weil 

ὧ0 = ὧὸ), also ist ‍ίḳconst.. Aber es gilt ‍0 = 2“. Das ist der klassische Umlaufsatz von 

Hopf, siehe z. B. -Ȣ ÄÏ #ÁÒÍÏȟ ȰDifferential Geometry of CuÒÖÅÓ ÁÎÄ 3ÕÒÆÁÃÅÓȱ 3Ȣ σωφȢ !ÌÓÏ ÉÓÔ ÁÕÃÈ 

‍1 = 2“. Dies liefert die Behauptung. 
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4.7 Definition (reguläres Gebiet , Dreieck , Triangulierung  und Euler charakteristik ) 

 

i) ὃṒὓ heißt reguläres Gebiet genau dann, wenn ὃ kompakt, ὃ= ὃ
ᶼ

, ‬ὃ Vereinigung der 

Bilder von endlich vielen paarweise disjunkten, einfach geschlossenen, stückweise glat-

ten und regulären Kurven mit Außenwinkeln “,“. 

ii)  Ein Dreieck ist ein Polygon mit genau drei Ecken. 

iii)  Eine Familie ὝὭ᷄᷄Ὥ= 1,ȣ,Ὢ  von Dreiecken in ὓ heißt Triangulierung des regulären 

Gebietes ὃ genau dann, wenn ẕ ὝὭ
Ὢ
Ὥ= 1 = ὃ und für Ὥ Ὦ gilt:  

 

ὝὭ᷊ ὝὮ=
,ɲ

oder eine gemeinsame Ecke,
oder eine gemeinsame Kante

. 

iv) Ist כ= ὝὭ᷄᷄ Ὥ= 1,ȣ,Ὢ  eine Triangulierung von ὃ, so heißt  

 

כ… ḧ#Ecken #Kanten+ #Flächen= :Ὡ Ὧ+ Ὢ 

 

die Eulercharakteristik  von כ. In der Topologie lernt man: …כ = :…ὃ ist unabhängig 

von der Wahl von כ. 

4.8 Bemerkung  

 

Sei ὃṒὓ ein reguläres Gebiet. Dann existiert eine Triangulierung von ὃ, sogar: Zu jedem Atlas 

von ὓ existiert eine diesem untergeordnete Triangulierung von ὃ, d. h. so, dass jedes Dreieck 

ÄÅÒ 4ÒÉÁÎÇÕÌÉÅÒÕÎÇ ÉÎ ÅÉÎÅÍ +ÁÒÔÅÎÇÅÂÉÅÔ ÄÅÓ !ÔÌÁÓȭ ÌÉÅÇÔȢ ɉ(ÉÅÒ ÏÈÎÅ "Å×ÅÉÓȡ ÓÉÅÈÅ ÚÕÍ "ÅÉÓÐÉÅÌ 

#Ȣ "ßÒȟ Ȱ %ÌÅÍÅÎÔÁÒÅ $ÉÆÆÅÒÅÎÔÉÁÌ-'ÅÏÍÅÔÒÉÅȱȢɊ 

4.9 Satz von Gauß und Bonn et (globale Version)  

 

Sei ὃṒὓ ein reguläres Gebiet. Die Komponenten von ‬ὃ seien nach der Bogenlänge parametri-

siert und positiv durchlaufen. Seien ‌1,ȣ,‌ὰ die Außenwinkel. Dann gilt:  

 

ὑ Ὠ‗Ὣ
ὃ

+ ‖Ὣὸ Ὠὸ
‬ὃ

zu lesen als Вȣ

+ ‌Ὥ

ὰ

Ὥ= 1

= 2“ẗ…ὃ. 
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Beweis 

 

Wähle einen Atlas für ὓ und eine diesem untergeordnete Triangulierung כ= {ὝὭ᷄ Ὥ= 1,ȣ,Ὢ} 

von ὃ. Der Rand jedes ὝὭ werde positiv durchlaufen und nach der Bogenlänge parametrisiert. 

Der lokale Satz von Gauß und Bonnet 4.2 liefert: Für jedes Ὥ mit ‍ὭὮ,Ὦ= 1,2,3 Außenwinkel von 

ὝὭ: ᷿ ὑ Ὠ‗ὫὝὭ
+ ᷿ ‖Ὣὸ Ὠὸ
‬ὝὭ

+ В ‍ὭὮ
3
Ὦ= 1 = 2“. Summieren über Ὥ liefert:  

 

ὑ Ὠ‗Ὣ
ὃ

+ ‖Ὣὸ Ὠὸ
‬ὝὭ

᷿ ‖Ὣὸ Ὠὸ‬ὃ

+ ‍ὭὮ

3

Ὦ= 1

Ὢ

Ὥ= 1

=  2“Ὢ.  z

 
Erklärung zum mittleren Term: Beiträge längs innerer Kanten heben sich auf, da jede solche 
Kante einmal in der einen und einmal in der anderen Richtung durchlaufen wird. 
 

Und: 

 

‍ὭὮ
Ὥ,Ὦ

= “ ‎ὭὮ
Innenwinkel von ὝὭὭ,Ὦ

 

= 2“Ὢ ‎ὭὮ
Ὥ,Ὦ

 

= 2“ẗ# innere Kanten + “ẗ# äußere Kanten ‎ὭὮ
Ὥ,Ὦ

 

= 2“Ὧ “ẗ# äußere Kanten
= # äußere Ecken

2“ẗ# innere Ecken + “ẗ# äußere Ecken ‌Ὥ

ὰ

Ὥ= 1

 

= 2“Ὧ 2“Ὡ+ ‌Ὥ

ὰ

Ὥ= 1

. 

 

Daraus folgt mit  zdie Behauptung. 

 

4.10 Korollar  (Fall A =M kompakt)  

 

Sei (ὓ,Ὣ)  eine kompakte, orientierte  und 2-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann 

gilt:  

 

ὑ Ὠ‗Ὣ
ὓ

= 2“ẗ…ὓ . 



Kapitel I: Krümmung von 
Untermannigfaltigkeiten und Flächen in ᴙ3 

4 Der Satz von Gauß und Bonnet 

 

35 

4.11 Bemerkung  

 

Aus der Topologie folgt für eine 2-dimensionale, orientierte  und kompakte Mannigfaltigkeit ὓ, 

dass ὓ ÅÉÎÅ ȰÏÒÉÅÎÔÉÅÒÔÅ &ÌßÃÈÅ ÖÏÍ 'ÅÓÃÈÌÅÃÈÔ Ὣȱ ÍÉÔ Ὣᶰᴓ0 ist.  

 

Für Ὣ= 0 ist ὓ
diffeomorph

Ὓ2, für Ὣ= 1 ist ὓ Ὕ2, für Ὣ= 2 ist ὓ ȱ4ÏÒÕÓ ÍÉÔ ς ,ĘÃÈÅÒÎȱ, etc.. 

 

Ist ὓ eine orientierte Mannigfaltigkeit vom Geschlecht Ὣ, so ist …ὓ = 2 2ẗὫ. 
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4.12 Korollar  

 

Sei (ὓ,Ὣ)  eine kompakte und orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. 

 

i) Ist ὓ Ὓ2, so ist ᷿ ὑ Ὠ‗Ὣὓ
= 4“.  

Ist ὓ Ὕ2, so ist ᷿ ὑ Ὠ‗Ὣὓ
= 0.  

Ist ὓ vom Geschlecht Ὣ 2, so ist ᷿ ὑ Ὠ‗Ὣὓ
= 2“ẗ2 2ẗὫ < 0. 

 

Insbesondere gilt: 

 

Ist ὑ> 0 auf ὓ, so ist ὓ Ὓ2. 

Ist ὑ= 0 auf ὓ, so ist ὓ Ὕ2. 

Ist ὑ< 0 auf ὓ, so ist ὓ vom Geschlecht Ὣ 2. 

 

Insbesondere gilt: 

 

Ist ὓḜὛ2  und existiert eine isometrische Immersion von (ὓ,Ὣ)  nach 

ᴙ3,Standard-Metrik , so existieren ὴ,ήɴ ὓ (nach Übungsaufgabe 1 und ή: zum 

Ausgleich wegen ᷿ ὑ Ὠ‗Ὣὓ
0) mit ὑὴ> 0 und ὑή< 0. 

ii)  Es gelte ὑ> 0 auf ὓ. Dann schneiden sich je 2 einfach glatt geschlossene Geodäti-

sche in ὓ.  

 

Beweis 

 

Es ist ὓ Ὓ2 nach i). Angenommen: 

 
 

0 < ὑ Ὠ‗Ὣ
ὃ

+ 0 + 0 =
Satz von Gauß und Bonnet

2“ẗ…ὃ = 0  ᴝ

 

 
 

Es sind Ὡ= 4,Ὧ= 8,Ὢ= 4. Also ist …= 0. 

4.13 Korollar  

 
Sei ὓ,Ὣ eine 2-dimensionale orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit (eventuell nicht kom-
pakt). Es gelte ὑ 0 auf ὓȢ $ÁÎÎ ÅØÉÓÔÉÅÒÅÎ ËÅÉÎÅ ȰÇÅÏÄßÔÉÓÃÈÅÎ :×ÅÉÅÃËÅȱ ÉÎ ὓ, d. h. Polygon 
mit 2  Ecken und geodätischen Randstücken. (Beweis siehe Übungsaufgabe 10.)

ὃ Geodätische 
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Notation  

 

Im Folgenden sei ὓ,Ὣ eine 2-dimensionale und orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. 

4.14 Korollar  

 

Die Aussagen von Korollar 4.6 ÇÅÌÔÅÎ ÁÕÃÈ ÆİÒ ȰÅÉÎ ÒÅÇÕÌßÒÅÓ 'ÅÂÉÅÔ ὃȱ ÁÎÓÔÁÔÔ ȰÅÉÎÅÓ 0ÏÌÙÇÏÎÓ 

ὃȱȢ $Ȣ ÈȢȡ 3ÉÎÄ ὢᶰםὟ , Ὗ eine offene Umgebung von ὃ und ᴁὢᴁḳ1, so ist 

 

ὑ Ὠ‗Ὣ
ὃ

=
Gesamtdrehung von ὢ längs ‬ὃ positiv durchlaufen
gegenüber einem längs ‬ὃ parallelem Vektorfeld

. 

 

Insbesondere gilt: Sind ὣ,ὣᶰםὟ  ohne Nullstellen, so ist die Gesamtdrehung von ὣ längs ‬ὃ 

(positiv durchlaufen) gegenüber ὣ gleich 0. 

Beweis  

 

Trianguliere ὃ, wende Korollar 4.6 an auf die Dreiecke der Triangulierung und summiere: Die 

Gesamtdrehungen von ὢ gegenüber einem längs inneren Kanten parallelem Vektorfeld heben 

sich auf. Daraus folgt die Behauptung.  

4.15 Definiti on (Index von Vektorfeldern ) 

 

Sei ὣᶰםὓ  mit lauter isolierten Nullstellen, d. h.: Für alle ὴɴ ὓ gilt: Ist ὣὴ= 0, so existiert 

eine Umgebung ὡὴ von ὴ so, dass für alle ήɴ ὡὴᶺὴ gilt ὣή 0. Sei ὴ eine solche Nullstelle von 

ὣ. Wähle eine Karte ὼ:ὟᴼὟᴂ von ὓ um ὴ so, dass ὣ auf Ὗᶺὴ keine Nullstelle hat. Setze 

ὢḧ
‬

‬ὼ1. Wähle ein Polygon ὃṒὟ mit ὴɴ ὃ
 ʐ

. Dann heißt 

 

Indὴὣḧ
1

2“
ẗ

Gesamtdrehung von ὣ längs ‬ὃ positiv durchlaufen
gegenüber ὢ

 

 

der Index von ὣ in ὴ. (Wohldefiniertheit: siehe Lemma 4.16.) 

Beispiele 

 

 

4.16 Lemma  

 

In Definition 4.15 ist Indὴὣ wohldefiniert. 

Index = 1 Index = 1 Index = 2 Index = 1 
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Beweis 

 

¶ Indὴὣ ist unabhängig von der Wahl von ὃ: 

 

Sei ὃ noch so ein Polygon. Wähle ein Polygon ὄ mit ὴɴ ὄ
ᶼ

 und ὄṒ ὃ᷊ ὃ
ᶼ
. Wende Ko-

rollar 4.14 an auf das reguläre Gebiet ὃ ὄʌ
ᶼ

 und ὢ,ὣ. (Es gibt ja eine offene Umgebung 

ὠṒὟ von ὃʌ ὄ
ᶼ

, auf der auch ὣ keine Nullstelle hat.) 

 

Also hat ὣ eine Gesamtdrehung 0 gegenüber ὢ längs ‬ ὃʌ ὄ
ᶼ

. Dies liefert: 

 

Gesamtdrehung von ὣ gegenüber ὢ längs ‬ὃ 

= Gesamtdrehung von ὣ gegenüber ὢ längs ‬ὄ. 

 

Analog für ὃ. Daraus folgt die Behauptung. 

¶ Indὴὣ ist unabhängig von der Wahl der Karte: 

 

Sei ὼ noch so eine Karte und ὢḧ
‬

‬ὼ1. Wähle ein Polygon ὃ im Schnitt der Kartengebiete 

mit ὴɴ ὃ
ᶼ

. Wende Korollar 4.14 an auf ὃ und ὢ,ὢ. Also hat ὢ eine Gesamtdrehung 0 ge-

genüber ὢ längs ‬ὃ. Dies liefert: ὣ hat gegenüber ὢ dieselbe Gesamtdrehung längs ‬ὃ 

wie gegenüber ὢ. 

 

4.17 Satz 

 

Seien ὓ kompakt und ὣᶰםὓ  mit lauter isolierten Nullstellen. Seien ὴ1 ,ȣ,ὴὯ die Nullstellen 

von ὣ. Dann gilt  

 

IndὴὭὣ

Ὧ

Ὥ= 1

= …ὓ . 

 

(Insbesondere gilt wieder der Satz vom Igel: ὣᶰםὛ2  hat mindestens eine Nullstellen.) 

Ὗ 
ὃ ὄ 

ὃ ὴ 
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Beweis 

 

Wähle paarweise disjunkte Kartengebiete Ὗ1 ,ȣ,ὟὯ um ὴ1,ȣ,ὴὯ. Setze ὢὭḧ
‬

‬ὼὭ
1 auf ὟὭ. Zu jedem 

Ὥ wähle man ein Polygon ὃὭṒὟὭ mit ὴὭɴ ὃ
ᶼ

Ὥ. Dann ist ὃḧὓᶺὃ
ᶼ

1᷾ȣ᷾ὃ
ᶼ

Ὧ  ein reguläres Ge-

biet und es existiert eine offene Umgebung ὠ von ὃ so, dass ὣ auf ὠ keine Nullstellen hat. Also 

gilt:  

 

2“ẗ IndὴὭὣ

Ὧ

Ὥ= 1

=
Gesamtdrehung von ὣ gegenüber

ὢὭ längs ‬ὃὭ positiv durchlaufen bzgl. ὃὭ

Ὧ

Ὥ= 1

 

=
Gesamtdrehung von ὣ gegenüber
einem parallelen Vektorfeld längs ‬ὃὭ

Ὧ

Ὥ= 1

    z

Gesamtdrehung von ὢὭ gegenüber
einem parallelen Vektorfeld längs ‬ὃὭ

Ὧ

Ὥ= 1

. 

 

ᶻ=
Gesamtdrehung von ὣ gegenüber einem parallelen

Vektorfeld längs ‬ὃὭ positiv durchlaufen bzgl. ὃ
. 

 

Also gilt: 

 

2“ẗ IndὴὭὣ

Ὧ

Ὥ= 1

= ὑ Ὠ‗Ὣ
ὃ

+ ὑ Ὠ‗Ὣ
ὃὭ

Ὧ

Ὥ= 1

 

= ὑ Ὠ‗Ὣ
ὓ

 

= 2“ẗ…ὓ . 

 

4.18 Definition (Geradenfeld ) 

 

Ein Geradenfeld Љ auf einer offenen Menge ὟṒὓ ordnet jedem ὴɴ Ὗ einen 1-dimensionalen 

linearen Unterraum ЉὴṒὝὴὓ zu so, dass zu jedem ὴɴ Ὗ eine Umgebung ὡṒὟ von ὴ existiert, 

auf der ein ὣᶰםὡ  mit Љή= span ὣή  existiert. 

Beispiel  

 

Ὗ= ᴙ2ᶺ0 . 

 
Hier existiert kein solches ὣ auf ganz Ὗ. 
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4.19 Bemerkung  

 

Sei Љ ein Geradenfeld auf ὟṒὓ. 

 

i) Definiere ‘ЉᶰЏ
1 Ὗ  wie folgt: Lokal auf solchen ὡ wie in Definition 4.18 setze man 

‘Љḧ‘ὣḧộɳẗὣ,Ὀ90°ὣỚ, wobei ὣ auf ὡ wie in Definition 4.18 und ᴁὣᴁḳ1. (‘Љ ist 

wohldefiniert wegen ‘ὣ= ‘ὣ.) Wie in Lemma 4.5 folgt:  

 

Ὠ‘Љ= ὑẗ.‫Ὣ 

ii)  Seien ὧ: ὥ,ὦᴼὟ eine stückweise glatte Kurve und ὢ ein nirgends verschwindendes 

Vektorfeld längs ὧ. Definiere  

 

Gesamtdrehung von Љ gegenüber ὢ längs ὧ 

ḧGesamtdrehung von ὣ gegenüber ὢ längs ὧ, 

 

wobei ὣ ein Vektorfeld längs ὧ sei so, dass für alle ὸ giltЉὧὸ = span ὣὸ . (ὣ exis-

tiert und die Gesamtdrehung von Љ gegenüber ὢ längs ὧ ist wohldefiniert.)  

iii)  Sei ὃṒὟ ein reguläres Gebiet. Aus Ὥ), dem Satz von Stokes und Lemma 4.3 folgt, ge-

nau wie im Beweis zu Korollar 4.6/Korollar 4.14: 

 

ὑ Ὠ‗Ὣ
ὃ

=
Gesamtdrehung von Љ gegenüber einem parallelen

Vektorfeld längs ‬ὃ positiv durchlaufen bzgl. ὃ
. 

iv) Sei ὴ ein isolierter Punkt von ὓ Ὗʌ. Wähle ὼ,ὃ zu ὴ wie in Definition 4.15, ὢḧ
‬

‬ὼ1 

und definiere 

 

IndὴЉḧ
1

2“
ẗ

Gesamtdrehung von Љ längs ‬ὃ positiv durchlaufen
gegenüber ὢ

ᶰᴚ2 

 

(Wohldefiniertheit: analog zum Beweis von Lemma 4.16). 

4.20 Satz (Verallgemeinerung von Satz 4.17) 

 

Seien ὓ kompakt und Љ ein Geradenfeld auf ὓᶺὴ1,ȣ,ὴὯ . Dann gilt 

 

IndὴὭЉ

Ὧ

Ὥ= 1

= …ὓ . 

Beweis 

 

Analog zu Satz 4.17 mittels Bemerkung 4.19.ii i) . 

 



Kapitel II: Krümmung und Topologie 5 Geodätische Variationen und Jacobifelder 

 

41 

Beispiel  

 

Sei ὓ= Ὓ2. 

 
1

2
+

1

2
+ 1 = 2 (O. K), fällt nicht unter Satz 4.17. 

Beispiel  

 

 
09.05.2012 

Kapitel II: Krümmung und Topologie  

5 Geodätische Variationen und Jacobifelder  

Notation  

 

Sei ὓὲ,Ὣ eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. 

5.1 Satz 

 

Seien ὧ: ὥ,ὦᴼὓ eine Geodätische und Ὄ eine geodätische Variation von ὧ, d. h.  

Ὄ: ‐,‐× ὥ,ὦᴼὓ sei eine glatte Variation von ὧ so, dass jedes ὧίḧὌί,ẗ eine Geodätische 

ist. Dann erfüllt das zugehörige Variationsfeld ὠ:ὸm
‬Ὄ

‬ί
0,ὸ für alle ὸɴ ὥ,ὦ die Jacobi-

Gleichung: 

 

Ὀ

Ὠὸ

Ὀ

Ὠὸ
ὠὸ+ Ὑὠὸ,ὧὸ ὧὸ= 0.  

 

Notation: Wir schreiben ὠᴂ statt 
Ὀ

Ὠὸ
ὠ. Dann ist ὠᴂᴂ+ Ὑὠ,ὧὧ= 0. 

Index = 1 Index = 1 Index = 1 Index =
1

2
 

von oben von unten 

Index =1 Index = 1

2
+ 1

2
 



Kapitel II: Krümmung und Topologie 5 Geodätische Variationen und Jacobifelder 

 

42 

Beweis  

 

ὠᴂᴂὸ=
Ὀ

Ὠὸ

Ὀ

Ὠὸ

‬Ὄ

‬ί
0,ὸ 

=

Analysis und Geometrie

auf  Mannigfaltigkeiten

 ɳist torsionsfrei

Ὀ

Ὠὸ

Ὀ

Ὠί

‬Ὄ

‬ὸ
0,ὸ 

=

Analysis und Geometrie

auf  Mannigfaltigkeiten Ὀ

Ὠί

Ὀ

Ὠὸ

‬Ὄ

‬ὸ
= 0, weil die ὧί
geodätisch sind

0,ὸ+ Ὑ
‬Ὄ

‬ὸ
,
‬Ὄ

‬ί

‬Ὄ

‬ὸ
0,ὸ 

= Ὑὧὸ,ὠὸ ὧὸ 

= Ὑὠὸ,ὧὸ ὧὸ. 

 

Notation  

 

Sei im Folgenden immer ὧ:ὍO ὓ,Ὣ eine Geodätische. 

5.2 Definition (Jacobifeld längs c ) 

 

Ein Jacobifeld längs ὧ ist ein Vektorfeld ὐ längs ὧ, welches die Jacobi-Gleichung erfüllt, d. h. 

ὐᴂᴂ+ Ὑὐ,ὧὧ= 0. 

5.3 Beispiel (ătrivialer Fallò) 

 

Seien ‌,‍ᶰᴙ. Dann ist ὐ:ὸm ‌ὸ+ ‍ẗὧὸ ein Jacobifeld längs ὧ.  

 

Beweis: ὐᴂ= ‌ẗὧ+ ‌ὸ+ ‍ẗ0,ὐᴂᴂ= 0; andererseits auch Ὑὐ,ὧὧ= ‌ὸ+ ‍ẗὙὧ,ὧὧ= 0. 

5.4 Lemma  

 

Sei ὐ ein Jacobifeld längs ὧ. 

 

i) Gilt für alle ὸɴ Ὅ: ὐὸ ὧ᷆ὸ, so gilt für alle ὸɴ Ὅ auch ὐᴂὸ ὧ᷆ὸ. Gilt für alle ὸɴ Ὅ: 

ὐὸṶὧὸ, so gilt auch ὐᴂὸṶὧὸ. Dies gilt beides sogar für beliebige Vektorfelder 

längs ὧ. 

ii)  ộὐᴂ,ὧỚὫὸḳconst.  und es existieren ὥ,ὦɴ ᴙ  mit  ộὐ,ὧỚὸ= ὥẗὸ+ ὦ. Sind 

ὐὸ0 Ṷὧὸ0  und ὐᴂὸ0 Ṷὧὸ0 , so gilt für alle ὸɴ Ὅ: ὐὸṶὧὸ. 

iii)  Sei ȿὧȿ= ȿộὧ,ὧỚȿ 0 . Dann sind auch ὐὝḧ
ộὐ,ὧỚ

ộὧ,ὧỚ
ὧ und ὐṶḧὐ ὐὝ Jacobifelder 

längs ὧ. 
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Beweis  

 

i) Ist ὠὸ= Ὢὸẗὧὸ, so ist ὠᴂὸ= Ὢᴂὸẗὧὸ+ Ὢὸẗ0. Ist ộὠὸ,ὧὸỚḳ0, so ist 

0 = ộὠ,ὧỚᴂ= ộὠᴂ,ὧỚ+ 0. 

ii)  ộὐᴂ,ὧỚᴂ= ộὐᴂᴂ,ὧỚ+ 0 =
Jacobi-Gleichung

ộὙὐ,ὧὧ,ὧỚ= 0 und es gilt ộὐ,ὧỚᴂ= ộὐᴂ,ὧỚḳconst., 

also ộὐ,ὧỚ affin linear in ὸ. 

 

Insbesondere gilt: Hat ộὐ,ὧỚὸ= ὥẗὸ+ ὦ Wert 0 in ὸ0, so ist ὦ= 0, und Ableitung 0 in ὸ0, so ist 

ὥ= 0. Also ist ộὐ,ὧỚὸ= 0. 

 

iii)  ὐὝḧ
ộὐ,ὧỚ

ộὧ,ὧỚ
ὧ=

ii ) affin linear

konstant
ẗὧ ist ein Jacobifeld laut Beispiel 5.3 und ὐṶḧὐ ὐὝ ist ein Ja-

cobifeld, weil die Menge der Jacobifelder längs ὧ ein ᴙ-Vektorraum ist. 

5.5 Lemma  

 

Seien ὢ1,ὢ2 ᶰὝὧὸ0 ὓ. Dann gibt es genau ein Jacobifeld ὐ längs ὧ mit ὐὸ0 = ὢ1 und ὐᴂὸ0 = ὢ2. 

Beweis  

 

Sei ὣ1,ȣ,ὣὲ  eine Basis von Ὕὧὸ0 ὓ. Setze ὣὭ fort zu einem parallelen Vektorfeld ὉὭ. Dann ist 

Ὁ1 ,ȣ,Ὁὲ  ein paralleles Basenfeld längs ὧ. Sei ὠ irgendein Vektorfeld längs ὧ, schreibe 

ὠὸ= :В ὺὮὸẗὉὮὸ
ὲ
Ὦ= 1 . Dann ist ὠᴂὸ= В ὺὮὸẗὉὮὸ

ὲ
Ὦ= 1  und ὠᴂᴂὸ= В ὺὮὸẗὉὮὸ

ὲ
Ὦ= 1 . 

Schreibe: ὙὉὭὸ,ὧὸ ὧὸ= :В ὶὭ
Ὦ
ὸẗὉὮὸ

ὲ
Ὦ= 1 . Jacobi-Gleichung für ὠ genau dann, wenn für 

alle ὸɴ Ὅ und Ὦɴ 1,ȣ,ὲ gilt ὺὮὸ= В ὶὭ
Ὦ
ὸẗὺὭὸὲ

Ὥ= 1 . Dies ist ein System von linearen ge-

wöhnlichen Differentialgleichungen 2. Ordnung für die ὺὮ:ὍO ᴙ mit glatten Koeffizienten (wie 

üblich übersetzbar in ein System von linearen gewöhnlichen Differentialgleichungen für 

ὺ1,ȣ,ὺὲ,ὺ1,ȣ,ὺὲ). Daher existiert genau eine Lösung zu gegebenen Anfangsdaten:  

 

ὺὮὸ0  = Koeffizienten von ὢ1 bezüglich ὣ1,ȣ,ὣὲ , 

ὺὮὸ0  = Koeffizienten von ὢ2 bezüglich ὣ1,ȣ,ὣὲ . 

 

5.6 Lemma  

 

Sei ὓ,Ὣ geodätisch vollständig oder sei Ὅ kompakt. Sei ὐ ein Jacobifeld längs ὧ. Dann gibt es 

eine geodätische Variation ὧί  von ὧ mit Variationsfeld ὐ. Also gilt: Die Eigenschaft ȵ*ÁÃÏÂÉÆÅÌÄȰ 

ist äquivalent zur Eigenschaft ȵ6ÁÒÉÁÔÉÏÎÓÆÅÌÄ ÅÉÎÅÒ ÇÅÏÄßÔÉÓÃÈÅÎ VariationȰȢ  
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Beweis 

 

Sei O. B. d. A. 0 ᶰὍ. Sei ‌: ‐,‐ᴼὓ eine Kurve mit ‌0 = ὐ0 . Wähle ein Vektorfeld ὢ längs 

ὧ mit ὢ0 = ὧ0  und 
Ὀ

Ὠί
ὢ 0 =

Ὀ

Ὠὸ
ὐ 0 . 

 
Setze ὧίḧ‎ὢί Ὅ᷄. (Dies ist immer möglich, falls ὓ,Ὣ geodätisch vollständig ist; falls Ὅ kom-

pakt ist, so ist dies möglich nach eventueller Verkleinerung von ‐: Wegen dem Tubenlemma für 

ὢ0 = ὧ0 × Ὅ in Џḧ ὼ,ὸᶰὝὓ× ᴙ᷄᷄exp ὸὢ definiert .) Nun ist ὧίίɴ ‐,‐ eine geodä-

tische Variation von ὧ. 

 

Behauptung:  ὐ= zugehöriges Variationsfeld ὠ. 

 

Beweis: ὠ ist ein Jacobifeld nach Satz 5.1 und ὐ ist ein Jacobifeld nach Voraussetzung. We-

gen Lemma 5.5 genügt es zu zeigen, dass ὠ0 = ὐ0  und ὠᴂ0 = ὐᴂ0  gilt.  

   

ὠ0 =
Ὠ

Ὠίί᷄= 0 ὧί0 =
Ὠ

Ὠίί᷄= 0 ‌ί= ‌0 = ὐ0  und 

ὠᴂ0 =
Ὀ

Ὠὸ

‬Ὄ

‬ί
0,0  

=

Analysis und Geometrie

auf  Mannigfaltigkeiten Ὀ

Ὠί

‬Ὄ

‬ὸ
0,0  

=
Ὀ

Ὠί
ὢ 0  

=
nach Wahl von ὢ Ὀ

Ὠὸ
ὐ 0 = ὐᴂ0 .   O.K.  

 

ὧ 
‌ 

ὧὸ 

ὧ0 = ὢ0  
ὐ0 = ‌0  
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5.7 Beispiel  

 

i) Sei ὓ,Ὣ = ᴙὲ,Standard-Metrik . Dann ist ὧὸ= ὴ+ ὸẗὺ. Außerdem Ὑ= 0, also 

lautet die Jacobi-Gleichung: ὐᴂᴂ= 0. Aber ὐᴂ ist hier übliche Ableitung. Also ist ὐ affin 

linear, d. h. von der Form ὐ: ὸm ὃ+ ὸὄ mit ὃ,ὄᶰᴙὲ. 

 
ii)  Sei ὓ,Ὣ = Ὓὲ,Standard-Metrik . Sei ὧ eine Geodätische auf Ὓὲ und ὧ 0. Dann 

durchläuft ὧ einen Großkreis, der in span ὧ0 ,ὧ0  enthalten ist. Wähle 

0 ὣᶰὝὧ0 Ὓ
ὲ᷊ὧ0 Ṷ. Setze ὣ fort zu einem parallelen Vektorfeld Ὁ längs ὧ.  

 
Schreibe ὅḧᴁὧᴁ= const. 0. Dann sind ὐ:ὸm cos ὅὸẗὉὸ und  

ὐ:ὸm sin ὅὸẗὉὸ  Jacobifelder längs ὧ: Denn für ὐὸ= cos ὅὸẗὉὸ  ist 

ὐᴂᴂὸ= ὅ2ẗcosὅὸẗὉὸ= ὅ2ẗὐὸ  (analog mit sin) und 

Ὑὐὸ,ὧὸ ὧὸ=
1.9
ᴁὧᴁ2

=ὅ2

ẗὐὸ ộὐὸ,ὧὸỚ
= 0

ẗὧ(ὸ) = ὅ2ẗὐὸ. Also erfüllt ὐ die Jaco-

bi-Gleichung. Für das erste dieser Jacobifelder gilt: ὐ0 = ὣ und ὐᴂ0 = 0. Für das 

zweite dieser Jacobifelder gilt: ὐ0 = 0 und ὐᴂ0 = ὅẗὣ. Daher folgt aus Lemma 5.5: 

Sind ὣ1,ȣ,ὣὲ  eine Basis von Ὕὧ0 Ὓ
ὲ᷊ὧ0 Ṷ und {Ὁ1 ,ȣ,Ὁὲ 1} das zugehörige pa-

rallele Basenfeld, so ist jedes Jacobifeld längs ὧ mit ὐṶὧ von der Form: 

 

ὐ:ὸm ὥὭẗcos ὅẗὸ+ ὦὭẗsin ὅẗὸ ẗὉὭὸ

ὲ 1

Ὥ= 1

 mit ὥὭ,ὦὭɴ ᴙ. 

 

Der Raum dieser Jacobifelder hat Dimension 2 ὲ 1 . Zusammen mit den Jacobifel-

dern der Form ὐ:ὸm ὥẗὸ+ ὦẗὧὸ mit ὥ,ὦɴ ᴙ spannen sie 2ὲ-dimanesionalen 

Raum aller Jacobifelder längs ὧ auf. 

iii)  Sei ὓ,Ὣ beliebig und ὧὸḳὴ eine Punktkurve (ᵼist eine Geodätische). Dann lau-

tet die zugehörige Jacobi-Gleichung ὐᴂᴂ= 0. ὐᴂᴂ ist hier aber die übliche Ableitung in 

Ὕὴὓ. Also besagt die Jacobi-Gleichung: ὐ ist affin linear, d. h. es existieren ὃ,ὄᶰὝὴὓ 

mit  ὐὸ= ὃ+ ὸὄ.  

 

0ὴ ὃ 

ὧ 

   

ὧ0  

Ὁ0  Ὁ 

ὧ0  
ὧὸ 

ὧί0  
ὧίὸ 



Kapitel II: Krümmung und Topologie 5 Geodätische Variationen und Jacobifelder 

 

46 

5.8 Bemerkung  

 

i) Wirkung von konstanten Umskalierungen der Metrik auf die Krümmung: Sei 

Ὣḧ‘2ẗὫ mit konstatem ‘> 0. Dann ist ɳ =  ɳ(klar wegen Koszul-Formel, oder we-

gen Übungsaufgabe 9), also laut den Definitionen: 

 

Ὑ= Ὑ, 

ric = ric, 

Ric=
1

‘2
ẗRic, 

scal=
1

‘2
ẗscal, 

ὑspan ὢ,ὣ =
‘2ẗὫὙὢ,ὣὣ,ὢ

‘2ẗ‘2ẗὗὢ,ὣ
=

1

‘2
ẗὑspan ὢ,ὣ . 

 

10.05.2012 

 

ii)  Insbesondere gilt:  

 

Ist ‖> 0, so gilt für Ὣ‖ḧ
1

‖
ẗStandard-Metrik auf Ὓὲ, für alle „ᶰὝὴὛ

ὲ 2-dimensional 

und für alle ὴɴ Ὓὲ: ὑ„ = ‖ẗ1 = ‖. 

Ist ‖< 0, so gilt für Ὣ‖ḧ
1

ȿ‖ȿ
ẗStandard-Metrik auf Ὄὲ: ὑḳ|‖| ẗ 1 = ‖. 

 

Diese Riemannschen Mannigfaltigkeiten ὓ‖,Ὣ‖  heißen, zusammen mit 

(ᴙὲ, Ὣ0

Standard-Metrik

) , (Riemannsche) Modellräume mit konstanter Schnittkrümmung ‖. 

(Wir sehen später: Ist ὓ,Ὣ eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter 

Schnittkrümmung ‖, so ist ὓ,Ὣ lokal isometrisch zu ὓ‖,Ὣ‖ . Ist zusätzlich ὓ,Ὣ 

vollständig und einfach zusammenhängend, so ist ὓ,Ὣ isometrisch zu ὓ‖,Ὣ‖ .) 

iii)  In ὓ‖,Ὣ‖  gilt wegen i) und Beispiele 1.9: 

 

Ὑὢ,ὣὤ= ‖ẗộὣ,ὤỚὫ‖ὢ ộὢ,ὤỚὫ‖ὣ.
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iv) Seien ὧ eine Geodätische in ὓ‖,Ὣ‖  mit ᴁὧᴁ= 1 und Ὁ ein paralleles Vektorfeld 

längs ὧ mit ὉṶὧ. Definiere ὧ‖,ί‖:ᴙᴼᴙ durch 

 

ὧ‖ὸ=

cos Ѝ‖ẗὸ, ‖> 0

1, ‖= 0

cosh ȿ‖ȿẗὸ, ‖< 0

 und ί‖ὸ=

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ

1

Ѝ‖
ẗsin Ѝ‖ẗὸ, ‖> 0

1, ‖= 0
1

|‖|
ẗsinh |‖| ẗὸ, ‖< 0

. 

 

Dann sind ὐ:ὸm ὧ‖ὸẗὉὸ und ὐ:ὸm ί‖ὸẗὉὸ Jacobifelder längs ὧ, denn es gilt 

ὧ‖
ᴂᴂ= ‖ẗὧ‖ und ί‖

ᴂᴂ= ‖ẗί‖, also gilt:  

 

ὐᴂᴂ= ‖ẗὐ, 

Ὑὐ,ὧὧ=
iii )
‖ẗᴁὧᴁ2

= 1

ẗὐ ộὐ,ὧỚ
= 0

ὧ = ‖ẗὐ, 

Summe= 0. O.K.  

 

Für ὐ:ὸm ί‖ὸẗὉὸ gilt ὐ0 = 0  und ὐᴂ0 = ί‖
ᴂ0
= 1

ẗὉ0 = Ὁ0 . Insbesondere 

gilt: ᴁὐὸᴁ= ȿί‖ὸȿẗᴁὐ
ᴂ0 ᴁ im Riemannschen Modellraum ὓ‖,Ὣ‖ , für ein Jacobi-

feld ὐṶὧ längs ὧ mit ὐ0 = 0 und ᴁὧᴁ= 1. 

5.9 Satz (Das Differential der Exponentialabbildung exp p) 

 

Sei ὢᶰὝὴὓ᷊Џ, wobei ЏṒὝὓ der Definitionsbereich von exp:Ὕὓᴼὓ sei. Sei  

ὣᶰὝὢ(Ὕὴὓ) ḙὝὴὓ. Dann gilt 

 

Ὠexpὴ ὢ᷄ ὣ = ὐ1  , 

 

wobei ὐ das Jacobifeld längs ‎ὢ mit ὐ0 = 0 und ὐᴂ0 = ὣ sei. 

 

ὢ 
ὴ 

ὓ 
expὴὢ 

Ὕὴὓ 

0ὴ 
ɇ 

ɇ 
ὣ 

expὴ 
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Beweis  

 

Wähle ί> 0 so, dass ὢ+ ίὣᶰὝὴὓ᷊Џ für alle ίɴ ‐,‐. Setze ὧίḧ‎ὢ+ίὣ 0᷄,1 . Dann bildet 

ὧίίɴ ‐,‐ eine geodätische Variation von ὧ0 = ‎ὢ 0᷄,1 . Sei ὐ das zugehörige Variationsfeld, ist 

ein Jacobifeld laut Satz 5.1. Es ist ὐ0 = 0 und  

 

ὐᴂ0 =
Ὀ

Ὠὸὸ᷄= 0

‬

‬ίί᷄= 0 ὧίὸ 

=
Ὀ

Ὠίί᷄= 0

‬

‬ὸί᷄= 0 ὧίὸ 

=
Ὀ

Ὠίί᷄= 0 ὧίὸ 

=
Ὀ

Ὠίί᷄= 0 ὢ+ ίὣ
zu lesen als das Vektorfeld längs der

Punktkurve  ίm ὧί0 ḳὴ

 

= ὣ. 

 

Andererseits gilt:  

 

ὐ1 =
Ὠ

Ὠίί᷄= 0 ὧί1  

=
Ὠ

Ὠίί᷄= 0 expὴὢ+ ίὣ 

= Ὠexpὴ ὢ᷄ ὣ. 

 

5.10 Korollar  

 

In Satz 5.9 gilt auch für alle ὥɴ ᴙ mit ὥὢᶰὝὴὓ᷊Џ: 

 

Ὠexpὴ ὥ᷄ὢ ὥὣ = ὐὥ. 

Beweis  

 

Setze ὐὸḧὐὥὸᶰὝ‎ὢ ὥὸὓ= Ὕ‎ὥὢ ὸὓ. Also ist ὐ ein Vektorfeld längs ‎ὥὢ. ὐ ist ein Jacobifeld 

(leicht nachzurechnen, oder benutze Lemma 5.6). Es ist ὐ0 = 0 und ὐᴂ0 = ὥẗὐᴂ0 = ὥὣ. Satz 

5.9 liefert: Ὠexpὴ ὥ᷄ὢ ὥὣ = ὐ1 = ὐὥ. 

 

6 Zweite Variation von Länge und Energie  

Notation  

 

Im Folgenden sei ὓὲ,Ὣ eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und ὧ: ὥ,ὦᴼὓ eine Geodä-

tische. 
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6.1 Definition (2 -Parameter -Variation , eigentliche 2 -Parameter -Variation , V(t)  und 

W(t) ) 

 

i) Eine stückweise glatte 2-Parameter-Variation von ὧ ist eine stetige Abbildung 

Ὄ: ‐,‐2 × ὥ,ὦᴼὓ  mit : Ὄ0,0,ẗ= ὧ und es existiert eine Zerlegung 

ὥ= ὸ0 < Ễ< ὸὯ= ὦ so, dass Ὄ᷄‐,‐2× ὸὭ1 ,ὸὭ
 für alle Ὥ= 1,ȣ,Ὧ glatt ist.  

 

Notation: ὧὶ,ίḧὌὶ,ί,ẗ und Ὄ= ὧὶ,ίὶ,ίɴ ‐,‐
. 

ii)  Ὄ heißt eigentlich genau dann, wenn ὧὶ,ίὥḳὧὥ und ὧὶ,ίὦḳὧὦ. 

iii)  Schreibe  

 

ὠὸḧ
‬Ὄ

‬ὶ
0,0,ὸ und ὡ ὸḧ

‬Ὄ

‬ί
0,0,ὸ. 

 

(Also gilt: ὠ,ὡ sind Variationsfelder der (1-Parameter-) Variationen ὧὶ,0 ὶɴ ‐,‐
 

und ὧ0,ί ίɴ ‐,‐
. 

6.2 Satz (Zweite Variationsformel)  

 

Sei Ὄ= ὧὶ,ίὶ,ίɴ ‐,‐
 eine stückweise glatte 2-Parameter-Variation der Geodätischen ὧ. Seien 

ὠ,ὡ wie oben. Schreibe Ὁὶ,ίḧὉὧὶ,ί  und ὒὶ,ίḧὒὧὶ,ί . Dann gilt: 

 

i)  

‬2Ὁ

‬ὶ‬ί
0,0 = ộ

Ὀ

Ὠὶ

‬Ὄ

‬ί
0,0,ὸ,ὧὸỚ᷄ὸ=ὥ

ὦ + Ὅὧὠ,ὡ , 

 

wobei Ὅὧὠ,ὡ = ᷿ ộὠᴂ,ὡᴂỚ ộὙὠ,ὧὧ,ὡỚ Ὠὸ
ὦ

ὥ
 

(= :Indexform Ὅὧ zu ὧ, angewandt auf ὠ,ὡ). 

ii)  Ist ȿὧȿ 0, so gilt mit ὅḧȿὧȿ und ‐ḧsignộὧ,ὧỚɴ ± 1 : 

 

‬2ὒ

‬ὶ‬ί
0,0 =

‐

ὅ
ẗộ

Ὀ

Ὠὶ

‬Ὄ

‬ί
0,0,ὸ,ὧὸỚ᷄ὸ=ὥ

ὦ + Ὅὧὠ
Ṷ,ὡṶ , 

 

wobei ὠṶ,ὡṶ die zu ὧ orthogonalen Anteile von ὠ,ὡ seien (wie in Lemma 5.4.iii) ). 
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Beweis 

 

i) 

 

‬Ὁ

‬ί
ὶ,ί=

‬

‬ί

1

2
ẗ ộὧὶ,ί,ὧὶ,ίỚ Ὠὸ
ὦ

ὥ

 

= ộ
Ὀ

Ὠί

‬Ὄ

‬ὸ
ὶ,ί,ὸ,ὧὶ,ίὸỚ Ὠὸ

ὦ

ὥ

 

= ộ
Ὀ

Ὠὸ

‬Ὄ

‬ί
ὶ,ί,ὸ,ὧὶ,ίὸỚ Ὠὸ

ὦ

ὥ

 

ᵼ
‬2Ὁ

‬ὶ‬ί
0,0  

=

ở

Ở
ờ
ộ
Ὀ

Ὠὶ

Ὀ

Ὠὸ

‬Ὄ

‬ί
0,0,ὸ,ὧὸỚ+ ộ

Ὀ

Ὠὸ

‬Ὄ

‬ί
0,0,ὸ,

Ὀ

Ὠὶ

‬Ὄ

‬ὸ
Reihenfolge

vertauschen

0,0,ὸỚ

Ợ

ỡ
Ỡ

 Ὠὸ
ὦ

ὥ

 

= ộ
Ὀ

Ὠὸ

Ὀ

Ὠὶ

‬Ὄ

‬ί
0,0,ὸ,ὧὸỚ+ ộὙ

‬Ὄ

‬ὶ
,
‬Ὄ

‬ὸ

‬Ὄ

‬ί
0,0,ὸ,ὧὸỚ

ὦ

ὥ

+ ộὡᴂὸ,ὠᴂὸỚ Ὠὸ 

=
Hauptsatz

Ὀ

Ὠὶ

‬Ὄ

‬ί
 stetig

ộ
Ὀ

Ὠὶ

‬Ὄ

‬ί
0,0,ὸ,ὧὸỚ᷄ὸ=ὥ

ὦ  

+

ở

Ở
ờ
ộὙὠὸ,ὧὸ ὡ ὸ,ὧὸ

Vertauschen ergibt
negatives  Vorzeichen

Ớ+ ộὠᴂὸ,ὡᴂὸỚ

Ợ

ỡ
Ỡ

 Ὠὸ
ὦ

ὥ

 

ᵼBehauptung. 
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ii)  

 

Wegen ộὧ,ὧỚḳconst. 0 gilt auch für kleine ὶ,ί 0 immer noch signộὧὶ,ί,ὧὶ,ίỚ= ‐. Daher gilt: 

 
‬

‬ί
ὧὶ,ίὸ =

‬

‬ί
‐ẗộὧὶ,ί,ὧὶ,ίỚὸ=

1

2ẗὧὶ,ίὸ
ẗ‐ẗ2ẗộ

Ὀ

Ὠί
ὧὶ,ίὸ,ὧὶ,ίὸỚ 

ᵼ
‬2

‬ὶ‬ίὶ᷄=ί= 0=
1

ὅ2
ẗ
‐2

ὅ
=

1

ὅ

ẗộ
Ὀ

Ὠὶ
ὧὶ,ίὸ,ὧὶ,ίὸỚ᷄ὶ=ί= 0ẗộ

Ὀ

Ὠί
ὧὶ,ίὸ,ὧὶ,ίὸỚ᷄ὶ=ί= 0+

‐

ὅ

ẗ
‬

‬ὶ
ộ
Ὀ

Ὠί
ὧὶ,ίὸ,ὧὶ,ίὸỚ᷄ὶ=ί= 0

᷿ hiervon Ὠὸ
ὦ

ὥ =
‬2Ὁ

‬ὶ‬ί
0,0 = siehe i)

 

=
1

ὅ3
ẗộὠᴂὸ,ὧὸỚẗộὡᴂὸ,ὧὸỚ+

‐

ὅ
ẗ ȣ

h᷿iervon= Ergebnis von Ὥ)

. 

 

Mit ὪὸḧộὠᴂὝὸ, ὡᴂὝὸỚ gilt:  

 

Ὢὸ= ộ
ộὠᴂ,ὧỚ

ộὧ,ὧỚ
ὧ,
ộὡᴂ,ὧỚ

ộὧ,ὧỚ
ὧỚ=

‐

ὅ2
ẗộὠᴂ,ὧỚẗộὡᴂ,ὧỚ 

ᵼ
‬2ὒ

‬ὶ‬ί
0,0 = siehe oben Ὠὸ

ὦ

ὥ

 

=
‐

ὅ
ẗ Ὢὸ Ὠὸ

ὦ

ὥ

+ Ergebnis von i) . 

 

Die Behauptung folgt nun aus: i), Lemma 5.4.i)  ( ὠᴂṶ= ὠṶ ᴂ) und ×ÅÉÌ ȰṶȱ ÁÍ Ὑ-Term nichts 

ändert. 
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6.3 Bemerkung  

 

i) Die Indexform  

 

Ὅὧ: ὠ,ὡ ᵐ ộὠᴂ,ὡᴂỚ ộὙὠ,ὧὧ,ὡỚ Ὠὸ
ὦ

ὥ

 

 

definiert eine symmetrische Bilinearform auf dem Raum (Њ-dimensional) aller 

stückweise glatten Vektorfelder längs ὧ. 

ii)  Seien ὠ,ὡ zwei solche und ὥ= ὸ0 < Ễ< ὸὯ= ὦ eine Zerlegung, für die ὠ ὸ᷄Ὥ1 ,ὸὭ 

und ὡ ὸ᷄Ὥ1 ,ὸὭ für alle Ὥ= 1,ȣ,Ὧ glatt sind. Für Ὥ= 1,ȣ,Ὧ 1 setze  

 

Ὥὠḧ‏ lim
ὸWὸὭ
ὠᴂὸ lim

ὸUὸὭ
ὠᴂὸᶰὝὧὸὭὓ. 

 

Dann gilt  

 

Ὅὧὠ,ὡ = ộὠᴂ,ὡỚ᷄ὸ=ὥ
ὦ ộ‏Ὥὠ,ὡ(ὸὭ)Ớ

Ὧ 1

Ὥ= 1

ộὠᴂᴂ+ Ὑὠ,ὧὧ,ὡỚὸ Ὠὸ
ὦ

ὥ

. 

 

Beweis: Benutze ộὠᴂ,ὡᴂỚ= ộὠᴂ,ὡỚᴂ ộὠᴂᴂ,ὡỚ und den Hauptsatz für jedes ὸὭ1,ὸὭ. 

 

16.05.2012 

 

iii)  Insbesondere gilt: Ist ὡ ὥ= 0, ὡ ὦ= 0 und ὠ ein Jacobifeld längs ὧ, so ist 

Ὅὧὠ,ὡ = 0. Ist Ὄ eine eigentliche Variation und ὠ ein Jacobifeld, so gilt nach Satz 

6.2.i) : 
‬2Ὁ

‬ὶ‬ί
0,0 = 0. Falls ȿὧȿ 0, so gilt 

‬2ὒ

‬ὶ‬ί
0,0 = 0, da auch ὠṶ ein Jacobifeld ist, 

siehe Lemma 5.4.iii) . 

6.4 Korollar  

 

Sei Ὄ= ὧὶ,ίὶ,ίɴ ‐,‐
 eine stückweise glatte 1-Parameter-Variation der Geodätischen ὧ. Sei ὠ 

das zugehörige Variationsfeld. Dann gilt: 

 

i)  

Ὠ2

Ὠί2 ί᷄= 0 Ὁὧί = ộ
Ὀ

Ὠί

‬Ὄ

‬ί
0,0,ὸ,ὧὸỚ᷄ὸ=ὥ

ὦ + Ὅὧὠ,ὠ. 

ii)  Ist ȿὧȿ 0, so gilt mit ὅḧȿὧȿ und ‐ḧsignộὧ,ὧỚɴ ± 1 : 

 

Ὠ2

Ὠί2 ί᷄= 0 ὒὧί =
‐

ὅ
ẗộ

Ὀ

Ὠί

‬Ὄ

‬ί
0,0,ὸ,ὧὸỚ᷄ὸ=ὥ

ὦ + Ὅὧὠ
Ṷ,ὠṶ . 
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Beweis  

 

Setze ὧὶ,ίḧὧὶ+ί. Dann ist ὧὶ,ί  mit ὶ,ίᶰ
‐

2
,
‐

2

2
 eine stückweise glatte 2-Parameter-

Variation von ὧ, mit ὠ= ὡ. Es ist Ὁὧὶ,ί = Ὁὧὶ+ί = :•ὶ+ ί, also ist  

‬2Ὁ

‬ὶ‬ί
0,0 = •ᴂᴂ0 =

Ὠ2

Ὠί2 ί᷄= 0 Ὁὧί . Analog für ὒ. 

 

7 Der Satz von Bonnet und Myers  

Notation  

 

Im Folgenden sei ὓὲ 2,Ὣ eine zusammenhängende und vollständige Riemannsche Mannigfal-

tigkeit. 

7.1 Definition (Durchmesser ) 

 

diam ὓ,Ὣ ḧsup Ὠὴ,ή ὴ᷄,ήɴ ὓ ᶰ 0,Њ  

 

heißt der Durchmesser von ὓ,Ὣ. 

7.2 Satz von Bonnet und Myers ( Version mit der Schnittkrümmung K)  

 

Existiert ein ‏> 0 so, dass ὑ  auf ὓ gilt (d. h. für alle 2-dimensionalen linearen Unterräume ‏

„ṒὝὴὓ und ὴɴ ὓ ist ὑ„ dann folgt diam ,(‏ ὓ,Ὣ
“

Ѝ‏
. 
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Beweis 

 

Angenommen, es wäre diam ὓ,Ὣ >
“

Ѝ‏
. Wähle ὴ,ήɴ ὓ mit Ὠὴ,ή >

“

Ѝ‏
. Wähle eine Geodäti-

sche ὧ von ὴ nach ή mit Länge Љḧ  Ὠὴ,ή. Dabei sei ὧ nach Bogenlänge parametrisiert:  

ὧ: 0,Љᴼ ὓ,Ὣ. Sei ὉṶὧ mit ᴁὉὸᴁ= 1 ein paralleles Vektorfeld längs ὧ. Setze  

ὠὸḧsin
“

Љ
ẗὸẗὉὸ. Setze ὧίὸḧexpὧὸ ίẗὠὸ . Dann ist ὧί  eine glatte eigentliche Va-

riation von ὧ. Nach der ersten Variationsformel gilt 

 
Ὠ

Ὠίί᷄= 0 ὒὧί = 0. 

 

Und nach Korollar 6.4.ii)  gilt:  

 

Ὠ2

Ὠί2 ί᷄= 0 ὒὧί =
6.4.ii )

ὠ=ὠṶ

1

1
ẗ0 + Ὅὧὠ,ὠ  

= ộὠᴂὸ
“

Љ
ẗcos

“

Љ
ẗὸ

,ὠᴂὸỚ ộὙὠ,ὧὧ,ὠỚ
=ὑspan ὧὸ,ὠὸ ẗᴁὠὸᴁ2

ẗsin‏ 2 “

Љ
ẗὸ

ὸ  Ὠὸ
Љ

0

 

“2

Љ2
ẗ cos2

“

Љ
ẗὸ Ὠὸ

Љ

0

=
Љ

2

ẗ‏ sin2
“

Љ
ẗὸ Ὠὸ

Љ

0

=
Љ

2

 

“2

Љ2
‏ ẗ
Љ

2
 

< 0. 

 

Also gilt ὒὧί < ὒὧ für kleine ί 0. ᴝ  

 

7.3 Satz von Bonnet und Myers (Ricci -Version)  

 

Existiert ein ‏> 0 so, dass ric ὲ 1 ẗ‏ auf ὓ gilt , d. h. für alle ὢᶰὝὓ ist  

ric ὢ,ὢ ὲ 1 ẗ‏ẗᴁὢᴁ2, dann folgt diam ὓ,Ὣ
“

Ѝ‏
. 
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Beweis 

 

Angenommen, es wäre diam ὓ,Ὣ >
“

Ѝ‏
. Wähle ὴ,ή,Љ,ὧ wie im Beweis zu Satz 7.2. Ergänze ὧ zu 

einem paralleles Basenvektorfeld ὧ,Ὁ2 ,ȣ,Ὁὲ  längs ὧ. Setze ὠὭὸḧsin
“

Љ
ẗὸẗὉὭὸ. Setze 

ὧί
Ὥὸḧexpὧὸ ίẗὠὭὸ . Jedes ὧί

Ὥ ist eine glatte eigentliche Variation von ὧ. Nach der ersten 

Variationsformel gilt 

 
Ὠ

Ὠίί᷄= 0 ὒὧί
Ὥ = 0. 

 

Laut Korollar 6.4.ii)  gilt 

 

Ὠ2

Ὠί2 ί᷄= 0 ὒὧί
Ὥ = ộὠὭ

ᴂὸ,ὠὭ
ᴂὸỚ

“2

Љ2
ẗcos2 “

Љ
ẗὸ

ὲ

Ὥ= 2

ộὙὠὭ,ὧὧ,ὠὭỚ

ὲ

Ὥ= 2

= sin 2 “

Љ
ẗὸẗric ὧὸ,ὧὸ

ὲ 1 ẗ‏ẗsin 2 “

Љ
ẗὸ

ὸ  Ὠὸ
Љ

0

 

ὲ 1 ẗ
“2

Љ2
ẗ
Љ

2
ὲ 1 ẗ‏ẗ

Љ

2
 

=
Љ

2
ẗὲ 1 ẗ

“2

Љ2
‏

< 0

 

< 0. 

 

Also ist 
Ὠ2

Ὠί2 ί᷄= 0 ὒὧί
Ὥ < 0 für mindestens ein Ὥ, also ὒὧί

Ὥ < ὒὧ für dieses Ὥ und kleine ί 0. ᴝ  

 

7.4 Korollar  

 

Existiert auf einer ὲ 2 -dimensionalen zusammenhängenden Mannigfaltigkeit eine vollstän-

dige Riemannsche Metrik mit ὑ const.> 0 (oder auch nur  

ric ὲ 1 ẗconst.> 0), dann ist ὓ kompakt. 

Beweis  

 

Sei ὑ <‏ 0 (bzw. auch nur ric ὲ 1 ẗ‏> 0). Der Satz von Bonnet und Myers liefert: 

ὓ= ὄ“
Ѝ‏

ὨὫὴ (für beliebige ὴɴ ὓ). Ist ὓ,Ὣ vollständig, so ÆÏÌÇÔ ÌÁÕÔ ÄÅÒ 6ÏÒÌÅÓÕÎÇ ȰAnalysis 

und Geometrie auf Mannigfaltigkeitenȱ: ὓ= expὴὄ“
Ѝ‏

ὨὫ 0ὴ .  Dann ist ὓ kompakt, da expὴ ste-

tig ist. 
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7.5 Beispiele  

 

i) Auf ᴙὲ 2  gibt es keine vollständige Riemannsche Metrik mit ὑ <‏ 0 (oder auch 

schon nicht mit ric ὲ 1 ẗ‏> 0). 

ii)  Es gibt aber durchaus unvollständige solche Metriken, z. B. solche mit ὑḳ1: eine 

Hemisphäre der runden Standardsphäre ist ja diffeomorph zu ᴙ2. 

iii)  Es gibt durchaus Metriken mit ὑ> 0 auf ᴙ2: z. B. Rotationsparaboloid! (siehe ein 

Beispiel in der Übungsgruppe vom 19.4.2012) (aber dort ὑ nicht von 0 weg be-

schränkt). 

7.6 Bemerkungen (Einige Begriffe und Tatsachen aus der Topologie)  

 

Seien ὢ,ὢ wegzusammenhängende topologische Räume. 

 

i) Eine Abbildung Ὢ:ὢᴼὢ heißt Überlagerung genau dann, wenn Ὢ stetig sowie sur-

jektiv ist und für alle ὴɴ ὢ existiert eine offene Umgebung Ὗὴ so, dass Ὢ 1 Ὗὴ =

ẕ ὠήήɴ Ὢ 1 ὴ  (disjunkte Vereinigung) mit: Ὢ᷄ὠή:ὠήᴼὟὴ Homöomorphismus für jedes 

ή in Ὢ 1 ὴ. 

 
ii)  Ist Ὢ:ὢᴼὢ eine Überlagerung und ὧ: ὥ,ὦᴼὢ stetig, dann gibt es zu jedem 

ήɴ Ὢ 1 ὧὥ  genau ein stetiges ὧǿ: ὥ,ὦᴼὢ mit Ὢʐ ὧǿ= ὧ und ὧǿὥ = ή (Liftun g-

slemma für Wege). 

iii)  Eine Überlagerung Ὢ:ὢᴼὢ heißt universell genau   dann, wenn ὢ einfach zusam-

menhängend ist. Diese Aussage ist äquivalent zu: Jede stetige geschlossene Kurve in 

ὢ lässt sich zusammenziehen (es existiert eine Homotopie zu einer Punktkurve). 

 

Hat jedes ὴɴ ὢ eine einfach zusammenhängende Umgebung (z. B. wenn ὢ eine Man-

nigfaltigkeit ist), dann hat ὢ eine universelle Überlagerung. 

iv) Sind Ὢ1 :ὢ1 ᴼὢ und Ὢ2:ὢ2 ᴼὢ zwei universelle Überlagerungen, dann gibt es einen 

Homöomorphismus ɮ:ὢ1 ᴼὢ2 mit Ὢ2 ɮʐ= Ὢ1 . Genauer gilt: Zu je zwei  

ή1 ᶰὢ1,ή2 ᶰὢ2 mit Ὢ1 ή1 = Ὢ2 ή2  existiert genau ein ɮ wie oben mit ɮή1 = ή2. 

Ὗὴ 
ὴ 

ή2 

ή1 

Ὢ 

ể 
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v) Sei Ὢ:ὢᴼὢ eine Überlagerung. Eine Decktransformation zu Ὢ ist ein Homöomor-

phismus ɮ:ὢᴼὢ mit Ὢʐ ɮ= Ὢ. Falls hier Ὢ universell ist, so operiert wegen iv) die 

Gruppe ɜ der Decktransformationen zu Ὢ ÅÉÎÆÁÃÈ ÔÒÁÎÓÉÔÉÖ ÁÕÆ ÊÅÄÅÒ Ȱ&ÁÓÅÒȱ Ὢ 1 ὴ. 

 
Außerdem gilt hier (für universelles Ὢ): ɜ operiert frei und diskontinuierlich ( d. h. für 

alle ήɴ ὢ existiert eine offene Umgebung ὠή mit: für alle ɮᶰɜʌ Id  ist  

ɮὠή ᷊ὠή= )ɲ auf ὢ, und ὢ ist homöomorph zum Quotientenraum ὢɜ. 

 

Ist hier ὢ eine Mannigfaltigkeit (es reicht, dass ὢ hausdorffsch), so operiert ɜ eigent-

lich diskontinuierlich auf der universellen Überlagerung ὢ, d. h. es gilt zusätzlich: 

ὑṒὢ ist kompakt ᵼɜὑ ist abgeschlossen. 

vi)  Sind Ὢ:ὢᴼὢ eine universelle Überlagerung und Ὢ1 :ὢ1 ᴼὢ irgendeine Überlage-

rung, so existiert eine Überlagerung •:ὢᴼὢ1 mit Ὢ1 •ʐ= Ὢ. 

 
Die zugehörige Gruppe ɜ1 von Decktransformationen zu • ist eine Untergruppe der 

Decktransformationsgruppe ɜ zu Ὢ (und ὢ1 ~
homöomorph

ὢ
ɜ1

). Ist hier ὢ einfach zu-

sammenhängend ᵼ mit Ὢḧ Id gilt • injektiv ᵼ• ist ein Homöomorphismus ᵼὪ ist 

ein Homöomorphismus. 

 

23.05.2012 

 

vii)  Sei ὴɴ ὢ. Die Fundamentalgruppe “1 ὢ,ὴ ist die Menge der Homotopieklassen von 

stetigen Kurven ὧ  von ὴ  nach ὴ , mit Gruppenmultiplikation 

ὧ1 ẗὧ2 = ὧ1 ẗ
Hintereinanderschalten von Kurven,

durchläuft erst ὧ2 , dann ὧ1

ὧ2 . Für ὴᴂ,ὴɴ ὢ sind “1 ὢ,ὴ,“2 ὢ,ὴᴂ 

isomorph. Also schreibt man “1 ὢ Ȱ&ÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌÇÒÕÐÐÅ ÖÏÎ ὢȱ ɉÅÉÎÅ )ÓÏÍÏÒÐÈÉÅk-

lasse von Gruppen). 

ὢ 

ὢ1 

ὢ 

• 

Ὢ 

Ὢ1 

ὴ 

ή1 

ή2 

Ὢ 

ể 

ể 
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viii)  Sind Ὢ:ὢᴼὢ die universelle Überlagerung, ὴɴ ὢ und ὴɴ Ὢ 1 ὴ, so ist “1 ὢ,ὴ 

isomorph zur Decktransformationsgruppe ɜ  von Ὢ  per 

ὧᵐdie Decktransformation ɮ:ὢᴼ

ὢ, die ὴ auf den Endpunkt des Liftes von ὧ mit Anfangspunkt ὴ abbildet . (Wohldefi-

niertheit wird garantiert durch das sogenannte Liftungslemma für Homotopien.) 

 
Für όɴ ὢ kann man dann ɮό so beschreiben: Wähle einen Weg „ von ὴ nach ό, 

setze „ḧὪʐ „ . Dann gilt: 

ɮό = Endpunkt des Liftes von „ὧ„ 1 mit Anfangspunkt ό. 

7.7 Bemerkung  

 

Sei ὓ eine zusammenhängende Mannigfaltigkeit.  

 

i) “1 ὓ  ist höchstens abzählbar. Beweis siehe z. B. JȢ -Ȣ ,ÅÅȡ Ȱ)ÎÔÒÏÄÕÃÔÉÏÎ ÔÏ ÓÍÏÏÔÈ 

ÍÁÎÉÆÏÌÄÓȱȢ 

ii)  Wegen Bemerkung 7.6.viii)  folgt: Die Decktransformationsgruppe zur universellen 

Überlagerung von ὓ ist abzählbar.  

 

Wegen Bemerkung 7.6.v) (Die Decktransformationsgruppe zur universellen Überla-

gerung operiert einfach transitiv auf den Fasern Ὢ 1 ὴ) folgt: Jede Faser Ὢ 1 ὴ der 

universellen Überlagerung Ὢ:ὓᴼὓ ist höchstens abzählbar. 

iii)  Wegen Bemerkung 7.6.vi)  gilt letzteres auch für beliebige Überlagerungen von ὓ. 

iv) Operiert eine Gruppe Ὃ auf ὓ frei und eigentlich diskontinuierlich  (daraus folgt laut 

ÄÅÒ 6ÏÒÌÅÓÕÎÇ Ȱ!ÎÁÌÙÓÉÓ ÕÎÄ 'ÅÏÍÅÔÒÉÅ ÁÕÆ -ÁÎÎÉÇÆÁÌÔÉÇËÅÉÔÅÎȱ: ὓὋ ist kanonisch 

wieder eine Mannigfaltigkeit), so ist “:ὓᴼὓὋ eine Überlagerung (siehe Übungs-

aufgabe 18). 

7.8 Satz 

 

Sei Ὢ:ὓᴼὓ eine Überlagerung, wobei ὓ eine zusammenhängende Mannigfaltigkeit und ὓ ein 

wegzusammenhängender topologischer Raum ist. Dann gilt: 

 

i) ὓ ist hausdorffsch mit abzählbarer Topologie, und es existiert genau eine ὅЊ-

Struktur auf ὓ, für die Ὢ glatt wird. 

ii)  Ist Ὣ eine semi-Riemannsche Metrik auf ὓ, so existiert genau eine semi-Riemannsche 

Metrik Ὣ auf ὓ so, dass Ὢ eine lokale Isometrie wird. 

iii)  Ist dabei Ὣ geodätisch vollständig, so ist Ὣ ebenfalls geodätisch vollständig. 

ὴ 
„ 

ό 

ɮὴ 
ɮ „ʐ 

ɮό 

ὧǿ 
ὴ 

„ 
Ὢό 

ὧ 
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Beweis  

 

i) 

 

¶ ὓ ist hausdorffsch:  

 

Seien ή1 ή2 in ὓ. Ist Ὢή1 = Ὢή2 , so sind ὠή1
,ὠή2

 wie in der Definition von Überlage-

rungen disjunkt. Ist ὴ1 = Ὢή1 Ὢή2 = :ὴ2, so wähle man disjunkte Umgebungen 

Ὗὴ1
,Ὗὴ2

 so klein, dass sie wie in der Definition von Überlagerungen sind. Dann sind die 

zugehörigen ὠή1
,ὠή2

 disjunkt. (O. K.) 

¶ ὓ hat abzählbare Topologie: 

 

Wähle für ὓ eine abzählbare Basis Ὗ1,Ὗ2 ,ȣ der Topologie so, dass jedes ὟὭ so klein ist, 

dass es ein Ὗὴ wie in der Definition von Überlagerungen ist. Die zugehörigen ὠή sind we-

gen Bemerkung 7.7.iii)  abzählbar viele: ὠ1,ὠ2,ȣ . Diese bilden eine Basis der Topologie 

von ὓ. 

 

Beweis:  

 

Ist ὠ offen in ὓ, so ist ὠ= ẕ ὠ᷊ὠὯὯ  und  

 

ὠ᷊ὠὯ= Ὢ᷄ὠὯ
1
   Vereinigung gewisser ὟὭ 

=  Vereinigung gewisser ὠὭ. 

¶ ὅЊ-Struktur:  

 

Seien ήɴ ὓ, ὴḧὪή und ὼ:ὟᴼὟᴂ eine Karte von ὓ um ὴ. Seien Ὗὴ,ὠή Umgebungen 

wie in 7.6.i)  (so, dass Ὢ᷄ὠή:ὠήᴼὟὴ ein Homöomorphismus ist). Dabei (verkleinere) sei 

ὟὴṒὟ. Setze ὼḧὼʐ Ὢ᷄ὠή:ὠήᴼὼὟὴ ṒὟ
ᴂ, ist ein Homöomorphismus auf sein Bild.  

 

Kartenwechsel: 

 

ώʐ ὼ 1 = ώʐ Ὢ᷄ὠήᴂ ᶼὼʐ Ὢ᷄ὠή
1

= ώʐ Ὢ᷄ὠήᴂʐ Ὢ᷄ὠή
1
ὼʐ 1 = Id

Ὢὠή᷊ ὠήᴂ
 

 

ist glatt, weil ώʐ ὼ1 glatt ist. 

 

Ὢ ist ein lokaler Diffeomorphismus: 

 

ὼʐ Ὢʐ ὼ 1 = ὼʐ Ὢʐ Ὢ᷄ὠή
1
ὼʐ1 = IdὼὟὴ ᵼ O.K.  

¶ Eindeutigkeit: 

 

Damit Ὢ glatt ist, müssen die ὼ= ὼʐ Ὢ᷄ὠὯ glatt sein. (O. K.) 
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ii)  

 

Klar: Man kann und muss ὫḧὪᶻὫ definieren. 

 

iii)  

 

Seien ήɴ ὓ und ὣᶰὝήὓ.  

 

Zu zeigen: ‎ὣ ist auf ganz ᴙ definiert.  

 

Seien ὴḧὪή, ὢḧὨὪήὣᶰὝὴὓ und ὧḧ‎ὢ:ᴙᴼὓ. Das Liftungslemma aus Bemerkung 7.6.ii)  

liefert: Es existiert ein ὧǿ:ᴙᴼὓ mit ὧǿ0 = ή. Dann folgt aus Ὢʐ ὧǿ= ὧ, da Ὢ eine lokale Isometrie 

ist, dass ὧǿ eine Geodätische ist. Es ist ὨὪή ὧǿ0 = ὧ0 = ὢ= ὨὪήὣ. Die Bijektivität von ὨὪή 

liefert: ὧǿ0 = ὣ. Also ist ὧǿ= ‎ὣ. 

 

7.9 Bemerkung  

 

Seien ὓ  eine zusammenhängende semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und Ὢ1:ὓ1 ᴼὓ , 

Ὢ2:ὓ2 ᴼὓ zwei universelle Überlagerungen. Der Homöomorphismus ɮ:ὓ1 ᴼὓ2 aus Bemer-

kung 7.6.iv)  ist bezüglich der ὅЊ-Struktur und semi-Riemannsche Metriken aus Satz 7.8 eine 

lokale Isometrie, hier eine Isometrie. 

 

In diesem Sinne: Die universelle Überlagerung einer zusammenhängenden semi-

Riemannschen Mannigfaltigkeit, versehen mit der kanonischen ὅЊ-Struktur und der ge-

lifteten semi-Riemannschen Metrik, ist bis auf Isometrie eindeutig bestimmt. 

 

Ebenso: Die universelle Überlagerung einer zusammenhängenden Mannigfaltigkeit ist eindeutig 

bis auf Diffeomorphie bestimmt. 

7.10 Beispiele  

 

i) Die universelle Überlagerung von Ὓ1 ist Ὢ:ᴙᴼὛ1 Ṓᴙ2 mit Ὢὸ= (cosὸ,sinὸ)  (oder: 

Ὢ:ᴙᴼᴙᴚ mit Ὢὸ= ὸ), Gruppe der Decktransformationen: Translationen um 2“Ὧ 

mit Ὧɴ ᴚ, also gilt nach Bemerkung 7.6.viii) : “1(Ὓ1) ḙᴚ.  

ii)  Die universelle Überlagerung von Ὕὲ ist  

 

Ὂ:ᴙὲᶳὸ1,ȣ,ὸὲ ᵐ Ὢὸ1 ,ȣ,Ὢὸὲ ᶰὛ1 × ȣ× Ὓ1

diffeomorph
Ὕὲ 

 

und es ist  

 

“1 Ὕ
ὲ

ḙᴚὲ

ḙGruppe der Decktransformationen. 

iii)  Weil Ὓὲ 2  einfach zusammenhängend ist, ist Id:Ὓὲ 2 ᴼὛὲ 2 die universelle Überlage-

rung, also “1 Ὓ
ὲ 2 = Ὡ. 

iv) Die universelle Überlagerung von ᴙὖὲ 2 Ὓὲ
± Id  ist Ὢ:ὛὲᴼὛ

ὲ

± Id diffeomorph
ᴙὖὲ 

und es ist “1(ᴙὖὲ 2) ḙᴚ2. 
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7.11 Satz von Bonnet und Myers (topologische Version)  

 

Sei ὓ,Ὣ  eine vollständige zusammenhängende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit ric

ὲ 1 ẗ‏> 0 und ‏= const. . Dann folgt: ὓ ist kompakt ((O. K.), siehe Korollar 7.4), und die 

universelle Überlagerung ὓ ist ebenfalls kompakt, und “1 ὓ  ist endlich. 

Beweis 

 

Sei Ὣ die geliftete Metrik auf ὓ. Wegen Satz 7.8.iii)  und dem Satz von Hopf und Rinow folgt: 

(ὓ,Ὣ) ist ebenfalls (geodätisch) vollständig. Weil die Überlagerung Ὢ: ὓ,Ὣ ᴼ(ὓ,Ὣ)  eine loka-

le Isometrie ist, gilt auch auf (ὓ,Ὣ): ric ὲ 1 ẗ‏> 0. Korollar 7.4 liefert: ὓ ist kompakt. 

Jede Faser Ὢ 1 ὴ ist diskret (weil Ὢ eine Überlagerung ist) und abgeschlossen (weil Ὢ stetig ist). 

Wäre Ὢ 1 ὴ nicht endlich, so hätte man mit der Folgenkompaktheit von ὓ einen Häufungs-

punkt, der wäre noch in Ὢ 1 ὴ (weil Ὢ 1 ὴ abgeschlossen ist), dies wäre ein Widerspruch zur 

Diskretheit von Ὢ 1 ὴ. Also ist Ὢ 1 ὴ endlich für jedes ὴɴ ὓ. Mit Bemerkung 7.6.iv) folgt: die 

Gruppe der Decktransformationen ist endlich. Mit Bemerkung 7.6.viii)  folgt: “1 ὓ  ist endlich. 

 

7.12 Bemerkung  

 

Ist ὓ eine kompakte Mannigfaltigkeit und Ὣ eine Riemannsche Metrik auf ὓ, so ist ὓ,Ὣ voll-

ständig. 

Beweis 

 

Sei (ὴὯ)  eine Cauchy-Folge bezüglich ὨὫ. Aus der Folgenkompaktheit von ὓ folgt: Es existiert 

eine Teilfolge ὴὯάᴼὴɴ ὓ. Dann ist ὨὫὴὯά,ὴ ᴼ0 für άᴼЊ. Da (ὴὯ)  eine Cauchy-Folge ist, 

folgt: ὨὫὴὯ,ὴ ᴼ0 für ὯO Њ. 
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7.13 Beispiele  

 

i) Sei ὲ 2. Dann existiert auf Ὕὲ keine Riemannsche Metrik Ὣ mit ric ὲ 1 ẗ‏> 0 

mit ‏= const. . (Diese Metrik wäre vollständig nach Bemerkung 7.12, also: Widerspruch 

zu Satz 7.11 und Beispiel 7.10.ii) .) 

 

24.05.2012 

 

Es gilt sogar: Auf Ὕὲ existiert keine Riemannsche Metrik mit ric > 0. Denn: Ist ὓ,Ὣ ei-

ne kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann ist auch 

Ὓ1 ὓ ḧ ὢᶰὝὓ ᴁ᷄ὢᴁ= 1  kompakt. Deswegen folgt aus ric ὢ,ὢ > 0  für alle 

ὢᶰὛ1ὓ schon: Es existiert ein ‏> 0 so, dass für alle ὢᶰὛ1ὓ gilt: ric ὢ,ὢ ẗ‏

ὲ 1 , also auch für alle ὢᶰὝὓ: ric ὢ,ὢ ὲ 1 ẗ‏ẗᴁὢᴁ2. 

ii)  Erst recht existiert auf Ὕὲ keine Riemannsche Metrik mit ὑ> 0 (d. h. für alle 2-

dimensionalen „ᶰὝὴὓ und für alle ὴɴ ὓ ist ὑ„ > 0). Für ὲ= 2 wussten wir das 

schon wegen des Satzes von Gauß und Bonnet. 

8 Der Satz von Hadamard und Cartan  

8.1 Lemma  

 

Sei ὓ,Ὣ eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, ὧ: ὍO ὓ,Ὣ eine Geodätische mit 0 ᶰὍ und ὐ ein 

Jacobifeld längs ὧ mit ὐ0 = 0 und ὐᴂ0 0. Dann gilt:  

 

i) Es existiert ein ‐> 0 so, dass für alle ὸɴ 0,‐ gilt ὐὸ 0. 

ii)  ᴁὐᴁᴂ0 ḧ lim ὸW0
ᴁὐὸᴁ

ὸ
 existiert und ist ᴁὐᴂ0 ᴁ. 
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Beweis 

 

Seien ὴḧὧ0 ,ὢḧὧ0  und ὣḧὐᴂ0 . 

 

i) 

 

Wähle –> 0 so, dass expὴ ὄ᷄– 0ὴ
 ein Diffeomorphismus ist. Setze ‐ḧ

–

ᴁὢᴁ
ḧЊ, falls ὢ= 0 . 

Dann ist für alle 0 < ὸ< ‐ der Vektor ὸẗὢ in ὄ– 0ὴ . Also ist Ὠexpὴ ὸ᷄ẗὢ bijektiv, insbesondere ist 

Ὠexpὴ ὸ᷄ẗὢ ὸẗὣ
0

0. Laut Korollar  5.10 ist dies aber gerade ὐὸ. 

 

ii)  

 

Wähle ein paralleles Ὣ-Orthonormalbasenfeld Ὁ1 ,ȣ,Ὁὲ  längs ὧ und schreibe  

ὐὸḧВ ὺὭὸẗὉὭὸ
ὲ
Ὥ= 1 . Dann ist  

 

ᴁὐᴂ0 ᴁ= ὺὭ0 2

ὲ

Ὥ= 1

 

= ᴁὺ0 ᴁ 

= lim
ὸO 0

ὺὸ

ὸ
 

= lim
ὸW0

ᴁὺὸᴁ

ὸ
 

= lim
ὸW0

ᴁὐὸᴁ

ὸ
. 

 

8.2 Proposition  

 

Sei (ὓ,Ὣ)  eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei ὧ:ὍO ὓ eine Geodätische mit 0 ᶰὍ nach der 

Bogenlänge parametrisiert . Es gebe ein ɝɴ ᴙ so, dass ὑ„ ɝ für alle 2-dimensionalen 

„ṒὝὧὸὓ mit ὧὸᶰ„ und ὸɴ Ὅ. Dann gilt für alle Jacobifelder ὐ längs ὧ mit ὐ0 = 0 und ὐṶὧ: 

Für alle ὸɴ Ὅ᷊ 0,
“

Ѝɝ
 gilt  

 

ᴁὐὸᴁ ίɝὸẗᴁὐ
ᴂ0 ᴁ. 

 

Hierbei sei 
“

Ѝɝ
ḧЊ für ɝ 0. (Erinnerung: ί‖ὸ=

ừ
Ừ

ứ
1

Ѝ‖
ẗsin Ѝ‖ẗὸ, ‖> 0

ὸ, ‖= 0
1

ȿ‖ȿ
ẗsinh ȿ‖ȿẗὸ, ‖< 0

 ) 
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Beweis  

 

Sei ὐ 0 (sonst ist es trivial). Also ist ὐᴂ0 0. Für alle ὸ mit ᴁὐὸᴁ 0 (gilt z. B. für kleine 

ὸ> 0 nach 8.1.i) ) ist 

 

ᴁὐᴁᴂᴂὸ=
ộὐ,ὐᴂỚ

ᴁὐᴁ

ᴂ

ὸ 

=
1

ᴁὐᴁ2
ẗộὐ,ὐᴂᴂỚᴁὐᴁ+ ᴁὐᴂᴁ2ᴁὐᴁ

ộὐ,ὐᴂỚ2

ᴁὐᴁ
0 nach Cauchy-Schwarz-Ungleichung

ὸ 

ộὐ,ὐᴂᴂỚ

ᴁὐᴁ
ὸ 

=
ộὙὐ,ὧὧ,ὐỚ

ᴁὐᴁ
ὸ 

ɝẗᴁὐὸᴁ.  z
 

Schreibe •ὸḧίɝὸẗᴁὐ
ᴂ0 ᴁ, dann gilt •ᴂᴂ= ɝẗ• und •> 0 auf 0,

“

Ѝɝ
. Also gilt 

 

•ᴁὐᴁᴂ •ᴂᴁὐᴁᴂ= •ᴁὐᴁᴂᴂ•ᴂᴂᴁὐᴁ 
ᶻ

•ẗɝẗᴁὐᴁ ɝẗ•ẗᴁὐᴁ 

= 0 

 

auf Intervallen mit ᴁὐᴁ 0, die in Ὅ᷊ 0,
“

Ѝɝ
 enthalten sind. Also ist •ᴁὐᴁᴂ •ᴂᴁὐᴁ ὸ schwach 

monoton steigend für ὸ 0 , solange 

ὸ< ὸ0 ḧerste positive Nullstelle von ὐḧЊ, falls nicht existent  und ὸɴ Ὅ,ὸ<
“

Ѝɝ
. Der Wert in 

ὸ= 0 ist 0 ẗᴁὐᴂ0 ᴁ •ᴂ0 ẗ0 = 0.  

 

Daher gilt für ὸ 0: •ᴁὐᴁᴂ •ᴂᴁὐᴁ ὸ 0, solange ὸ< ὸ0,ὸɴ Ὅ und ὸ<
“

Ѝɝ
. Dividieren durch 

ᴁὐᴁ und • liefert für ὸ wie eben: 
ᴁὐᴁᴂ

ᴁὐᴁ

•ᴂ

•

= ln
ᴁὐᴁ

•

ᴂ

ὸ 0. Also ist ln
ᴁὐᴁ

•
, und damit auch 

ᴁὐᴁ

•
, schwach 

monoton steigend auf 0,min ὸ0,
“

Ѝɝ
᷊Ὅ und  

 

lim
ὸW0

ᴁὐᴁ

•
ὸ=

ᴁὐᴁᴂ0

•ᴂ0
 

=
8.1.ii ) ᴁὐᴂ0 ᴁ

1ẗᴁὐᴂ0 ᴁ
 

= 1. 

 

Also folgt: ᴁὐὸᴁ •ὸ= ίɝὸẗᴁὐ
ᴂ0 ᴁ auf 0,min ὸ0,

“

Ѝɝ
᷊Ὅ. Insbesondere folgt: ὸ0

“

Ѝɝ
 

(weil ίɝὸẗᴁὐ
ᴂ0 ᴁ> 0 für ὸɴ 0,

“

Ѝɝ
᷊Ὅ). Daher folgt die Behauptung. 
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8.3 Korollar  

 

Sei (ὓ,Ὣ)  eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, und  es gelte ὑ ɝ auf ὓ (d. h. für alle 2-

dimensionalen „ṒὝὴὓ  und ὴɴ ὓ  ist ὑ„ ɝ ). Sei ὴɴ ὓ . Dann ist 

expὴ ὄ᷄“
Ѝɝ

0ὴ᷊ Џ
Definitionsbereich

von  expὴ 

 ein lokaler Diffeomorphismus auf sein Bild. 

Beweis 

 

folgt sofort aus Proposition 8.2 mit dem Gauß-,ÅÍÍÁ ɉÓÉÅÈÅ 6ÏÒÌÅÓÕÎÇ Ȱ!ÎÁÌÙÓÉÓ ÕÎÄ 'ÅÏÍÅÔÒÉÅ 

ÁÕÆ -ÁÎÎÉÇÆÁÌÔÉÇËÅÉÔÅÎȱɊ ÕÎÄ +ÏÒÏÌÌÁÒ 5.10. 

 

8.4 Bemerkung  (Situation wie in Korollar 1.1) 

 

i) Wir betrachten die Differentiale Ὠexpὴ ὢ᷄, ὢᶰὄ“
Ѝɝ

0ὴ ᷊Џ und ὢ 0: Ὠexpὴ ὢ᷄ er-

hält laut dem Gauß-Lemma Längen in radialer Richtung: ὢᵐ‎ὢ 1 , und bildet 

ᴙὢṶ auf ‎ὢ 1
Ṷ
 ab, genauer: Sind ᴁὢᴁ= ὶ> 0,ὢ= ὶẗὢ (ὢ normiert) und  

ὣṶὢ, so ist Ὠexpὴ ὢ᷄ὣ= Ὠexpὴ ὶ᷄ẗὢ ὶẗ
ὣ

ὶ
=

5.10 1

ὶ
ὐὶ, wobei ὐ das Jacobifeld längs 

ὧḧ‎ὢ mit ὐ0 = 0 und ὐᴂ0 = ὣ. Nach Proposition 8.2 gilt:  

Ὠexpὴ ὢ᷄ὣ
1

ὶ
ẗίɝὶẗᴁὣᴁ (dagegen gilt Ȱ=ȱ ÉÎ ὓɝ,Ὣɝ , wegen Bemerkung 5.8). 

 

Mit anderen Worten: 

 

Ὠexpὴ ὢ᷄ὣ streckt die Längen aller Vektoren in ᴙὢṶ mindestens um den Faktor 
ίɝὶ

ὶ
, in der Riemannschen Mannigfaltigkeit ὓɝ,Ὣɝ  mit konstanter Schnittkrüm-

mung ɝ dagegen genau um den Faktor 
ίɝὶ

ὶ
, siehe Bemerkung 5.8. Deswegen gilt für 

alle 0 < ὶ< min ‐,
“

Ѝɝ
, wobei ‐ so sei, dass expὴ ὄ᷄‐0ὴ

 ein Diffeomorphismus auf 

sein Bild ist: Die Untermannigfaltigkeit ‬ὄὶὴ

= expὴὄὶ0ὴ

 hat mindestens so großes Volu-

men (als ὲ 1 -dimensionale Mannigfaltigkeit mit der induzierten Riemannschen 

Metrik) wie die ‬ὄὶήṒ ὓɝ,Ὣɝ . Wir haben implizit benutzt: Wenn eine lineare 

Abbildung ὒ:ὠὯᴼὡὯ (mit endlichdimensionalen euklidischen Vektorräumen ὠὯ 

und ὡὯ) erfüllt : 

 

ᴁὒὣᴁ Љẗᴁὣᴁ für alle ὣ in ὠὯ 

ᵼộὒὣ,ὒὣỚ Љ2ẗᴁὣᴁ2 

ộὒὣ,ὒὣỚ= ộ  Ὕὒὒ
symmetrisch

ὣ,ὣỚᵼ Ὕὒὒ hat alle Eigenwerte Љ2, und hat det Љ2Ὧ 

ᵼȿdetὒȿ ЉὯ. 
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Integrieren unter Beachtung des Gauß-Lemmas liefert:  

 

Die Abstandsbälle ὄὶὴṒ(ὓ,Ὣ) haben mindestens so großes Volumen wie die 

ὄὶήṒ ὓɝ,Ὣɝ . (Diese Aussage entspricht dem Volumenvergleichssatz von F. Gün-

ther.) 

Weitere Vorbereitungen für den Satz von Hadamard und Cartan  

8.5 Satz 

 

Sei Ὢ: ὓ,Ὣ ᴼ ὓ,Ὣ eine lokale Isometrie von semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten, ὓ,ὓ 

zusammenhängend und (ὓ,Ὣ) geodätisch vollständig. Dann gilt  

 

i) Ὢ ist eine Überlagerung (insbesondere surjektiv). 

ii)  ὓ,Ὣ ist ebenfalls geodätisch vollständig. 

 

30.05.2012 

Beweis 

 

i) 

 

Zunächst: Ὢ ist surjektiv: 

 

Sei ὴɴ ὓ. Wähle ὴ0 ᶰὪὓ . Wähle ή0 ᶰὪ
1 ὴ0 . Falls eine Geodätische ὧ: 0,1 ᴼὓ von ὴ0 

nach ὴ existiert, so setzen wir ὢḧὧ0 ,ὣḧ ὨὪή0

1
ὢ und ὧǿḧ‎ὣ 0᷄,1 . Dann ist Ὢʐ ὧǿ eine 

Geodätische (weil Ὢ eine lokale Isometrie ist), also Ὢʐ ὧǿ= ὧ (da gleicher Anfangsvektor), also ist 

ὴ= ὧ1 = Ὢὧǿ1 . Damit ist ὴɴ Bild Ὢ. (O. K.)  

 

Sonst wähle man eine gebrochene Geodätische von ὴ0 nach ὴ ɉÇÅÈÔȟ ÓÉÅÈÅ ÄÉÅ 6ÏÒÌÅÓÕÎÇ Ȱ!ÎÁÌy-

ÓÉÓ ÕÎÄ 'ÅÏÍÅÔÒÉÅ ÁÕÆ -ÁÎÎÉÇÆÁÌÔÉÇËÅÉÔÅÎȱɊȢ Sukzessives Anwenden des obigen Arguments lie-

fert: ὴɴ Bild Ὢ. (O. K.) 

 

(Rest von i): siehe unten.) 

 

ii)  

 

ὓ,Ὣ ist geodätisch vollständig: 

 

Seien ὴɴ ὓ und ὢᶰὝὴὓ. Ὢ ist surjektiv  ᵼ Wähle ήɴ Ὢ 1 ὴ, setze ὣḧ ὨὪή
1
ὢ, ὧǿḧ‎ὣ, ist 

auf ganz ᴙ definiert. Damit ist ὧḧὪʐ ‎ὣ eine Geodätische in ὓ,Ὣ (weil Ὢ eine lokale Isometrie 

ist), auf ᴙ definiert, ὧ0 = ὨὪή ὧǿ0 = ὨὪήὣ = ὢ. 
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i) 

 

Ὢ ist eine Überlagerung: 

 

Sei ὴɴ ὓ. Wähle eine normale Umgebung Ὗὴ von ὴ (Erinnerung ÁÎ ÄÉÅ 6ÏÒÌÅÓÕÎÇ Ȱ!ÎÁÌÙÓÉÓ ÕÎÄ 

'ÅÏÍÅÔÒÉÅ ÁÕÆ -ÁÎÎÉÇÆÁÌÔÉÇËÅÉÔÅÎȱȡ $Ȣ h. Ὗὴ= expὴὡὴ , wobei ὡὴṒὝὴὓ sternförmig um 0ὴ 

und expὴ ὡ᷄ὴ:ὡὴᴼὟὴ ein Diffeomorphismus). Für jedes ήɴ Ὢ 1 ὴ setze man  

ὡήḧ ὨὪή
1
ὡὴ ṒὝήὓ und ὠήḧexpήὡή . 

 

Ὢ᷄ὠή ist ein Diffeomorphismus von ὠή nach Ὗὴ: 

 

Es gilt expὴ ὨʐὪή= Ὢʐ expή (weil Ὢ eine lokale Isometrie ist). Die linke Seite, eingeschränkt auf 

ὡή, ist ein Diffeomorphismus von ὡή nach Ὗὴ. Daher ist expή ὡ᷄ή injektiv und hat injektive Diffe-

rentiale in jedem Punkt. Also ist expή ὡ᷄ή:ὡήᴼὠή ist Diffeomorphismus. Also folgt die Behaup-

tung. 

 

Für alle ή1,ή2 ᶰὪ
1 ὴ mit ή1 ή2 ist ὠή1

᷊ὠή2
= :ɲ 

 

Angenommen, es gäbe ein όᶰὠή1
᷊ὠή2

. Seien ‎1 ,‎2: 0,1 ᴼὓ die Geodätischen in ὠή1
 bzw. ὠή2

 

von ό nach ή1  bzw. ή2 . Dann sind Ὢʐ ‎1,Ὢʐ ‎2: 0,1 ᴼὓ Geodätische in Ὗὴ von Ὢό nach ὴ. 

Also ist Ὢʐ ‎1 = Ὢʐ ‎2  (weil Ὗὴ eine normale Umgebung von ὴ ist), also ist Ὢʐ ‎1
ẗ0 =

Ὢʐ ‎2
ẗ0 . Die Bijektivität von ὨὪό liefert: ‎1 0 = ‎2 0 ᵼ‎1 = ‎2 ᵼή1 = ή2. ᴝ  

 

Ὢ 1 Ὗὴ = ẕ ὠήήɴὪ 1 ὴ ȡ Ȱṓȱ ɉ/Ȣ +ȢɊ ɉÓȢ ÏȢɊȢ ȰṒȱȡ 

 

Sei ᾀɴ Ὢ 1 Ὗὴ . Sei ὧ: 0,1 ᴼὓ die Geodätische in Ὗὴ von Ὢᾀ nach ὴ. Sei ὧǿ: 0,1 ᴼὓ die 

Geodätische mit ὧǿ0 = ὨὪᾀ
1 ὧ0 . Dann ist Ὢʐ ὧǿ= ὧ, also ist ήḧὧǿ1 ᶰὪ 1 ὴ. Es ist 

ɀὧ1 ᶰὡὴ, also auch ɀὧǿ1 = ὨὪή
1
ὧ1 ᶰὡή, also ist ᾀ= expή ɀὧǿ1 ᶰὠή. (O. K.) 

 

8.6 Satz von Hadamard und Cartan  

 

Seien (ὓ,Ὣ)  eine zusammenhängende, vollständige Riemannsche Mannigfaltigkeit, ὴɴ ὓ und 

ὑ 0 auf ὓ. Dann gilt 

 

i) expὴ:Ὕὴὓᴼὓ ist eine Überlagerung, also (weil Ὕὴὓ einfach zusammenhängend ist) 

die universelle Überlagerung. Insbesondere ist die universelle Überlagerung ὓ zu ὓ 

diffeomorph zu ᴙὲ. 

ii)  Ist ὓ einfach zusammenhängend, so ist expὴ:Ὕὴὓᴼὓ ein Diffeomorphismus. In-

sbesondere ist ὓ ᴙὲ. 
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Beweis  

 

i) 

 

Laut Korollar 8.3 ist expὴ:Ὕὴὓᴼὓ ein lokaler Diffeomorphismus. Deswegen ist Ὣḧexpὴ
ᶻὫ 

eine Riemannsche Metrik auf Ὕὴὓ ( Ὣὴ i. A.). Damit wird expὴ: Ὕὴὓ,Ὣ ᴼ ὓ,Ὣ eine lokale 

Isometrie. Die Kurven ὸm ὸẗὢ mit ὢᶰὝὴὓ sind Geodätische in Ὕὴὓ,Ὣ, weil ὸm expὴὸẗὢ 

Geodätische in ὓ,Ὣ sind, sind auf ganz ᴙ definiert (starten in 0ὴᶰὝὴὓ). Der Satz von Hopf 

und Rinow aÕÓ ÄÅÒ 6ÏÒÌÅÓÕÎÇ Ȱ!ÎÁÌÙÓÉÓ ÕÎÄ 'ÅÏÍÅÔÒÉÅ ÁÕÆ -ÁÎÎÉÇÆÁÌÔÉÇËÅÉÔÅÎȱ ÌÉÅÆÅÒÔȡ (Ὕὴὓ,Ὣ) 

ist (geodätisch) vollständig. Satz 8.5 liefert: expὴ ist eine Überlagerung. 

 

ii)  

 

Ist ὓ einfach zusammenhängend, so ist laut Bemerkung 7.6.vi)  jede Überlagerung von ὓ ein 

Homöomorphismus. i) liefert: expὴ:Ὕὴὓᴼὓ ist ein Homöomorphismus und schon ein lokaler 

Diffeomorphismus, also ein Diffeomorphismus. 

 

8.7 Beispiel  

 

Ist ὓ kompakt und einfach zusammenhängend, so existiert auf ὓ keine Riemannsche Metrik mit 

ὑ 0 (diese wäre vollständig nach Bemerkung 7.12 ᵼὓ ᴙὲ nach Satz 8.6, ᴝ  zu ὓ kompakt). 

Z. B.: Ὓὲ 2 trägt keine Riemannsche Metrik mit ὑ 0. (Für ὲ= 2 wussten wir das schon wegen 

des Satzes von Gauß und Bonnet.) 

8.8 Proposition  

 

Sei ὓ,Ὣ eine Hadamard-Mannigfaltigkeit, d. h. eine einfach zusammenhängende und vollstän-

dige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit ὑ 0, also diffeomorph zu ᴙὲ. Sei ὴɴ ὓ. Dann gilt für 

alle ὢ,ὣᶰὝὴὓ 

 

Ὠexpὴὢ,expὴὣ ᴁὢ ὣᴁ. 

Beweis 

 

Sei ὧ: 0,1 ᴼὓ eine Geodätische von expὴ nach expή. Seien ὧǿḧ expὴ
1
ὧʐ: 0,1 ᴼὝὴὓ und 

‎ίḧexpὴὸẗὧǿί  für ί,ὸɴ 0,1 . Dann ist ‎ί  eine Familie von Geodätischen. Sei ὐί das zuge-

hörige Variationsfeld längs ‎ί. Dann ist Ὠexpὴ ὧ᷄ǿίὧǿί= ὧί= ὐί1 . Satz 5.9 liefert: 

ὐί
ᴂ0 = ὧǿί. Daher gilt also ᴁὧίᴁ= ᴁὐί

ᴂ1 ᴁ
8.9

1ẗᴁὐί
ᴂ0 ᴁ= ὧǿί . Daraus folgt für alle ί: 

ὒὧ ὒὧǿ ᴁὢ ὣᴁ. 

 



Kapitel III: Lie-Gruppen 9 Grundlegende Konzepte 

 

69 

8.9 Lemma  

 

Sei ὓ,Ὣ eine vollständige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit ὑ 0. Sei ὧ:ὍO ὓ eine Geodäti-

sche mit 0 ᶰὍ. Sei ὐ ein Jacobifeld längs ὧ mit ὐ0 = 0. Dann gilt für alle ὸ> 0 

 

ᴁὐὸᴁ ὸẗᴁὐᴂ0 ᴁ. 

Beweis  

 

Falls ὧ= 0:  

 

Beispiel 5.7.iii)  liefert: ὐὸ= ὸẗὄ für ein ὄᶰὝὴὓȢ $ÁÒÁÕÓ ÆÏÌÇÔ ÄÉÅ "ÅÈÁÕÐÔÕÎÇ ɉÍÉÔ Ȱ=ȱɊȢ 

 

Falls ᴁὧᴁ= 1:  

 

Dann folgt laut Proposition 8.2: ᴁὐṶὸᴁ ί0 ὸ
=ὸ

ẗᴁὐṶ ᴂὸᴁ für alle ὸ 0, außerdem existiert 

ein ὦɴ ᴙ so, dass ᴁὐὝὸᴁ= ᴁὸẗὦẗὧὸᴁ= ὸẗȿὦȿ= ὸẗᴁὦẗὧ0 ᴁ= ὸẗᴁὐὝᴂ0 ᴁ. Aus Lemma 

5.4 (und Pythagoras) folgt die Behauptung. 

 

Falls ᴁὧᴁ= ὅ> 0 beliebig:  

 

Dann folgt mit ὧǿίḧὧ
ί

ὅ
 und ὐί= ὐ

ί

ὅ
: ὧǿ ist nach Bogenlänge parametrisiert und ὐ ist ein 

Jacobifeld längs ὧǿ, also (siehe oben) ὐ
ί

ὅ
= ὐί ίẗὐᴂ0 = ίẗ

1

ὅ
ẗᴁὐᴂ0 ᴁ. Daraus folgt 

die Behauptung. 

 

8.10 Bemerkung  

 

In Proposition 8.2 (dort war ὐ= ὐṶ und ᴁὧᴁ= 1Ɋ ÇÉÌÔ ÓÏÇÁÒ Ȱ>ȱ ÉÎ ÄÅÒ !ÕÓÓÁÇÅȟ ×ÅÎÎ 

ὑ< ɝ,ὐ 0 und ὸ> 0 sind (vgl. den dortigen Beweis). In Lemma 8.9 ÁÌÓÏ ÓÏÇÁÒ Ȱ>ȱȟ ×ÅÎÎ 

ὑ< 0,ὐṶ 0 und ὧ 0 sind. In Proposition 8.8 ÄÁÈÅÒ ÓÏÇÁÒ Ȱ>ȱȟ ×ÅÎÎ ὑ< 0 und ὢ,ὣ linear 

unabhängig sind. 

Kapitel III: Lie -Gruppen  

9 Grundlegende Konzepte  

9.1 Definition (Lie -Gruppe ) 

 

Eine Lie-Gruppe ist eine Mannigfaltigkeit (d. h. wie immer: ꜟ Њ) Ὃ, die zugleich eine Gruppe ist 

so, dass gilt 

 

Ὃ× Ὃᶳ ὥ,ὦᵐὥẗὦɴ Ὃ glatt 
beachte: Ὃ× Ὃ ist kanonisch
wieder eine glatte Mannigfaltigkeit
= Produktmannigfaltigkeit

 

Ὃᶳὥm ὥ1 ᶰὋ glatt.



Kapitel III: Lie-Gruppen 9 Grundlegende Konzepte 

 

70 

9.2 Beispiele  

 

i) ᴙὲ,+ . 

ii)  Ὓ1 = ὩὭὸ᷄᷄ὸɴ ᴙ Ṓᴇʌ 0 ,ẗ. 

iii)  Sind Ὃ,Ὄ Lie-Gruppen, so ist Ὃ× Ὄ kanonisch wieder eine Lie-Gruppe, also z. B.: 

Ὕὲ= Ὓ1 × ȣ× Ὓ1 ist eine Lie-Gruppe. 

iv) Ὃὒὲ,ᴇ

offen in Mat ὲ,ὲ,ᴇḙᴇὲ
2
ḙᴙ2ὲ2

, ẗ
= Matrixmultiplikation

.  

v) Jede Untermannigfaltigkeit von GLὲ,ᴇ, die zugleich eine Untergruppe ist, ist ebenfalls 

eine Lie-Gruppe, z. B.: O ὲ,SOὲ,U ὲ,SUὲ,SL ὲ,ᴇ,SL ὲ,ᴙ ,GL(ὲ,ᴙ) .  

 

Zu O ὲ,U ὲ: 

 

allgemeiner: O ί, siehe ­ÂÕÎÇÓÁÕÆÇÁÂÅ ρς ÁÕÓ ÄÅÒ 6ÏÒÌÅÓÕÎÇ Ȱ!ÎÁÌÙÓÉÓ ÕÎÄ 'ÅÏÍÅÔÒÉÅ 

ÁÕÆ -ÁÎÎÉÇÆÁÌÔÉÇËÅÉÔÅÎȱȟ ×ÏÂÅÉ ί: ὲ× ὲᴼ  semi-linear, nicht entartet und:  

 

o Falls = ᴙ: ί ist symmetrisch oder schiefsymmetrisch. 

o Falls = ᴇ: ί ist hermitesch oder schiefhermitesch. 

 

31.05.2012 

 

vi)  Ὓ3 Ṓᴏ,ẗ mit  den Quaternionen ᴏḙᴙ4, d. h.: span 1,Ὥ,Ὦ,Ὧȟ Ȱẗȱ 1ÕÁÔÅÒÎÉÏÎÅÎÍÕÌÔÉÐÌi-

kation, für die gilt: 

 

Für alle ᾀɴ ᴏ: 1ẗᾀ= ᾀẗ1 = ᾀ 

Ὥ2 = Ὦ2 = Ὧ2 = 1
ὭὮ= ὮὭ= Ὧ
ὮὯ= ὯὮ= Ὥ
ὭὯ= ὯὭ= Ὦ ữ

Ữ

ử
ᴙ-linear fortgesetzt;diese Multiplikation ist assoziativ. 

 

Für ᾀ= ὥ+ ὦὭ+ ὧὮ+ ὨὯɴ ᴏ  ist ȿᾀȿḧᴁᾀᴁ= ὥ2 + ὦ² + ὧ² + Ὠ² = ЍᾀẗᾀӶ, mit 

ᾀӶ= ὥ ὦὭ ὧὮ ὨὯ. Es gilt: ᾀẗύ= ύẗᾀӶ, daher ist  

ȿᾀẗύȿ2 = ᾀύẗᾀύ= ᾀẗύẗύ ẗᾀӶ= ᾀẗȿύȿ2ẗᾀӶ= ᾀẗᾀӶẗȿύȿ2 = ȿᾀȿ2ẗ|ύ|² . Also: mit 

ᾀ,ύᶰὛ3  ist auch ᾀẗύᶰὛ3 . Es ist ᾀ1 =
ᾀӶ

ȿᾀȿ2
 (falls ᾀ 0). Also: für ᾀɴ Ὓ3  ist auch 

ᾀ1 = ᾀӶɴὛ3. Deswegen ist Ὓ3,ẗ tatsächlich eine Lie-Gruppe. 
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vii)  2ά+ 1 -dimensionale Heisenberg-Gruppe: 

 

Ὄ2ά+ 1 ḧ
1  ὸὼ ᾀ

ά ώ

0 1 ᷄
᷄
᷄
᷄
᷄
ὼ,ώɴ ᴙά,ᾀɴ ᴙ  

ṒGLὲ,ᴙ ṒMat ὲ,ὲ,ᴙ ḙᴙὲ
2
. 

 

Ὄ2ά+ 1 ist (als Mannigfaltigkeit) ein affiner Unterraum von ᴙὲ
2
, diffeomorph zu ᴙ2ά+ 1. 

Es gilt (mit der Notation ὼ,ώ,ᾀᶰᴙά × ᴙά × ᴙ für die jeweilige Matrix in Ὄ2ά+ 1): 

 

ὼ,ώ,ᾀẗὼᴂ,ώᴂ,ᾀᴂ = ὼ+ ὼᴂ,ώ+ ώᴂ,ᾀ+ ᾀᴂ+ ộὼ,ώᴂỚStandardskalarprodukt  

Ὡ= 0,0,0  

ὼ,ώ,ᾀ 1 = ὼ, ώ, ᾀ+ ộὼ,ώỚ. 

Notation  

 

Sei Ὃ eine Lie-Gruppe. 

9.3 Definition (Linkstranslation , Rechtstranslation , Linksinvarianz  und Rechtsinv a-

rianz ) 

 

i) Für ὥɴ Ὃ heißt ὒὥ: Ὃᶳὦm ὥẗὦɴ Ὃ die Linkstranslation mittels ὥ. ὒὥ ist ein Dif-

feomorphismus und hat das Inverse ὒὥ 1 . Analog: Rechtstranslation Ὑὥ:  

Ὃᶳὦm ὦẗὥɴ Ὃ. 

ii)  Ein Vektorfeld ὢᶰםὋ heißt linksinvariant , wenn für alle ὥɴ Ὃ gilt  

 

ὢ ὒʐὥ= Ὠὒὥ ὢʐ, 

 

d. h.: Für alle ὥ,ὦɴ Ὃ ist ὢὥẗὦ= Ὠὒὥ ὦὢὦ. Mit anderen Worten: Für alle ὥɴ Ὃ ist ὢ 

ὒὥ-verwandt zu sich selbst. (Analog: rechtsinvariante Vektorfelder.) 
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9.4 Bemerkung  

 

i) Der ᴙ-Vektorraum der linksinvarianten Vektorfelder auf Ὃ ist kanonisch identifiziert 

mit ὝὩὋ per  

 

ὝὩὋᶳὢᵐὢdas Vektorfeld ὢ mit ὢὥḧὨὒὥ ὩὢᶰὝὥὋ ᶰ
ᶻ

linksinv. Vektorfelder  

ὝὩὋᶳὣὩᵎὣᶰ linksinv.Vektorfelder  

 

(sind linear und zueinander invers). 

 

Zu :z  

 

Sind ὥ,ὦɴ Ὃ so ist  

 

ὢὥẗὦ =
Def.
ὨὒὥẗὦὩὢ 

= Ὠὒὥ ὒʐὦὩὢ 

= Ὠὒὥ ὦὨὒὦὢ 

= Ὠὒὥ ὦὢὦ.   (O.K.) 

 

ii)  Ist {ὢ1,ȣ,ὢὲ} eine Basis von ὝὩὋ, so bilden die zugehörigen linksinvarianten Vektor-

felder in jedem Punkt von Ὃ eine Basis des jeweiligen Tangentialraumes, d. h. sie bil-

den ein globales Basenfeld. Insbesondere ist Ὃ orientierbar (wähle eine Orientierung 

von ὝὩὋ, wähle eine positiv orientierte Basis von ὝὩὋ und nenne das zugehörige Ba-

senfeld in jedem Punkt positiv orientiert). 

9.5 Lemma  

 

Sind ὢ,ὣ linksinvariante Vektorfelder auf Ὃ, so ist auch ὢ,ὣ linksinvariant.  

Beweis 

 

ὢ ist ὒὥ-verwandt zu ὢ für alle ὥɴ Ὃ
ὣ ist ὒὥ-verwandt zu ὣ für alle ὥɴ Ὃ

A.G.M.
ὢ,ὣ ist ὒὥ-verwandt zu ὢ,ὣ für alle ὥɴ Ὃ.   O.K.  
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9.6 Korollar  

 

Wegen Bemerkung 9.4.i) induziert die Lie-Klammer von Vektorfeldern eine bilineare Abbildung: 

 

ẗ,ẗ:ὝὩὋ× ὝὩὋᴼὝὩὋ, 

 

explizit: Sind ὢ,ὣᶰὝὩὋ, so ist  

 

ὢ,ὣḧ linksinv. Fortsetzung von ὢ,linksinv. Fortsetzung von ὣὩ. 

 

Für alle ὢ,ὣ,ὤᶰὝὩὋ gilt:  

 

i) ὢ,ὣ = ὣ,ὢ 

ii)  ὢ, ὣ,ὤ + ὣ, ὤ,ὢ + ὤ, ὢ,ὣ = 0 (Jacobi-Identität).  

 

Das besagt: ὝὩὋ, ẗ,ẗ ist eine (reelle und endlich-dimensionale) Lie-Algebra (das heißt: ein ᴙ-

Vektorraum mit einer bilinearen Abbildung ẗ,ẗ:ὠ× ὠᴼὠ, die i) und ii) erfüllt ). 

9.7 Bemerkung  

 

Natürlich ist auch der ᴙ-Vektorraum  der linksinvarianten Vektorfelder auf Ὃ eine Lie-Algebra 

(mit der üblichen Lie-Klammer von Vektorfeldern). 

9.8 Lemma  

 

Seien ὢᶰ  und Ὂὢ
ὸ der Fluss zu ὢ. Wenn ‐> 0 so ist, dass Ὂὢ

ὸὩ für alle ὸɴ ‐,‐ definiert i st, 

dann gilt für jedes ὥɴ Ὃ: Ὂὢ
ὸὥ ist für alle ὸɴ ‐,‐ definiert und es gilt: 

 

Ὂὢ
ὸὥ= ὥẗὊὢ

ὸὩ. 

Beweis 

 

Die rechte Seite startet in ὥ und ist eine Integralkurve zu ὢ: 

 

Ὠ

Ὠὸ
ὥẗὊὢ

ὸὩ = Ὠὒὥ ὊὢὸὩ
Ὠ

Ὠὸ
Ὂὢ
ὸὩ

ὢ
Ὂὢ
ὸὩ

= ὢὥẗὊὢὸὩ.   O.K.  

 

9.9 Korollar  

 

Linksinvariante Vektorfelder ὢ auf Ὃ sind vollständig, das heißt Ὂὢ
ὸὥ ist für alle ὸɴ ᴙ und 

ὥɴ Ὃ definiert. 
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Beweis 

 

Sei ‐> 0 wie in Lemma 9.8. Sei ὥɴ Ὃ. Wegen Lemma 9.8: Ist ὸ0 ᶰὍḧDef.bereich von Ὂὢ
ẗὥ, so 

ist auch ὸ0 ‐,ὸ0 + ‐ṒὍ, daher ist Ὅ= ᴙ. 

 

9.10 Definition (Lie -Gruppen -Homomorphismus  und 1-Parameter -Gruppe in G ) 

 

i) Seien Ὃ und Ὄ zwei Lie-Gruppen. Ein Lie-Gruppen-Homomorphismus Ὢ:ὋᴼὌ ist 

ein glatter Gruppenhomomorphismus. 

ii)  Eine 1-Parameter-Gruppe in Ὃ ist ein Lie-Gruppen-Homomorphismus ‌: ᴙ,+ ᴼὋ, 

d. h. ‌:ᴙᴼὋ ist glatt und für alle ί,ὸɴ ᴙ ist ‌ί+ ὸ= ‌ίẗ‌ὸ. 

9.11 Satz 

 

1-Parameter-Gruppen in Ὃ ᶳ‌ᵐ‌0 ᶰὝὩὋḙ  ist bijektiv. 

Beweis 

 

ɮ: ᶳὢᵐὊὢ
ẗὩ ᶰ

ᶻ

1-Parameter-Gruppen in Ὃ. 

 

,z weil: Ὂὢ
ί+ὸὩ= Ὂὢ

ὸὊὢ
ίὩ =

9.8
Ὂὢ
ίὩẗὊὢ

ὸὩ. 

 

ḙὝὩὋᶳ‌0 ᵎ‌ᶰ 1-Parameter-Gruppen in Ὃ:ɰ. 

 

ɮ,ɰ sind invers zueinander: 

 

ɰ ɮʐ ὢ = ὢὩ.   O.K.  

 

ɰ ɮʐ ‌ =
die in Ὡ startende Integralkurve zu

dem linksinv. Vf. ὢ mit ὢὩ= ‌0
= ‌, 

 

denn ‌ startet in Ὡ und 

 

‌ὸ=
Ὠ

Ὠίί᷄= 0 ‌ὸ+ ί 

=
Ὠ

Ὠίί᷄= 0 ‌ὸẗ‌ί 

= Ὠὒ‌ὸ Ὡ
‌0
ὢὩ

 

= ὢ‌ὸ.   O.K.  
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9.12 Notation  

 

Für ὢᶰὝὩὋḙ  schreiben wir ὩὸẗὢḧὊὢ
ὸὩ, d. h. ὸO Ὡὸẗὢ ist die zu ὢ gehörige 1-Parameter-

Gruppe gemäß Satz 9.11. Die Abbildung Ὡẗ:ὝὩὋᶳὢᵐὩ
ὢᶰὋ  heißt Lie-Gruppen-

Exponentialabbildung zu Ὃ. 

9.13 Proposition  

 

Für ὢ,ὣᶰὝὩὋḙ  gilt:  

 

ὢ,ὣὩ=
Ὠ

Ὠὸὸ᷄= 0

Ὠ

Ὠίί᷄= 0 Ὡ
ὸẗὢẗὩίẗὣẗὩὸẗὢ. 

 

Zur Interpretation: Für jedes feste ὸ ist 
Ὠ

Ὠί ί᷄= 0 Ὡ
ὸẗὢẗὩίẗὣẗὩὸẗὢ ein Vektor in ὝὩὋ. 

Beweis 

 

ὢ,ὣὩ =
A.G.M.

flὢὣὩ 

=
Ὠ

Ὠὸὸ᷄= 0 ὨὊὢ
ὸ
Ὂὢ
ὸὩ ὣὊὢὸὩ  

=
Ὠ

Ὠὸὸ᷄= 0

Ὠ

Ὠίί᷄= 0 Ὂὢ
ὸὊὣ

ίὊὢ
ὸὩ  

=
9.8 Ὠ

Ὠὸὸ᷄= 0

Ὠ

Ὠίί᷄= 0 Ὂὢ
ὸ ὩὸẗὢẗὊὣ

ίὩ

=Ὡίẗὣ

 

=
9.8 Ὠ

Ὠὸὸ᷄= 0

Ὠ

Ὠίί᷄= 0 Ὡ
ὸẗὢẗὩίẗὣẗὩὸẗὢ. 

 

9.14 Beispiel  

 

Sei Ὃ wie in Beispiel 9.2.v), d. h. Ὃ sei eine Untermannigfaltigkeit von GLὲ,ᴇ, die auch eine Un-

tergruppe ist. Ὡḧ ὲ,ὅᶰὝὩὋṒὝὩGLὲ,ᴇ = Mat ὲ,ὲ,ᴇ. 

 

Linksinvariante Vektorfelder:  

 

Sei ὃᶰὋ. Dann ist ὒὃ:ὋᶳὄᵐὃẗὄᶰὋ fortsetzbar zu  

ὒὃ: Mat ὲ,ὲ,ᴇᶳὄᵐὃẗὄ Mɴat ὲ,ὲ,ᴇ. Sei ὢὅᶰ  das linksinvariante Vektorfeld zu  

ὅ. Dann gilt: 

 

ὢὃ
ὅ= Ὠὒὃ Ὡὅ 

=
Ὠ

Ὠὸὸ᷄= 0 ὒὃ Ὡ+ ὸẗὅ
Mɴat ὲ,ὲ,ᴇ

 

=
Ὠ

Ὠὸὸ᷄= 0 ὃẗὩ+ ὸẗὅ 

= ὃẗὅ. 

 

Insbesondere ist ὃẗὅᶰὝὃὋ. 
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06.06.2012 

 

 Lie-Klammer: 

 

 Sind ὅ,ὈᶰὝὩὋ, so ist  

 

ὅ,Ὀ = ὢὅ,ὢὈὩ 

= ὢὅ

Fortsetzung

ὃm ὃὅ auf Mat ὲ,ὲ,ᴇ

,ὢὈ Ὡ 

= ὨὢὩ
ὈὢὩ

ὅ ὨὢὩ
ὅὢὩ

Ὀ =
Ὠ

Ὠὸὸ᷄= 0 ὢ
ὈὩ+ ὸὅ

Ὠ

Ὠὸὸ᷄= 0 ὢ
ὅὩ+ ὸὈ

=
Ὠ

Ὠὸὸ᷄= 0 Ὡ+ ὸὅẗὈ Ὡ+ ὸὈ ẗὅ = ὅὈ Ὀὅ. 

 

 Insbesondere liegt dies in ὝὩὋ. 

 

 1-Parametergruppen: 

 

Ist ὅᶰὝὩὋ, so ist ὸm exp ὸὅ eine 1-Parametergruppe in Ὃ. (Denn: Es gibt eine 1-

Parametergruppe zu ὅ in Ὃ und diese erfüllt dieselbe Differentialgleichung, ist nämlich 

eine Integralkurve zu ὢὅ, also auch zu ὢὅ.) Also ist Ὡὸὅ= exp ὸὅ. Insbesondere liegt 

dies in Ὃ. (Zum Spaß: Verifikation von Proposition 9.13 ist hier leicht, explizit: 

 
Ὠ

Ὠὸὸ᷄= 0

Ὠ

Ὠίί᷄= 0 Ὡ+ ὸὅ+ Ễ Ὡ+ ίὈ+ Ễ Ὡ ὸὅ+ Ễ

=
Ὠ

Ὠὸὸ᷄= 0 Ὡ+ ὸὅ+ Ễ ẗὈẗὩ ὸὅ+ Ễ = ὅὈ Ὀὅ. 

 

(O. K.)) 

9.15 Lemma  

 

Seien ɮ:ὋᴼὌ ein Lie-Gruppenhomomorphismus und ὢ,ὣᶰὝὩὋḙ . Dann gilt 

 

i) ɮὩὸὢ = ὩὸẗὨɮὩὢ. 

ii)  ὨɮὩὢ,ὣ = ὨɮὩὢ,ὨɮὩὣ, d. h. ὨɮὩ ist ein Lie-Algebren-Homomorphismus (ḧ li-

near und erhält ẗ,ẗ). 

 



Kapitel III: Lie-Gruppen 9 Grundlegende Konzepte 

 

77 

Beweis 

 

i) 

 

Die linke Seite startet in Ὡ, hat Anfangsvektor ὨɮὩὢ, und erfüllt  

 

ɮὩί+ὸὢ = ɮὩίὢẗὩὸὢ =  ɮὩίὢ ẗɮὩὸὢ . 

 

(O. K.) 

 

ii)  

 

ὨɮὩὢ,ὨɮὩὣ =
9.13

und i)

Ὠ

Ὠὸὸ᷄= 0

Ὠ

Ὠίί᷄= 0 ɮὩ
ὸὢ ẗɮὩίὣ ẗɮὩὸὢ

=
Ὠ

Ὠὸὸ᷄= 0

Ὠ

Ὠίί᷄= 0 ɮὩ
ὸὢẗὩίὣẗὩὸὢ =

Ὠ

Ὠὸὸ᷄= 0 ὨɮὩ
linear

Ὠ

Ὠίί᷄= 0 Ὡ
ὸὢẗὩίὣẗὩὸὢ

= ὨɮὩ
Ὠ

Ὠὸὸ᷄= 0

Ὠ

Ὠίί᷄= 0 Ὡ
ὸὢẗὩίὣẗὩὸὢ =

9.13
 ὨɮὩὢ,ὣ. 

 

9.16 Definition (I a, Ad a und adX) 

 

i) Für ὥɴ Ὃ sei Iὥḧὒὥ Ὑʐὥ 1 :ὋᴼὋ mit Ὅὥὦ= ὥὦὥ1 (Konjugation mit ὥ). 

ii)  Für ὥɴ Ὃ sei AdὥḧὨIὥ Ὡ:ὝὩὋ
ḙ

ᴼὝὩὋ
ḙ

. 

iii)  Für ὢᶰ  sei adὢḧ ὢ,ẗ: ᴼ . 

9.17 Bemerkung  

 

i) Für ὥɴ Ὃ ist Iὥ ein Lie-Gruppen-Automorphismus von Ὃ (d. h. ein Diffeomorphismus 

und Gruppen-Automorphismus) und Ὃᶳὥm Iὥ Aɴut Ὃ  ist ein Gruppenhomomor-

phismus. 

ii)  Für ὥɴ Ὃ ist Adὥ: ᴼ  wegen i) und Lemma 9.15.ii)  ein Lie-Algebren-Automorphismus 

(d. h. ein Vektorraum-Automorphismus und erhält ẗ,ẗ) und Ad:ὋᴼAut Ὃ  mit 

Ad ὥ = Adὥ ist ein Gruppenhomomorphismus. 

iii)  Wegen der Jacobi-Identität gilt für ὢ,ὣ,ὤᶰ :  

 

adὢὣ,ὤ = adὢὣ,ὤ+ ὣ,adὢὤ,  z
 

d. h.: adὢ: ᴼ  ist eine Lie-Algebren-Derivation (d. h. ist linear und erfüllt )z und 

ad: ᴼDer  ist ein Lie-Algebren-Homomorphismus, wobei die Lie-Klammer auf 

Der  als der Kommutator definiert sei: Sind •,‪ᶰDer , so ist •,‪ ḧ• ‪ʐ ‪ᶼ

•. 

9.18 Proposition  

 

Für ὢᶰ  gilt 
Ὠ

Ὠὸ ὸ᷄= 0 AdὩὸὢ = adὢ. 
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Beweis 

 

Sei ὣᶰ . Dann ist  

 
Ὠ

Ὠὸὸ᷄= 0 AdὩὸὢ ὣ =
Ὠ

Ὠὸὸ᷄= 0

Ὠ

Ὠίί᷄= 0 IὩὸὢ Ὡ
ίὣ  

=
9.13

ὢ,ὣ 

= adὢὣ. 

 

9.19 Korollar  

 

(Vorbemerkung: Es gilt ɀ weitere Informationen siehe z. B. Representations of Compact Lie 
Groups von T. Bröcker und T. tom Dieck -: Abgeschlossene Untergruppen von Lie-Gruppen sind 
Untermannigfaltigkeiten, also: Lie-Gruppen. Daraus folgt: Aut  ist eine Lie-Gruppe, ist nämlich 
abgeschlossen in der Gruppe GL

als V.R.

.) 

 
Wende Lemma 9.15.i)  an auf ɮ: Ad:ὋᴼAut :  
 

AdὩὸὢ = Ὡὸ(ὨAd)Ὡὢ =
9.18
Ὡὸadὢ =

9.14
exp ὸadὢ = Id + ὸadὢ+

ὸ2

2!
adὢ

2 + Ễ. 

 
Zusammenfassung: 
 

 ad
 Der ṒEnd( ) 

ὩẗȢ   u ὩȢẗ= exp 
Ὃ 

Ad
 Aut ṒGL  

 
, wobei   in der dritten Spalte nur als Vektorraum aufgefasst wird. (Das Diagramm kommutiert: 

.u)  

9.20 Bemerkung  

 

Ad:ὋᴼAut  heißt adjungierte Darstellung von Ὃ. ad: ᴼDer  heißt adjungierte Darstel-

lung von . 

10 Linksinvariante und biinvariante Metriken  

Notation  

 

Sei Ὃ eine Lie-Gruppe. 

10.1 Definition (linksinvariant  und rechtsinvariant ) 

 

Eine Semi-Riemannsche Metrik Ὣ auf Ὃ heißt linksinvariant , wenn für alle ὥɴ Ὃ gilt:  ὒὥ
ᶻὫ= Ὣ, d. 

h. ὒὥ: Ὃ,Ὣ ᴼ Ὃ,Ὣ ist für alle ὥɴ Ὃ eine Isometrie. Analog: Ὣ heißt rechtsinvariant genau 

dann, wenn für alle ὥɴ Ὃ gilt: Ὑὥ
ᶻὫ= Ὣ. 
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10.2 Bemerkung  

 

linksinvariante Metriken auf Ὃ
1:1

symmetrische nicht-entartete Bilinearformen auf ὝὩὋ. 

 

(Klar, denn für linksinvariante Ὣ: Ὣ ist bekannt genau dann, wenn Ὣ Ὕ᷄ὩὋ×ὝὩὋ bekannt ist.) 

10.3 Definition (homogene semi -Riemannsche Mannigfaltigkeit ) 

 

Eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit ὓ,Ὣ heißt homogen genau dann, wenn für alle 

ὴ,ήɴ ὓ eine Isometrie Ὢ: ὓ,Ὣ ᴼ ὓ,Ὣ mit Ὢὴ= ή existiert. 

10.4 Bemerkung  

 

Ist Ὣ eine linksinvariante semi-Riemannsche Metrik auf Ὃ, so ist Ὃ,Ὣ homogen (denn ὒὦ ὒʐὥ 1  

ist eine Isometrie mit ὥᵐὦ). 

10.5 Proposition  

 

Jede homogene Riemannsche Mannigfaltigkeit ὓ,Ὣ ist vollständig. 

Beweis 

 

Sei ὴɴ ὓ. Es existiert ein ‐> 0 so, dass gilt: expὴ ist mindestens auf ὄ‐0ὴ  definiert. Weil 

ὓ,Ὣ homogen ist, folgt: Für jedes ήɴ ὓ ist expή mindestens auf ὄ‐(0ή) definiert.  z 

Sei ὧ:ὍO ὓ,Ὣ eine maximale Geodätische. Wegen z  gilt: Mit ὸ0 ᶰὍ ist auch  

ὸ0 ‐,ὸ0 + ‐ṒὍ. Also ist Ὅ= ᴙ. 

 

10.6 Bemerkung  

 

Homogene semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten sind im Allgemeinen nicht geodätisch voll-

ständig. 

 

Beispiel: 

 

In ᴙ2, ὦ
Minkowski-Metrik

 betrachte man ὓ,Ὣ mit ὓḧ ὼ,ώᶰᴙ2 ᷄᷄ώ< ὼ  und Ὣḧὦ᷄ὓ, so ist 

ὓ,Ὣ nicht geodätisch vollständig, aber ὓ,Ὣ ist homogen: 

 

Orbits der durch 
coshὸ sinhὸ
sinhὸ coshὸ

 gegebenen Isometrien und Translationen in Richtung von 

ᴙɇ1,1 : (O. K.) 

0,0 

ὴ 

ή Orbits 
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10.7 Lemma  

 

Seien ɮ Aɴut Ὃ und Ὣ eine linksinvariante Metrik auf Ὃ. 

 

i) ɮ ὒʐὥ= ὒɮὥ ɮʐ ((O. K.), für jeden Gruppenhomomorphismus). 

ii)  Genau dann ist ɮ eine Isometrie, wenn ὨɮὩ:ὝὩὋᴼὝὩὋ in O ὫὩ  ist, d. h. ὫὩ erhält: Für 

alle ὢ,ὣ gilt: ὫὩὨɮὩὢ,ὨɮὩὣ = ὫὩὢ,ὣ. 

Beweis 

 

ii)  

 

Ȱᵼȱȡ ËÌÁÒ ÐÅÒ $ÅÆÉÎÉÔÉÏÎȢ 

 

Ȱᵺȱȡ 

 

Aus i) folgt: 

 

Ὠɮὥ Ὠʐὒὥ Ὡ= Ὠὒɮ ὥ Ὡ
ὨʐɮὩ. 

 

Ὠὒὥ Ὡ,Ὠὒɮὥ Ὡ
 und ὨɮὩ sind Isometrien von semi-euklidischen Vektorräumen. Daraus folgt: 

Dasselbe folgt für Ὠɮὥ. 

 

10.8 Definition (biinvariant ) 

 

Eine semi-Riemannsche Metrik auf Ὃ heißt biinvariant  genau dann, wenn die semi-Riemannsche 

Metrik links - und rechtsinvariant ist. 

10.9 Korollar  

 

Sei Ὣ eine linksinvariante semi-Riemannsche Metrik. Dann gelten folgende Äquivalenzen: 

 

Ὣ ist biinvariant ᵾ ὒὥ Ὑʐὥ 1

Iὥ

 ist für alle ὥɴ Ὃ eine Isometrie 

ᵾ
10.7.ii )

für alle ὥɴ Ὃ ist Adὥ Oɴ ὫὩ . 
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10.10 Lemma  

 

i) Ὡẗ:ὝὩὋᴼὋ ist glatt und ὨὩẗ0 = Id (denn: 
Ὠ

Ὠὸ ὸ᷄= 0 Ὡ
ὸὢ= ὢ (O. K.)). Also gibt es offene 

Umgebungen Ὗ von 0 in ὝὩὋ, Ὗ von Ὡ in Ὃ so, dass ὩẗὟ᷄:ὟᴼὟ ein Diffeomorphismus ist. 

 

07.06.2012 

 

ii)  Sind Ὃ zusammenhängend und Ὗ eine offene Umgebung von Ὡ, so: Ὗ erzeugt Ὃ als Grup-

pe. Sogar ὠḧὟ᷊Ὗ 1 (dabei ist Ὗ 1 ḧ ὥ1 ᷄᷄ὥɴ Ὗ ) erzeugt Ὃ als Gruppe. 

 

Beweis: 

 

Setze Ὃὠḧ ὺ1ẗȣẗὺὯ᷄᷄Ὧɴ ᴓ und ὺ1,ȣ,ὺὯᶰὠ . Dann ist mit  ὥɴ Ὃὠ auch ὥẗὠṒὋὠ 

und mit ὥɴ Ὃ Ὃʌὠ ist auch ὥẗὠṒὋ Ὃʌὠ. Also sind Ὃὠ und Ὃ Ὃʌὠ beide offen. Da Ὃ zu-

sammenhängend ist, folgt: Ὃὠ= Ὃ. 

iii)  Ist Ὃ zusammenhängend, so folgt aus i) und ii): für alle ὥɴ Ὃ existieren ein Ὧɴ ᴓ und 

ὢ1,ȣ,ὢὯᶰὝὩὋ so, dass gilt ὥ= Ὡὢ1 ẗȣẗὩὢὯ. 

iv) Ist Ὃ zusammenhängend, so ist jedes ɮ Aɴut Ὃ eindeutig durch ὨɮὩ bestimmt. 

 

Beweis: 

 

ɮὩὢ1 ẗȣẗὩὢὯ = ɮὩὢ1 ẗȣẗɮὩὢὯ  

= ὩὨɮὩὢ1 ẗȣẗὩὨɮὩὢὯ. 

10.11 Korollar  

 

Sei Ὃ eine linksinvariante semi-Riemannsche Metrik. Dann gilt: 

 

i) Ist Ὣ biinvariant, so ist adὢ schiefsymmetrisch bezüglich ὫὩ für alle ὢᶰὝὩὋ. Die 

Rückrichtung gilt, wenn Ὃ zusammenhängend ist. 

ii)  Ὣ ist biinvariant genau dann, wenn inv:ὋᴼὋ mit inv ὥ = ὥ1 eine Isometrie ist. 
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Beweis 

 

Ὣ ist biinvariant ᵾ
10.9

für alle ὥɴ Ὃ ist Adὥ Oɴ ὫὩ  

ᵾ
ᵺ,  wenn Ὃ zusammenhängend nach 10.10.iii )

für alle ὸɴ ᴙ und ὢᶰὝὩὋ ist AdὩὸὢᶰO ὫὩ  

ᵾ
9.19

für alle ὸɴ ᴙ und ὢᶰὝὩὋ ist exp ὸẗadὢ ᶰO ὫὩ  

ᵾ
ᶻ

für alle ὢᶰὝὩὋ ist adὢ schiefsymmetrisch bezüglich ὫὩ. 

 

Beweis von :z 

 

Ȱᵼȱȡ 

 

ὫὩexp ὸẗadὢὣ,exp ὸẗadὢὤḳὫὩὣ,ὤ: 

 

Ableiten in ὸ= 0 liefert: adὢ ist schiefsymmetrisch bezüglich ὫὩ.  

 

Ȱᵺȱȡ 

 

%ÉÎÅ ,ĘÓÕÎÇ ÅÉÎÅÒ ­ÂÕÎÇÓÁÕÆÇÁÂÅ ÁÕÓ ÄÅÒ 6ÏÒÌÅÓÕÎÇ Ȱ!ÎÁÌÙÓÉÓ ÕÎÄ 'ÅÏÍÅÔÒÉÅ ÁÕÆ -ÁÎÎÉÇÆÁÌÔÉg-

ËÅÉÔÅÎȱ ÌÉÅÆÅÒÔȡ dim O ὫὩ =
ὲ
2

, mit ὲ= dim ὝὩὋ = dim Ὃ,  

dim bezüglich ὫὩ schiefsymmetrischen Abbildungen=
ὲ
2

. 

Also ist ὝIdO ὫὩ = schiefsymmetrischeȣ , daher: adὢ ist schiefsymmetrisch. Beispiel 9.14 

liefert:  exp ὸẗadὢ ᶰO ὫὩ  für alle ὸ.  

 

ii)  

 

Ȱᵺȱȡ 

 

Gilt wegen Ὑὥ= inv ὒʐὥ 1 iʐnv. 

 

ȰᵼȰȡ 

 

inv = Ὑὥ 1 iʐnv ὒʐὥ 1 . Also ist  

 

Ὠinvὥ= ὨὙὥ 1 Ὡ ὨʐinvὩ Ὠʐὒὥ 1 ὥ.  z
 

Es ist ὨinvὩ= IdὝὩὋ, denn inv Ὡὸὢ = Ὡὸὢ. Daher steht auf der rechten Seite von z  eine Iso-

metrie von semi-euklidischen Vektorräumen, also auch auf der linken Seite. 
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10.12 Proposition  (Levi -Civita -Zusammenhang und Krümmung linksvarianter Metr i-

ken) 

 

Seien Ὣ linksinvariant und ὢ,ὣ,ὤ,ὡᶰ . Dann gilt: 

 

i) ὢɳὣ ist linksinvariant und ὢɳὣ=
1

2
ὢ,ὣ  ὸadὢὣ  ὸadὣὢ mit  

 ὸadὢḧTransponierte zu adὢ bezüglich ὫὩ. 

ii)  ộὙὢ,ὣὤ,ὡỚὫ= ộɳὢὤ, ὣɳὡỚ ộɳὣὤ, ὢɳὡỚ ộɳὢ,ὣὤ,ὡỚ. 

iii)  ộὙὢ,ὣὣ,ὢỚ= ộɳὢὣ, ὢɳὣỚ ộὢ,ὣ, ὢ,ὣỚ ộɳὢὢ, ὣɳὣỚ ộadὣ
2ὢ,ὢỚ.  (Dies ist 

ὑspan ὢ,ὣ , falls Ὣ eine Riemannsche Metrik und ὢ,ὣ eine Orthonormalbasis.) 

Beweis 

 

i) 

 

ὢ ὒὥ-verwandt zu ὢ

ὣ ὒὥ-verwandt zu ὣ
 und ὒὥ ist eine Isometrie. Daraus folgt: ɳὢὣ ist ὒὥ-verwandt zu ɳ ὢὣ für alle 

ὥɴ Ὃ. Nach der Koszul-Formel: 

 

2ộɳὢὣ,ὤỚ= ὢộὣ,ὤỚ
const.

+ ὣộὢ,ὤỚ ὤộὢ,ὣỚ ộὢ, ὣ,ὤỚ ộὣ, ὢ,ὤỚ+ ộὤ, ὢ,ὣỚ 

= ộ ὸadὣὢ  ὸadὢὣ+ ὢ,ὣ,ὤỚ 

ẗ
1

2
ᵼBehauptung. 

 

ii)  

 

ὢộɳὣὤ,ὡỚ= 0 

ᵼộɳὢɳ ὣὤ,ὡỚ= ộɳὣὤ, ὢɳὡỚ, etc. 

ᵼBehauptung. 

 

iii)  

 

ộὙὢ,ὣὣ,ὢỚ=
ii )
ộɳὢὣ, ὣɳὢỚ ộɳὣὣ, ὢɳὢỚ ộɳὢ,ὣὣ,ὢỚ 

= ộɳὢὣ, ὣɳὢỚ ộɳὢὣ, ὢ,ὣỚ ộɳὢὢ, ὣɳὣỚ ộɳὢ,ὣὣ,ὢỚ. 

 

Der 2. plus 4. Term ist laut der Koszul-Formel: 

 
1

2
ẗ(ộὢ, ὣ, ὢ,ὣ Ớ+ ộὣ, ὢ, ὢ,ὣ Ớ ộὢ,ὣ, ὢ,ὣỚ+ ộὢ,ὣ, ὣ,ὢỚ+ ộὣ, ὢ,ὣ,ὢỚ 

ộὢ,ὣ,ὣ,ὢỚ) 

= ộὢ,ὣ, ὢ,ὣỚ ộadὣ
2ὢ,ὢỚ. 

 

10.13 Korollar  

 



 
 

Sei Ὣ linksinvariant, dann gilt: Ist Ὣ biinvariant, so sind alle 1-Parametergruppen ὸm Ὡὸὢ Geodä-

tische. Ist Ὃ  zusammenhängend, dann gilt auch die Rückrichtung.
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Beweis  

 

Beachte:  

 

ὢᶰ ᵼὧὸḧὩὸὢᵼὧὸ= ὢὧὸ = ὢ ὧʐ ὸᵼ
Ὀ

Ὠὸ
ὧὸ= ὧɳὸὢ= ὢɳὧὸ

ὢ. 

 

Daher ist genau dann jede 1-Parametergruppe eine Geodätische, wenn ɳ ὢὢ= 0 für alle ὢᶰ  
10.12.i)

 ὸadὢὢ= 0 für alle ὢᶰ ᵾ ộὢ, ὢ,ὣỚ
ộadὣὢ,ὢỚ

= 0 für alle ὢ,ὣᶰ ᵾ adὣ ist schiefsymmet-

risch für alle ὣᶰ . Aus Korollar 10.11.i)  folgt die Behauptung. 

 

10.14 Bemerkung  

 

Sei Ὃ zusammenhängend. Existiert auf Ὃ eine biinvariante Riemannsche Metrik Ὣ, so ist 

Ὡẗ:ὝὩὋᴼὋ surjektiv (wegen des Korollars 10.13 und des Satzes von Hopf und Rinow, weil 

Ὃ,Ὣ vollständig laut Proposition 10.5 ist). 

10.15 Proposition  

 

Ist Ὃ kompakt, so existiert eine biinvariante Riemannsche Metrik auf Ὃ. 
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Beweis  

 

Sei zunächst Ὤ irgendeine linksinvariante Riemannsche Metrik auf Ὃ. Sei ‫ 0 eine rechtsinva-

riant ὲ-Form auf Ὃ (z. B.: Wähle ein rechtsinvariantes Basenfeld. Setze davon ḧ1 in jedem ‫ 

Punkt), versehe Ὃ mit der zugehörigen Orientierung. Seien ὢ,ὣᶰ  fest. Definiere:  

Ὣὢ,ὣ ḧ᷿ὬAd ɇ ὢ,Ad ɇ ὣẗ‫Ὃ
. Dies ist bilinear in ὢ,ὣ, symmetrisch in ὢ,ὣ und positiv definit. 

 

Behauptung: Adὥ ist für alle ὥɴ Ὃ in O ὫὩ . 

 

Beweis: 

 

Seien ὢ,ὣ fest. Für ὦɴ Ὃ setze Ὢὦḧ  ὬAdὦὢ,Adὦὣ. Dann ist  

 

ὫAdὥὢ,Adὥὣ = ὬAd ẗὥ
ὢ,Ad ẗὥ

ὣẗ‫
Ὃ

 

= Ὢ ẗὥẗ‫
Ὃ

 

= ὙὥὪzẗ ‫
rechtsinvariantὋ

 

= Ὑὥ
ᶻὪ‫

Ὃ=Ὑὥ 1 Ὃ

 

= Ὢ‫
Ὃ

 

= Ὣὢ,ὣ.   O.K.  

 

Nun folgt die Biinvarianz von Ὣ aus Korollar  10.9. 

 

10.16 Proposition (Levi -Civita -Zusammenhang und Krümm ung für biinvariante Metr i-

ken) 

 

Seien Ὣ biinvariante semi-Riemannsche Metrik und ὢ,ὣ,ὤᶰ . Dann 

 

i) ὣɳὢ =
10.12

10.11

1

2
ẗὢ,ὣ+ adὢὣ+ adὣὢ =

1

2
ẗὢ,ὣ. Also ist ɳ ὢ=

1

2
adὢ, insbesondere ist 

ὢɳ: ᴼ  eine Derivation. 

ii)  Ὑὢ,ὣὤ=
i) 1

4
ὢ, ὣ,ὤ

1

4
ὣ, ὢ,ὤ

1

2
ὢ,ὣ,ὤ =

Jacobi-Identität

m. a. W.: Weil ὢ,ẗ
eine Derivation ist

1

4
ὢ,ὣ,ὤ. 

iii)  ộὙὢ,ὣὣ,ὢỚ=
1

4
ộὢ,ὣ,ὣ,ὢỚ =

adὣ schiefsymm. 1

4
ộὢ,ὣ, ὢ,ὣỚ. 

iv) Ὑɳ= 0. 

v) ric ὢ,ὣ =
Def.

tr Ὑẗ,ὢὣ
1

4
adὣᶼ adὢ

=
ii ) 1

4
ẗtr adὢ aʐdὣ . 



Kapitel III: Lie-Gruppen 10 Linksinvariante und biinvariante Metriken 

 

87 

13.06.2012 

Beweis 

 

iv) 

 

4ẗ ὢɳὙ ὣ,ὤὡ = 4 ὢɳὙὣ,ὤὡ Ễ Ễ Ễ  

= ὢɳ ὣ,ὤ,ὡ ὢɳὣ,ὤ,ὡ ὣ, ὢɳὤ,ὡ

=  0 nach  i)

ὣ,ὤ, ὢɳὤ 

=
i)

0. 

 

10.17 Korollar  

 

Sei Ὣ eine biinvariant e Riemannsche Metrik auf Ὃ. Dann gilt 

 

i) Für alle ὢ,ὣᶰ  ist 
1

4
ộὙὢ,ὣὣ,ὢỚ=

1

4
ᴁὢ,ὣᴁ2. Insbesondere gilt ὑ 0 und ric 0. 

ii)  ὑḳ0
i)
ᵾ für alle ὢ,ὣᶰ  ist ὢ,ὣ = 0, d. h.  ist abelsch. 

iii)  ric > 0 ᵾ ḧ ὢᶰ ᷄᷄adὢ= 0 = 0  (  heißt Zentrum von ). 

Beweis  

 

iii)  

 

ric ὢ,ὢ =
1

4
ẗtr adὢ

2 = tr  ὸadὢadὢ = ᴁadὢᴁ
2 0Ƞ Ȱ=ȱ ᵾ adὢ= 0. 

 

10.18 Notation  

 

i) ὤὋ ḧ ὥᶰὋ ὥ᷄ὦ= ὦὥ für alle ὦɴ Ὃ = ὥɴ Ὃ᷄᷄Iὥ= Id  heißt Zentrum von Ὃ. 

ὤὋ ist eine abgeschlossene Untergruppe von Ὃ, also (vgl. Information in 9.19): ist 

eine Lie-Gruppe. 

ii)  Ὃ0 ḧZusammenhangskomponente von Ὡɴ Ὃ; ist eine Untergruppe (leicht) und ab-

geschlossen, also eine Lie-Gruppe. Es gilt ὝὩὋ0 = ὝὩὋ. 

10.19 Lemma  

 

i) ὝὩὤὋ Ṓ . Ist Ὃ zusammenhängend, so ÇÉÌÔ ÁÕÃÈ ȰᵺȱȢ )ÎÓÂÅÓÏÎÄÅÒÅ ÇÉÌÔ 

ὝὩὤὋ0 = . 

ii)  Ist = 0 , so ist ὤὋ diskret. Ist Ὃ ÚÕÓÁÍÍÅÎÈßÎÇÅÎÄȟ ÓÏ ÇÉÌÔ ÁÕÃÈ ȰᵺȱȢ 

iii)  Ist Ὃ abelsch, so ist  abelsch. Ist Ὃ ÚÕÓÁÍÍÅÎÈßÎÇÅÎÄȟ ÓÏ ÇÉÌÔ ÁÕÃÈ ȰᵺȱȢ )ÎÂÅÓÏÎÄÅÒÅ ÇÉÌÔȡ 

Ὃ0 ist abelsch genau dann, wenn  abelsch ist. 
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Beweis  

 

i) 

 

Sei ὢᶰ . Dann gilt: 

 

ὢᶰὝὩὤὋ ᵾ für alle ὸɴ ᴙ ist ὩὸὢᶰὤὋ 

ᵾ für alle ὸ ist IὩὸὢ = Id 

ᵼ

ᵺ nach 10.10.iv),

wenn  Ὃ zusammenhängend

ὃὨὩὸὢ

exp ὸẗadὢ

ḳId 

ᵾ adὢ= 0 

ᵾ ὢᶰ . 

 

ii)  

 

ȵᵼȰȡ 

 

= 0 ᵼfür alle ὢ 0 ist adὢ 0 

ᵾ es existiert eine offene Umgebung Ὗ von 0 in  so, dass gilt: Für alle ὼɴ Ὗᶺ0  ist 

                     exp adὢ = AdὩὢ Id 

ᵼes existiert eine Umgebung Ὗ von Ὡ so, dass gilt: Für alle ὼɴ ὟᶺὩ ist Adὢ Id 

ᵼfür alle ὼɴ ὟᶺὩ ist Iὢ Id. Also ist Ὡ ein isolierter Punkt von ὤὋ. Für  

                     ὥɴ ὤὋ folgt wegen ὒὥὤὋ = ὤὋ:ὥ ist ein isolierter Punkt von ὤὋ. 

 

ȵᵺȰȡ 

 

Ist ὤὋ diskret, so ist ὝὩὤὋ = 0  (weil 0-dimensional). Mit i) und zusammenhängendem Ὃ 

folgt: = 0 . 

 

iii)  

 

Ὃ ist abelschᵾ ὋṒὤὋ 

ᵼ

ᵺ nach 10.10.iii ),

wenn  Ὃ zusammenhängend

ὝὩὋṒὝὩὤὋ

Ṓ

 

ᵼ

ᵺ nach i),

wenn  Ὃ zusammenhängend

Ṓ  

ᵾ  ist abelsch. 
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10.20 Korollar  

 

Seien Ὃ zusammenhängend und Ὣ eine biinvariante Riemannsche Metrik. Dann folgt: 

 

i) ὑ 0; ὑ= 0 genau dann, wenn Ὃ abelsch ist (nach Korollar  10.17.ii)  und Lemma 

10.19.iii) ). 

ii)  ric 0; ric > 0 genau dann, wenn ὤ(Ὃ)  diskret ist (nach Korollar 10.17.iii)  und Lemma 

10.19.ii) ). 

11 Quotienten nach disk reten  Untergruppen  

11.1 Lemma  

 

Sei ὓ,Ὣ eine Riemannsche Metrik. Sei ɜ eine Gruppe von Isometrien von ὓ,Ὣ, die frei auf ὓ 

operiert und alle Orbits ɜẗὴṒὓ seien diskret.  

 

Dann folgt: 

 

ɜ operiert eigentlich diskontinuierlich auf ὓȢ )ÎÓÂÅÓÏÎÄÅÒÅ ÆÏÌÇÔ ÁÕÓ ÄÅÒ 6ÏÒÌÅÓÕÎÇ ȵ!Îa-

lysis und Geometrie auf Mannigfaltigkeit: ɜʌ ὓḧὓɜ ist wieder kanonisch eine Man-

nigfaltigkeit. “:ὓᴼɜʌ ὓ ist ein lokaler diffeomorphismus und (nach Übungsaufgabe 

18 a)) eine Überlagerung.  

Beweis 

 

¶ Sei ὴɴ ὓ. Weil ɜẗὴ diskret ist, folgt: Es existiert eine offene Umgebung ὠ von ὴ so, dass 

gilt ὠ᷊ɜẗὴ= ὴ. Wähle ein ὶ> 0 so, dass gilt ὄ2ὶὴṒὠ. Weil die Operation frei ist, 

gilt: für alle ‎ɴ ɜʌ Id  gilt Ὠὴ,‎ὴ 2ὶ. Daher gilt für alle ‎ɴ ɜʌ Id :  

ὄὶὴ
= :Ὗ

᷊ὄὶ‎ὴ = .ɲ 

¶ Mit kompaktem ὑ ist ɜὑ abgeschlossen: Sei ‎ὯὴὯᴼήɴ ὓ mit ‎Ὧᶰɜ und ὴὯᶰὑ. Weil ὑ 

kompakt ist, folgt: Nach Übergang zu einer Teilfolge gilt: ὴὯᴼὴ für ein ὴɴ ὑ. Dann ist 

Ὠ‎Ὧὴ,ή Ὠ‎Ὧὴ,‎ὯὴὯ + Ὠ‎ὯὴὯ,ή ᴼ0 + 0 = 0, also ‎ὯὴO ή. Zu ὴ wähle man ein 

ὶ> 0 so wie vorhin. Wähle ein ὔᶰᴓ so, dass für alle Ὧ,Љ ὔ gilt  

Ὠ‎Ὧὴ,‎Љὴ = Ὠὴ,‎Ὧ
1‎Љὴ < 2ὶ. Die Wahl von ὶ wie oben liefert: Für alle Ὧ,Љ ὔ gilt 

‎Ὧ= ‎Љ= :‎. Also ist ή= ‎ὴɴ ɜὑ.  
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11.2 Korollar  

 

Seien Ὃ eine Lie-Gruppe und ɜṒὋ eine diskrete Untergruppe. Dann gilt:  

 

i) ɜ operiert durch Linkstranslationen frei und eigentlich diskontinuierlich auf Ὃ. Insbe-

sondere ist ɜʌ Ὃ kanonisch eine Mannigfaltigkeit. “:Ὃᴼɜʌ Ὃ ist ein lokaler Diffeomor-

phismus und (nach Übungsaufgabe 18 a)) eine Überlagerung, wenn Ὃ zusammenhän-

gend ist. 

ii)  Ist Ὣ irgendeine semi-Riemannsche Metrik auf Ὃ, so existiert genau eine semi-

Riemannsche Metrik ὫӶ auf ɜʌ Ὃ so, dass “ eine lokale Isometrie wird. (Klar nach 

Übungsaufgabe 18 b).) 

Beweis 

 

i) 

 

Wähle eine linksinvariante Riemannsche Metrik Ὣ auf Ὃ. Dann operiert ɜ auf Ὃ,Ὣ (per Links-

translation) durch Isometrien, frei (O. K.), mit diskreten Orbits ɜẗὥ= Ὑὥɜ. Also folgt die Be-

hauptung aus Lemma 11.1. 

11.3 Beispiel  

 

ɜḧ ὼ,ώ,ᾀᶰὌ2ά+ 1 ᷄᷄ὼɴ ᴚά,ώɴ ᴚά und ᾀɴ ᴚ ṒὌ2ά+ 1  ist eine Untergruppe von Ὄ2ά+ 1 

und ist diskret. Daraus folgt: ɜʌ Ὄ2ά+ 1 ist wieder eine Mannigfaltigkeit und  

“:Ὄ2ά+ 1 ᴼɜʌ Ὄ2ά+ 1 ist ein lokaler Diffeomorphismus und eine universelle Überlagerung. 

 

Topologie von ɜʌ Ὄ3: 

 
ὒ0,0,1 : ὼ,ώ,ᾀᵐ ὼ,ώ,ᾀ+ 1  identifizieÒÔ ËÁÎÏÎÉÓÃÈ ȵÕÎÔÅÎȰ ÍÉÔ ȵÏÂÅÎȰȢ 

ὒ0,1,0 : ὼ,ώ,ᾀᵐ ὼ,ώ+ 1,ᾀ identifizieÒÔ ËÁÎÏÎÉÓÃÈ ȵÖÏÒÎÅȰ ÍÉÔ ȵÈÉÎÔÅÎȰȢ 

ὒ1,0,0 : ὼ,ώ,ᾀᵐ ὼ+ 1,ώ,ᾀ+ 1ẗώ᷆0,ώ,ᾀᵐ 1,ώ,ᾀ+ ώ. 

1,1,1  

0,0,0  
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11.4 Proposition  

 

Ist ɜṒὋ eine diskrete Untergruppe und ein Normalteiler, so erbt ɜʌ Ὃ nicht nur eine ꜟ Њ-

Struktur, sondern auch eine Gruppenstruktur. Diesbezüglich ist ɜʌ Ὃ wieder eine Lie-Gruppe. 

Beweis 

 
ά,ά: Multiplikation. “ʐ ά= άᶼ“,“. Weil “ und “,“ lokale Diffeomorphismen sind, gilt: ά 

ist glatt, also ist auch ά glatt. Analog: inv ist glatt. 

 

Ὃ 
inv

 Ὃ 

“  Ȣ  “Ȣ 
ɜʌ Ὃ 

inv
 ɜʌ Ὃ 

 

“ʐ inv = inv “ʐ. (Argument nun ähnlich wie oben.) 

 

11.5 Lemma  

 

Sind Ὃ zusammenhängend und ɜ ein diskreter Normalteiler von Ὃ, so folgt ɜṒὤὋ. 

Beweis 

 

Sei ‎ɴ ɜ fest. Betrachte Ὂ:ὋᴼὋ mit Ὂὥ = ‎ὥ‎1ὥ1 . Weil ɜ ein Normalteiler ist, gilt 

ὊὋ Ṓɜ. Weil ɜ diskret, folgt für alle ὸɴ ᴙ und ὢᶰὝὩὋḙ : ὊὩὸὢ ḳὩ. Also für alle ὢᶰὝὩὋ:  

 

0 =
Ὠ

Ὠὸ ὸ᷄= 0 ὊὩ
ὸὢ  

=
Ὠ

Ὠὸ ὸ᷄= 0 I‎Ὡ
ὸὢ ẗὩὸὢ  

= ὨὙὩ 0ὢ
Ὡ

Ad‎ὢ + ὨὒI‎Ὡ
0ὢ

Ὡ

Id

ὢ 

= Ad‎ὢ ὢ. 

 

Also ist Ad‎= Id. Mit 10.10.iv)  und zusammenhängendem Ὃ folgt: I‎= Id. Also ist ‎ɴ ὤὋ . 

 

Ὃ 

Ὃ× Ὃ ɜʌ Ὃ× ɜʌ Ὃ ɜʌ Ὃ 
“,“ ά 

ά “ 
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11.6 Bemerkung (ohne Beweis)  

 

i) Ist  eine (reelle) Lie-Algebra, so existiert eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra . Es gibt 

sogar (bis auf Lie-Gruppen-Isomorphie) genau eine einfach zusammenhängende Lie-

Gruppe mit Lie-Algebra . 

ii)  Sind Ὃ eine zusammenhängende Lie-Gruppe, ὓ eine zusammenhängende Mannigfal-

tigkeit und “:ὓᴼὋ eine glatte Überlagerung, so ist ὓ kanonisch wieder eine Lie-

Gruppe so, dass “ ein lokaler Diffeomorphismus und ein Gruppenhomomorphismus 

ist. 

iii)  Aus ii) und Lemma 11.5 kann man folgern: Jede zusammenhängende Lie-Gruppe ist 

entweder einfach zusammenhängend oder ist ein Quotient einer einfach zusammen-

hängenden Lie-Gruppe nach einem diskreten zentralen Normalteiler. 

 

14.06.2012 

Kapitel IV: Konjugierte Punkte, Schnittort und Injektivitätsradius  

12 Konjugiert e Punkte  

Notation  

 

Seien ὓ,Ὣ eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, ὧ: ὥ,ὦᴼὓ eine Geodätische, ὴḧὧὥ und 

ᴁὧᴁ 0. 

12.1 Definition (konjugierter Punkt längs c zu p) 

 

Für ὸ0 ᶰὥ,ὦ heißt ὧὸ0  konjugiert längs ὧ zu ὴ genau dann, wenn gilt  

 

ꞌὥ,ὸ0
ὧḧ ὐ ist ein Jacobifeld längs ὧ᷄᷄ ὐὥ = 0 und ὐὸ0 = 0 0 . 

12.2 Beispiele 

 

i) Für ὑ 0 gibt es keine konjugierten Punkte, wegen Lemma 8.9. 

ii)  Sind ὓ,Ὣ = Ὓὲ 2,Standard-Metrik ,ὢᶰὝὴὛ
ὲ,ᴁὢᴁ= 1 und ὧḧ‎ὢ 0᷄,2“, so sind 

ɀὴ= ὧ“ und ὴ= ὧ2“ konjugiert längs ὧ zu ὴ= ὧ0 , denn nach Beispiel 5.7.ii)  

gilt  

 

ꞌ0,2“ὧ= ꞌ0,“ὧ= ὸm ὦὭẗsin ὸẗὉὭὸ

ὲ

Ὥ= 2 ᷄
᷄
᷄
᷄
ὦ2,ȣ,ὦὲᶰᴙ ḙᴙὲ 1 0 , 

 

wobei ὧ,Ὁ2 ,ȣ,Ὁὲ  ein Orthonormalbasenfeld längs ὧ ist. 
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12.3 Bemerkung  

 

Ist ὐ ein Jacobifeld längs ὧ, so ist ộὐ,ὧỚ affin linear (siehe Lemma 5.4.ii) ), also folgt für ὐɴ ꞌὥ,ὸ0
ὧ: 

ὐṶὧ. Lemma 5.4.i)i)  liefert: ὐᴂṶὧ, insbesondere ὐᴂὥṶὧὥ. Aus Lemma 5.5 folgt deswegen: 

dim ꞌὥ,ὸ0
ὧ ὲ 1. 

12.4 Proposition  

 

Sei ὸ0 ᶰὥ,ὦ. Dann ist das Bild der injektiven (O. K.) Abbildung ꞌὥ,ὸ0
ὧᶳὐm ὐᴂὥᶰὝὴὓ ge-

nau der Kern von 

 

Ὠexpὴ ὸ᷄0 ὥὧὥ
:Ὕὸ0 ὥὧὥὝὴὓḙὝὴὓᴼὝὧὸ0 ὓ. 

Beweis  

 

Nach Korollar 5.10 gilt  

 

Ὠexpὴ ὸ᷄0 ὥὧὥ
ὸ0 ὥὣ = ὐὸ0 , 

 

wobei ὐ das Jacobifeld längs ὧ mit ὐὥ = 0 und ὐᴂὥ= ὣ ist. Also gilt: 

 

ὣ kɴer Ὠexpὴ ὸ᷄0 ὥὧὥ ᵾ ὸ0 ὥὣ kɴer Ὠexpὴ ὸ᷄0 ὥὧὥ  

ᵾ ὐὸ0 = 0 für das genannte ὐ 

ᵾ ὣ liegt im Bild der in der Behauptung genannten Abbildung. 

 

12.5 Notation (vgl. Übungsaufgabe 15)  

 

Seien 

 

ὧם
0Ṷḧ ὠ᷄᷄ὠ ist ein stückweise glattes Vektorfeld längs ὧ mit ὠὥ = 0,ὠὦ = 0 und ὠ= ὠṶ  

 

und 

 

Ὅὧ
0ṶḧὍὧ ὧם×ὧ0Ṷם᷄

0Ṷ. 

 

Erinnerung: 

 

Ὅὧὠ,ὡ = ộὠᴂ,ὡᴂỚ ộὙὠ,ὧὧ,ὡỚ Ὠὸ
ὦ

ὥ

 

= ộὠᴂ,ὡỚ᷄ὥ
ὦ ộ‬Ὥὠ,ὡ ὸὭỚ

Ὧ 1

Ὥ= 1

ộὠᴂᴂ+ Ὑὠ,ὧὧ,ὡỚ Ὠὸ
ὦ

ὥ

. 
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12.6 Proposition  

 

ꞌὥ,ὦὧ= Nullraum von Ὅὧ
0Ṷ ḧ ὠᶰםὧ

0Ṷ᷄᷄Ὅὧὠ,ὡ = 0 für alle ὡᶰםὧ
0Ṷ . 

Beweis  

 

ȵṒȰȡ 

 

Sei ὐɴ ꞌὥ,ὦὧ. Bemerkung 12.3 liefert: ὐɴ ὧם
0Ṷ. Für ὡᶰםὧ

0Ṷ ist  

 

Ὅὧὐ,ὡ = 0
ὡ ὥ=ὡ ὦ= 0

0
ὐ glatt

0 Ὠὸ
ὦ

ὥ

= 0. 

 

ȵṓȰȡ 

 

siehe Übungsaufgabe 15 b),c). 

 

12.7 Korollar  

 

Sei ὸ0 ᶰὥ,ὦ. Dann ist 

 

dim ker Ὠexpὴ ὸ᷄0 ὥὧὥ =
12.4

dim ꞌὥ,ὸ0 ὧ  

=
12.6

dim Nullraum von Ὅὧ
0Ṷ . 

12.8 Definition (lokal längenminimierende Kurve ) 

 

ὧ heißt lokal längenminimierend genau dann, wenn gilt: Für jede stückweise glatte, eigentliche 

Variation ὧίίɴ ‐,‐ von ὧ gibt es ein ‐0 ᶰ 0,‐ so, dass für alle ȿίȿ< ‐0 gilt  ὒὧί ὒὧ.  

 

Beispiel: 

 
ὧ ist hier nicht längenminimierend, aber lokal längenminimierend. 

12.9 Bemerkung  

 

Ist ὧ lokal längenminimierend, so folgt für alle ὠᶰםὧ
0Ṷ: 

 

Ὅὧὠ,ὠ 0, 

 

d. h. Ὅὧ
0Ṷ ist positiv semi-definit. 

ὧ 
ὴ 
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Beweis  

 

Sei ὠᶰםὧ
0Ṷ. Setze ὧίὸḧexpὧὸ ίẗὠὸ  für kleine ί. Dann ist ὧί  eine eigentliche Variation 

von ὧ. Die Voraussetzung liefert: Es existiert ein ‐0 > 0 so, dass für alle ȿίȿ< ‐0 gilt  ὒὧί ὒὧ. 

Also ist 0
Ὠ2

Ὠί2 ί᷄= 0 ὒὧί = 0 +
1

ᴁὧᴁ
Ὅὧὠ

Ṷ,ὠṶ =
1

ᴁὧᴁ
Ὅὧὠ,ὠ. Damit ist Ὅὧὠ,ὠ 0. 

 

12.10 Lemma  

 

i) Sind ὐ1 ,ὐ2 Jacobifelder längs ὧ, so ist ộὐ1
ᴂ,ὐ2Ớ ộὐ1,ὐ2

ᴂỚḳconst. 

ii)  Sind ὐ1 ,ȣ,ὐὯ  Jacobifelder längs ὧ, ὐὭὥ= 0 , •1,ȣ,•Ὧ: ὥ,ὦᴼᴙ  glatt und 

ὠḧВ •ὭὐὭ
Ὧ
Ὥ= 1 , so ist 

 

ộὠᴂ,ὠᴂỚ ộὙὠ,ὧὧ,ὠỚ= •Ὥ
ᴂὐὭ

Ὧ

Ὥ= 1

2

+
Ὠ

Ὠὸ
ộὠ, •ὮὐὮ

ᴂ

Ὧ

Ὦ= 1

Ớ. 

Beweis 

 

i) 

 

Ableiten ergibt  

 

ộὐ1
ᴂᴂ,ὐ2Ớ+ ộὐ1

ᴂ,ὐ2
ᴂỚ ộὐ1

ᴂ,ὐ2
ᴂỚ ộὐ1,ὐ2

ᴂᴂỚ= ộὙὐ1,ὧὧ,ὐ2Ớ+ ộὙὐ2,ὧὧ,ὐ1Ớ= 0. 

 

ii)  

 

Vorüberlegung: 

 

ộὐ1
ᴂ,ὐ2Ớ ộὐ1 ,ὐ2

ᴂỚ=
i)

const. = Wert in ὥ = 0. 

 

Linke Seite der Behauptung: 

 

ộ•Ὥ
ᴂὐὭ+ •ὭὐὭ

ᴂ,•Ὦ
ᴂὐὮ+ •ὮὐὮ

ᴂỚ

Ὧ

Ὥ,Ὦ= 1

+ •Ὦ•ὭộὐὮ
ᴂᴂ,ὐὭỚ

Ὧ

Ὥ,Ὦ= 1

. 

 

Rechte Seite der Behauptung: 

 

ộ•Ὥ
ᴂὐὭ,•Ὦ

ᴂὐὮỚ

Ὧ

Ὥ,Ὦ= 1

+ ộ•Ὥ
ᴂὐὭ,•ὮὐὮ

ᴂỚ+ ộ•ὭὐὭ
ᴂ,•ὮὐὮ

ᴂỚ+ ộ•ὭὐὭ,•Ὦ
ᴂὐὮ
ᴂỚ

=ộ•ὭὐὭ
ᴂ ,   •Ὦ

ᴂὐὮỚ

+ ộ•ὭὐὭ,•ὮὐὮ
ᴂᴂỚ

Ὧ

Ὥ,Ὦ= 1

 

= linke Seite. 
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12.11 Satz 

 

i) Existieren keine längs ὧ zu ὴ konjugierten Punkte, so ist Ὅὧ
0Ṷ positiv definit. 

ii)  Existiert ein längs ὧ zu ὴ konjugierter Punkt, so gibt es auch einen ersten solchen 

Punkt. Ist ὧὦ der erste längs ὧ zu ὴ konjugierte Punkt, so ist Ὅὧ
0Ṷ nicht positiv definit , 

aber noch positiv semi-definit. 

iii)  Existiert ein längs ὧ zu ὴ konjugierter Punkt ὧὸ0  mit ὸ0 ᶰὥ,ὦ, so ist Ὅὧ
0Ṷ nicht posi-

tiv semi-definit . 

Beweis  

 

i) 

 

Sei ὠᶰםὧ
0Ṷ. Sei Ὁ1 ,ȣ,Ὁὲ 1  eine Orthonormalbasis von ὧὥ ṶṒὝὧὥὓ. Seien ὐ1 ,ȣ,ὐὲ 1 die 

Jacobifelder längs ὧ mit ὐὭὥ= 0 und ὐὭ
ᴂὥ= ὉὭ. Keine konjugierten Punkte liefern: Für jedes 

ὸɴ ὥ,ὦ  ist ὐ1 ὸ,ȣ,ὐὲ 1 ὸ  eine Basis von ὧὸ ṶṒὝὧὸὓ . Auf ὥ,ὦ  schreibe man 

ὠὸḧВ •ὭὸὐὭὸ
ὲ 1
Ὥ= 1 , so sind die •Ὥ glatt auf ὥ,ὦ. Weil ὐὭὥ = 0 sind, existieren glatte Vek-

torfelder ὢὭ längs ὧ mit ὐὭὸ= ὸ ὥὢὭὸ. Dann ist ὢὭὥ= ὐὭ
ᴂὥ= ὉὭ 0 (also gilt für alle 

ὸɴ ὥ,ὦ: ὢὭὸ 0). Die ὢὭὸ bilden eine Basis von ὧὸ Ṷ für alle ὸɴ ὥ,ὦ. Also existieren 

glatte Funktionen ‪Ὥ auf ὥ,ὦ so, dass ὠḧВ ‪ὭὢὭ
ὲ 1
Ὥ= 1  ist. Dann ist für alle Ὥ: ‪Ὥὥ= 0 (weil 

ὠὥ = 0 ist). Die Funktionen •Ὥ:ὸm
‪Ὥὸ

ὸὥ
=
‪Ὥὸ ‪Ὥὥ

ὸὥ
 ist also glatt nach ὸ= ὥ fortsetzbar 

(durch ‪Ὥ
ᴂὥ). Wende Lemma 12.10 an auf ὠ= В •ὭὐὭ

ὲ 1
Ὥ= 1  und summiere über die Intervalle auf 

denen ὠ glatt ist. Dann folgt 

 

Ὅὧὠ,ὠ = •Ὥ
ᴂὐὭ

ὲ 1

Ὥ= 1

2

 Ὠὸ
ὦ

ὥ

+ ộὠ,ȣỚ᷄ὸ=ὥ
ὦ

= 0

0. 

 

ȵ=Ȱ ÌÉÅÆÅÒÔȡ &İÒ ÁÌÌÅ Ὥ ist •Ὥḳconst. Dann ist ὠ ein Jacobifeld. Also ist ὠᶰꞌὥ,ὦὧ. Damit ist  

ὠ= 0, weil ὧὦ nicht längs ὧ zu ὴ konjugiert ist. 

 

ii)  

 

Erste Aussage: 

 

Sei ὅḧ ὸɴ ὥ,ὦ᷄᷄ὧὸ ist längs ὧ zu ὴ konjugiert .ɲ Sei ὸ0 ḧ inf ὅ. Nach Lemma 8.1 ist 

ὸ0 > ὥ . Wähle eine Folge ὸὯᵂὸ0  mit ὸὯᶰὅ . Wähle 

ὣὯᶰὛḧ ὣᶰὝὧὥὓ᷄᷄ᴁὣᴁ= 1 und ὣṶὧὥ  so, dass das Jacobifeld ὐὣὯ mit ὐὣὯ ὥ= 0 und 

ὐὣὯ
ᴂ ὥ= ὣὯ in ὸὯ erfüllt: ὐὣὯ ὸὯ = 0. Die Kompaktheit von Ὓ liefert: Nach Übergang zu einer Teil-

folge gilt ὣὯᴼὣ für ein ὣᶰὛ. Daraus folgt: ὐὣὸ0 = lim ὯO ЊὐὣὯὸὯ
= 0

= 0 ᶰὝὧὸ0 ὓ. Also ist  

ὸ0 ᶰὅ. 
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20.06.2012 

 

ii)  

 

Nur ersten Teil in der Vorlesung vom 14.06.2012. 

 

Zweite Aussage: 

 

Ὅὧ
0Ṷ ist nicht positiv definit:  

 

Das folgt aus Korollar 12.7.  

 

Ὅὧ
0Ṷ ist positiv semi-definit:  

 

Wähle eine Folge ὦὯ  in ὥ,ὦ mit ὦὯᵁὦ. Sei ὠᶰםὧ
0Ṷ beliebig. Weil ὠὦ = 0 ist, gibt es ein 

stückweise glattes Vektorfeld ὠ längs ὧ mit ὠὸ= ὠὸὸ ὦ für alle ὸɴ ὥ,ὦ. Dann gilt 

ὠὥ = 0. Setze ὡὯὸḧ ὸ ὦὯὠὸ für alle ὸɴ ὥ,ὦὯ . Dann ist ὡὯᶰםὧ᷄ὥ,ὦὯ

0Ṷ . Weil nach i) Ὅὧ
0Ṷ 

positiv definit ist, folgt Ὅὧ᷄ὥ,ὦὯ
ὡὯ,ὡὯ 0. Es ist ὡὯ= ὠ ὥ᷄,ὦὯ+ ὦ ὦὯ ẗὠ ὥ᷄,ὦὯ . Also ist 

Ὅὧ᷄ὥ,ὦὯ
ὡὯ,ὡὯ = Ὅὧ᷄ὥ,ὦὯ

ὠ,ὠ + ὦ ὦὯ ẗȣᴼὍὧὠ,ὠ + 0. Daher auch Ὅὧὠ,ὠ 0. 

 

iii)  

 

Sei ὸ0 ᶰὥ,ὦ so, dass ὧὸ0  längs ὧ zu ὴ konjugiert ist. Wähle ein ὐɴ ꞌὥ,ὸ0 ὧ mit ὐ 0. Definiere 

ὠᶰםὧ
0Ṷ durch ὠ ὥ᷄,ὸ0

: ὐ᷄ ὥ,ὸ0
, ὠ ὸ᷄0 ,ὦḧ0.  

 
Es gilt ‏ὸ0ὠ= 0 ὐᴂὸ0 0. Wähle ein ὡ ᶰםὧ

0Ṷ mit ὡ ὸ0 = <‌ ὸ0ὠ. Für‏ 0 setze man 

ὠ‌ḧὠ+ ‌ὡᶰםὧ
0Ṷ. Dann gilt: 

 

Ὅὧὠ‌,ὠ‌ = Ὅὧὠ,ὠ
0 0 0᷿= 0

+ 2‌Ὅὧὠ,ὡ
0 ộ‏ὸ0ὠ,ὡ ὸ0 Ớ

>0

0

+ ‌2Ὅὧὡ,ὡ  

< 0 für kleine ‌> 0. 

 

12.12 Proposition  

 

i) Aus Satz 12.11.iii)  und Bemerkung 12.9 folgt: Über dem ersten konjugierten Punkt hi-

naus ist ὧ nicht lokal längenminimierend. 

ii)  Existiert kein längs ὧ zu ὴ konjugierter Punkt (diese Aussage ist äquivalent zu: Ὅὧ
0Ṷ ist po-

sitiv definit ), so ist ὧ lokal längenminimierend. 

ὥ ὸ0 ὦ ὥ ὸ0 

ὐ ὠ 

ὦ 
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Beweis  

 

ii)  

 

Nach Korollar 12.7 ist Ὠexpὴ ὸ᷄ὥὧὥ für alle ὸɴ ὥ,ὦ bijektiv. Deswegen gibt es eine offene 

Umgebung ὠ von 0, ὦ ὥὧὥ ṒὝὴὓ so, dass expὴ ὠ᷄ ein lokaler Diffeomorphismus auf sein 

Bild = :Ὗ ist. Ὗ ist eine offene Umgebung von Bild ὧ. 

 
Sei ὧί  irgendeine stückweise glatte, eigentliche Variation von ὧ. Dann gibt es ein ‐0 ᶰ ὥ,‐ so, 

dass ὧί für jedes ίɴ ‐0,‐0  schreibbar ist als ὧί= expὴ ὧʐǿί, wobei ὧǿίίɴ ‐0 ,‐0
 eine stückwei-

se glatte, eigentliche Variation von ὧǿ0: ὥ,ὦᴼὝὴὓ mit ὧǿ0 ὸ= ὸ ὥὧὥ ist.  

 

Behauptung: 

 

Es gilt für alle ίɴ ‐0,‐0 : ὒὧί ὒὧ. 

 

"Å×ÅÉÓ ÖÇÌȢ "Å×ÅÉÓ ÚÕ )6ȢρπȢωȢ ÁÕÓ ÄÅÒ 6ÏÒÌÅÓÕÎÇ ȵ!ÎÁÌÙÓÉÓ ÕÎÄ 'ÅÏÍetrie auf Mannigfaltigkei-

tenȰ): 

 

Sei ίɴ ‐0,‐0 . O. B. d. A. gelte ὧǿίὸ 0 für alle ὸɴ ὥ,ὦ. Es ist ὧίὸ= Ὠexpὴ ὧ᷄ǿίὸ ὧǿίὸ , 

also nach Gauß-Lemma und Pythagoras für ὸɴ (ὥ,ὦ]:  

 

ᴁὧίὸᴁ Anteil von ὧǿίὸ in Richtung ᴙẗὧǿίὸ  

= ộὧǿίὸ,
ὧǿίὸ

ᴁὧǿίὸᴁ
Ớ 

ộȣ,ȣỚ 

= ᴁὧǿίᴁ
ᴂὸ, 

 

also: 

 

ὒὧί ᴁὧǿίᴁ
ᴂὸ Ὠὸ

ὦ

ὥ

 

= ᴁὧǿίὦᴁ 0 

= ὦ ὥᴁὧὥᴁ 

= ὒὧ. 

 

ὠ 

ὴ 

ὓ Ὕὴὓ 

0ὴ 

ὦ ὥὧὥ 
ɇ 

ɇ 

ɇ 
ὧὦ expὴ 

ɇ 

Ὗ 
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12.13 Korollar  

 

Sei jetzt ὧ: 0,Љᴼὓ nach der Bogenlänge parametrisiert.  

 

i) Aus dem Beweis zu Bonnet und Myers (Satz 7.2 bzw. Satz 7.3) wissen wir: Ist 

ric ὲ 1 <‏ 0 mit ‏= const. auf ὓ, oder auch nur  

ric ὧὸ,ὧὸ ὲ 1 <‏ 0 für alle ὸ, so ist ὧ nicht lokal längenminimierend, falls 

•>
“

Ѝ‏
. ist.  

 

Insbesondere folgt mit Proposition 12.12.ii) : Der erste konjugierte Punkt kommt spä-

testens bei Länge 
“

Ѝ‏
.  

 

Erst recht gilt diese Aussage, wenn ὑ <‏ 0 auf ὓ, oder auch nur ὑ„ <‏ 0 für 

alle „, die ein ὧὸ  enthalten. 

ii)  Aus Proposition 8.2 folgt: Ist ὑ ɝ (mit ɝ= const.) auf ὓ, oder auch nur: ὑ„ ɝ 

für alle „, die ein ὧὸ enthalten, so kommt der erste konjugierte Punkt frühestens bei 

Länge 
“

Ѝɝ
 (ḧЊ für ɝ 0), denn: Für ɝ 0 hat ίɝ keine Nullstelle > 0, für ɝ> 0 ist 

“

Ѝɝ
 die erste positive Nullstelle von ίɝ. (Insbesondere: Falls ɝ 0, so kommt der erste 

konjugierte Punkt überhaupt nicht, vgl. Beispiel 12.2.ii) .) 

13 Schnitt ort und Injektivitätsradius  

Notation  

 

Sei ὓ,Ὣ eine vollständige, zusammenhängende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wir wissen aus 

dem Satz von Hopf und Rinow: Zu ὴ,ήɴ ὓ gibt es immer eine Geodätische von ὴ nach ή mit 

Ὠὴ,ή = ὒὧ. 

13.1 Bemerkung  

 

Sei ὧ: 0,Њ ᴼ ὓ,Ὣ eine normale Geodätische, d. h. nach Bogenlänge parametrisiert. 

 

i) Wir wissen aus Proposition 12.12: ὸ> 0 ᷄᷄ὧ᷄ 0,ὸ  ist lokal längenminimierend  ist ein 

Intervall 0,ὸ0  oder 0,ὸ0 , wobei ὧὸ0  der erste konjugierte Punkt ist, bzw. 0,Њ , falls 

keine konjugierten Punkte existieren. 

ii)  Jetzt betrachten wir  

ὸ> 0
᷄
᷄
᷄
᷄
ὧ᷄ 0,ὸ  ist "global" längenminimierend

= :minimal

= ὸ> 0 ᷄᷄Ὠὧ0 ,ὧὸ = ὸ, ist abge-

schlossen (O. K.),  

 
ist ein Intervall 0,ὸ0  oder 0,Њ  (weil, falls ὧ᷄ 0,ὸ1  nicht minimierend ist, so ist ὧ᷄ 0,ὸ2  

auch nicht minimierend für alle ὸ2 > ὸ1). 

ὧ 

ὧ0  
ὧὸ1  ὧὸ2  
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13.2 Definition (t 0(X) , Schnittpunkt , Schnittort  und tangentialer Schnittort ) 

 

Sei ὴɴ ὓ. 

 

i) Für ὢᶰὝὴὓ mit ᴁὢᴁ= 1 sei ὸ0 ὢ ḧsup ὸ> 0 ᷄᷄Ὠ‎ὢ 0 ,‎ὢὸ = ὸᶰ 0,Њ . 

ii)  Sei ὢᶰὝὴὓ mit ᴁὢᴁ= 1. Für ὸ0 ὢ < Њ heißt ‎ὢὸ0 ὢ  der Schnittpunkt zu ὴ in Rich-

tung ὢ. 

iii)  Der Schnittort ὅὴ zu ὴ sei die Menge aller Schnittpunkte zu ὴ. 

iv) ꜟὴḧ ὸ0 ὢẗὢ᷄᷄ὢᶰὝὴὓ,ᴁὢᴁ= 1 und ὸ0 ὢ < Њ ṒὝὴὓ  heißt tangentialer 

Schnittort zu ὴ. 

 

(Insbesondere also ὅὴ= expὴꜟὴ .) 

13.3 Beispiele  

 

i) Seien ὓ,Ὣ = Ὓὲ,Standard-Metrik  und ὴɴ Ὓὲ. Dann ist ὸ0 ὢ = “ für alle ὢᶰὝὴὛ
ὲ 

mit ᴁὢᴁ= 1, d. h. ꜟ ὴ= “ẗὢ᷄᷄ὢᶰὝὴὛ
ὲ und ᴁὢᴁ= 1  und  

ὅὴ= expὴꜟὴ = ὴ. 

 
ii)  Ist ὓ einfach zusammenhängend und ὑ 0, so liefert der Satz von Hadamard und Car-

tan: expὴ:Ὕὴὓᴼὓ ist ein Diffeomorphismus. Dies liefert: Für jede normale Geodätische 

mit ὧ0 = ὴ ist für jedes ὸ> 0 die Geodätische ὧ᷄ 0,ὸ minimal (sonst wäre expὴ nicht in-

jektiv, denn es gibt ja Kürzeste von ὧ0  nach ὧὸ). Daraus folgt: ὸ0 ὢ = Њ für alle ὢ. Al-

so ist ꜟ ὴ=  ɲund ὅὴ= .ɲ 

ꜟὴ 

ὝὴὛ
ὲ 

expὴ 0ὴ “ 

ὴ 

ὴ 
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iii)  Sei ὓṒᴙ3 ein Drehtorus, mit der vom euklidischen Skalarprodukt induzierten Metrik. 

Sei ὴ ein Punkt auf dem größten Breitenkreis. 

 
Betrachte die Geodätische ὧ wie im Bild. Sei ‖ḧὑὴ die Gaußkrümmung in ὴ, also hier 

auch ὑὧὸ = ‖ für alle ὸ. Dann ist ‖>
1

”2 , wobei ” der Radius des größten Breitenkrei-

ses sei. Also ist 
“

Ѝ‖
< “”. Wegen des Korollars 12.13.i)  kommt also der erste konjugierte 

Punkt, bevor ὧ den Punkt ὧ“ẗ”= ὴ erreicht (sogar: Kommt genau bei 
“

Ѝ‖
, Korollar 

12.13.i)  und Korollar  12.13.ii) ). 

 
21.06.2012 

13.4 Lemma  

 

Seien ὧ: 0,Њ ᴼὓ eine normale Geodätische, ὴḧὧ0  und ὢḧὧ0 . Sei ὸ0 > 0. Dann gilt: 

 

ὸ0 = ὸ0 ὢ ᵾ

a), Es gibt eine normale Geo. „ ὧ mit „0 = ὴ,„ὸ0 = ὧὸ0  oder

b), ὧὸ0  ist längs ὧ zu ὴ konjugiert

und für jedes ὸɴ 0,ὸ0  gilt weder a) noch b)

. 

Beweis 

 

1) 

 

Vorüberlegung: 

 

Gilt a) oder b) für ὸ0, so ist ὧ über ὸ0 hinaus nicht minimal. 

 

Für b): (O. K.) nach Proposition 12.12.i) . 
Für a):  

 

ὧ 

ὴḧὧ0  

ὧὸ0  

ὧὸ1  „ 
ὒ                                    = ὒ                                    > Ὠὴ,ὧὸ1  

nicht glatt 

ὅὴ 

ὴ 

ὴ 

ὧ 

Ṓὅὴ (leicht zu glauben) 

ὴ 
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2) 
 
ȵ,ÉÎËÅ 3ÅÉÔÅ ᵼ 2ÅÃÈÔÅ 3ÅÉÔÅȰȡ 
 
Für jedes ὸɴ 0,ὸ0  gilt weder a) noch b): (O. K.) nach i) (sonst wäre ὧ᷄ 0,ὸ0

 nicht minimal). 

 
Wähle eine Folge ὸὯ  mit ὸὯ> ὸ0  und ὸὯᵂὸ0 . Sei ὧὯ eine minimale normale Geodätische von ὴ 
nach ὧὸὯ . 

 
ὢὯḧὧὯ 0 . Wir wissen: ὢὯ ὢ. Weil Ὓὴὓḧ ὣᶰὝὴὓ᷄᷄ᴁὣᴁ= 1  kompakt ist, gilt nach Über-

gang zu einer Teilfolge: ὢὯᴼὣ für ein ὣᶰὛὴὓ. Setze ὨὯḧὨὴ,ὧὸὯ ᴼὨὴ,ὧὸ0 = ὸ0. Dann 

ist  
 

‎ὣὸ0 = expὴὸ0ὣ 

= lim expὴ ὨὯὢὯ  

= lim ὧὸὯ  
= ὧὸ0  
= ‎ὢὸ0 . 

 
Falls ὣ ὢ: 
 
Dann gilt a) mit „ḧ‎ὣ. 
 
Falls ὣ= ὢ: 
 
Dann konvergieren ὨὯὢὯ  und ὸὯὢ beide gegen ὸ0ὢ, aber ὨὯὢὯ ὸὯὢ und  
expὴὨὯὢὯ = ὧὸὯ = expὴὸὯὢ . Also hat ὸ0ὢ keine Umgebung in Ὕὴὓ, auf welche einge-

schränkt expὴ bijektiv wäre. Daher ist Ὠexpὴ ὸ᷄0ὢ nicht bijektiv, hat also Kern 0 . Mit Korollar 

12.7 folgt: ὧὸ0  ist längs ὧ zu ὴ konjugiert, also b). 
 
3) 
 
ȵ2ÅÃÈÔÅ 3ÅÉÔÅ ᵼ ,ÉÎËÅ 3ÅÉÔÅȰȡ 
 
a) oder b) für ὸ0. 1) liefert: ὸ0 ὢ ὸ0. GäÌÔÅ ȵ<Ȱȟ ÄÁÎÎ ×İÒÄÅ 2) liefern: a) oder b) schon für 
ὸ0 ὢ < ὸ0. ᴝ  zur Voraussetzung. 

 

13.5 Korollar  

 

ήɴ ὅὴᵾ ὴɴ ὅή. 

Beweis 

 

a) und b) aus Lemma 13.4 sind beide symmetrisch in ὴ und ήḧὧὸ0 . 

 

ὧ 
ὧὸ0  

ὧὸὯ  
ὢ 

ὴḧὧ0  
ὢὯ 



Kapitel IV: Konjugierte Punkte, Schnittort und 
Injektivitätsradius  

13 Schnittort und Injektivitätsradius  

 

103 

Vorbereitung für den Beweis des nächsten Satzes  

13.6 Lemma  

 

Sei ὴɴ ὓ und ὢᶰὝὴὓ. Betrachte “
Projektion

,exp :Ὕὓᴼὓ× ὓ. Ist Ὠexpὴ ὢ᷄:ὝὴὓᴼὝήὓ (mit 

ήḧexpὴὢ) bijektiv, so ist Ὠ“,exp ὢ:ὝὢὝὓ ᴼὝὴὓ× Ὕήὓ auch bijektiv. Insbesondere gilt 

Ὠ“,exp 0ὴ
:Ὕ0ὴὝὓ ᴼὝὴὓ× Ὕὴὓ bijektiv. 

Beweis 

 

Setze ὢ fort zu einem glatten Vektorfeld ὢ (ὢ:ὟᴼὝὓ) auf einer offenen Umgebung Ὗ von ὴ. 

Dann gilt für ὣ,ὤᶰὝὴὓ: 

 

Ὠ“,exp ὢ Ὠὢὴὣ

Ὕɴὢ Ὕὓ

= Ὠ“ʐ ὢ
IdὟ

ὴὣ,ȣ = ὣ,ȣ  

 

und  

 

Ὠ“,exp ὢὤ = 0,Ὠexpὴ ὢ᷄ὤ 

 

(ὤ aufgefasst als ὤᶰὝὢὝὴὓ ṒὝὢὝὓ ). Weil nach Voraussetzung Ὠexpὴ ὢ᷄ surjektiv ist, folgt 

jetzt Ὠ“,exp ὢ surjektiv, also bijektiv. 

 

13.7 Satz 

 

Sei Ὓὓḧẕ Ὓὴὓὴɴ ὓ = ὢᶰὝὓ ᴁ᷄ὢᴁ= 1 . Dann ist ὸ0:Ὓὓᶳὢᵐὸ0 ὢ ᶰ 0,Њ  stetig. 
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Beweis  

 

Sei ὢὯᴼὢ eine Folge in Ὓὓ. Müssen zeigen: ὸ0 ὢὯ ᴼὸ0 ὢ.  

 

Schritt 1: lim ὸ0 ὢὯ > 0: 

 

Sei ὴὯḧ“ὢὯ ᶰὓ. Dann ist ὴὯᴼὴḧ“ὢ . Lemma 13.6 liefert: Es gibt eine Umgebung ὠ zu 

0ὴ in Ὕὓ so, dass “,exp ὠ᷄ ein Diffeomorphismus auf sein Bild ist. 

 
Wähle eine Umgebung Ὗ von ὴ in ὓ und ein ‐> 0 so, dass gilt ẕ ὄ‐0ήήɴὟ Ṓὠ. Dann ist insbe-

sondere expή ὄ᷄‐0ή
 ein Diffeomorphismus auf sein Bild, für jedes ήɴ Ὗ. Für fast alle Ὧ ist 

ὴὯᶰὟ ÕÎÄ ÄÁÈÅÒ ÎÁÃÈ )6ȢρπȢω ÁÕÓ ÄÅÒ 6ÏÒÌÅÓÕÎÇ ȵ!ÎÁÌÙÓÉÓ ÕÎÄ 'ÅÏÍÅÔÒÉÅ ÁÕÆ -ÁÎÎÉÇÆÁÌÔÉÇËÅi-

ÔÅÎȰȡ ‎ὢὯ 0᷄,‐ ist minimal. Also ist für alle Ὧ: ὸ0 ὢὯ ‐. Daraus folgt: (O. K.). 

 

Schritt 2: ὸ0 ὢ lim ὸ0 ὢὯ : 

 

Wähle ein ὸɴ 0,lim ὸ0 ὢὯ  (ist möglich nach Schritt 1). Setzt man ήὯḧ‎ὢὯ ὸ, so ist 

ήὯᴼήḧ‎ὢὸ. Für fast alle Ὧ ist ὸ0 ὢὯ > ὸ, also Ὠ ὴὯ
‎ὢὯ

0

, ήὯ
‎ὢὯ

ὸ

= ὸ, und ὨὴὯ,ήὯ ᴼὨὴ,ή, 

also Ὠὴ,ή = ὸ, also ὸ0 ὢ ὸ. Dies für jedes solche ὸ. Daraus folgt: (O. K.). 

 

Schritt 3: ὸ0 ὢ lim ὸ0 ὢὯ : 

 

Sei ὸɴ 0,ὸ0 ὢ  beliebig, vorerst fest. Dann ist ‎ὢὸ nicht längs ‎ὢ zu ὴ konjugiert, also laut 

Proposition 12.4: Ὠexpὴ ὸ᷄ẗὢ ist bijektiv. Nach Lemma 13.6 folgt: Es gibt eine Umgebung ὠ von 

ὸẗὢ in Ὕὓ so, dass “,exp ὠ᷄ ein Diffeomorphismus auf sein Bild ist. Wähle ein ‐> 0 so, dass 

gilt ὄ2ẗ‐ὸẗὢ ṒὝὴὓ᷊ὠ. Dann gilt für fast alle Ὧ: ὄ‐ὸẗὢὯ ṒὝὴὯὓ᷊ὠ.  

 

Ὗ 

ὠ 

Ὕὓ 

0ὴ 
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Insbesondere gilt 

 

expὴὯ ὄ᷄‐ὸẗὢὯ  ist ein Diffeomorphismus auf sein Bild für fast alle Ὧ, o. B. d. A. für alle Ὧ. 

 

 z

Angenommen es gäbe eine Teilfolge mit ὸ0 ὢὯὭ < ὸ für alle Ὥ. ᶻz  

 

Nach Übergang zu dieser Teilfolge nehme man an: ὸ0 ὢὯ < ὸ für alle Ὧ. Setze ήὯḧexpὴὯὸẗὢὯ . 

Sei „Ὧ eine kürzeste, normale Geodätische von ὴὯ nach ήὯ. Schreibe ὣὯḧ„Ὧ 0 . Wir wissen, dass 

ὣὯ ὢὯ für alle Ὧ ist. Setze ὨὯḧὨὴὯ, ήὯ
‎ὢὯ

ὸ

ᴼὨὴ,ή = ὸ
weil ὸ<ὸ0 ὢ

 mit ήḧ‎ὢὸ. Nach Übergang 

zu einer Teilfolge gilt ὣὯᴼὣ für ein ὣᶰὛὴὓ. Dann ist expὴὯὨὯẗὣὯ = ήὯ= expὴὯὸẗὢὯ  und 

ὨὯẗὣὯ ὸẗὢὯ. Wegen  zfolgt für alle Ὧ: ᴁὨὯẗὣὯ ὸẗὢὯᴁ ‐, also ᴁὸẗὣ ὸẗὢᴁ ‐, also 

ὢ ὣ und  

 

expὴὸẗὣ = lim expὴὯ ὨὯẗὣὯ  

= lim ‎ὢὯ ὸ 

= ‎ὢὸ 

= expὴὸẗὢ. 

 

Also gilt a) aus Lemma 13.4 für ὸ und ‎ὢ. Daher ist ὸ0 ὢ ὸ. ᴝ  zur Wahl von ὸ. Also gilt ᶻz  

nicht. Es gibt also keine Teilfolge der ὸ0 ὢὯ  links von ὸ. Dies für alle ὸɴ 0,ὸ0 ὢ . Daraus folgt: 

(O. K.). 

 

Schritt 4:  

 

Wir wissen jetzt, dass ὸ0 ὢ = lim ὸ0 ὢὯ  ist. Dies gilt aber mit gleichem Recht für jede Teilfolge. 

Also folgt: ὸ0 ὢ = lim ὸ0 ὢὯ . 

 

13.8 Korollar  

 

Ist ὴɴ ὓ, so sind ὅὴṒὓ und ꜟ ὴṒὝὴὓ abgeschlossen. 

Beweis 

 

ȵꜟ ὴ ÉÓÔ ÁÂÇÅÓÃÈÌÏÓÓÅÎȰȡ 

 

Sei ὸ0 ὢὯ ẗὢὯ  eine Folge in ꜟ ὴ, die gegen ὤᶰὝὴὓ konvergiert, ᴁὢὯᴁ= 1. (Wir wissen, dass 

es ein ‐> 0 gibtso, dass ὸ0 ὢὯ ‐ für alle Ὧ gilt.) Dann ist ὤ 0 und ὢὯᴼὢḧ
ὤ

ᴁὤᴁ
.  Die Folge 

ὸ0 ὢὯ  ist beschränkt, da sie gegen ᴁὤᴁ konvergiert. Also folgt wegen des Satzes 13.7: 

ὸ0 ὢ = lim ὸ0 ὢὯ < Њ. Also ist ὤ= ὸ0 ὢẗὢᶰꜟὴ. 
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ȵὅὴ ÉÓÔ ÁÂÇÅÓÃÈÌÏÓÓÅÎȰȡ 

 

Weil ꜟὴ abgeschlossen ist, ist ꜟ ὴ᷊ὄὶ 0ὴ  kompakt für alle ὶ> 0. Weil expὴ stetig und 

expὴ ὄὶ 0ὴ = ὄὶὴ ist ɉÓÉÅÈÅȡ 6ÏÒÌÅÓÕÎÇ ȵ!ÎÁÌÙÓÉÓ ÕÎÄ 'ÅÏÍÅÔÒÉÅ ÁÕÆ -ÁÎÎÉÇÆÁÌÔÉÇËÅÉÔÅÎȰɊȟ 

folgt: ὅὴ᷊ὄὶὴ ist kompakt. Dies für alle ὶ> 0. Also ist ὅὴ abgeschlossen. 

 

13.9 Definition (i(p)  und Injektiv itätsradius ) 

 

i) Für ὴɴ ὓ sei Ὥὴḧmin ὸ0 ὢ ᷄᷄ὢᶰὛὴὓ ᶰ 0,Њ . (Das Minimum wird ange-

nommen, weil ὸ0:Ὓὴὓᴼ 0,Њ  wegen des Satzes 13.7 stetig ist.) 

ii)  Ὥὓ ḧ inf Ὥὴ ᷄᷄ὴɴ ὓ ᶰ 0,Њ  (eigentlich Ὥὓ,Ὣ) heißt der Injektivitätsradius  

von ὓ,Ὣ. 

 

27.06.2012 

13.10 Proposition  

 

i) Ὥ:ὓᶳὴm Ὥὴᶰ 0,Њ  ist stetig. 

ii)  Ist ὓ kompakt, so ist Ὥὓ > 0. 

iii)  expὴ ὄ᷄Ὥὴ 0ὴ
 ist ein Diffeomorphismus auf sein Bild. 

iv) Ist ὶ> Ὥὴ, so ist expὴ ὄ᷄ὶ0ὴ
 nicht injektiv.  

Beweis 

 

i) 

 

Sei ὴὯᴼὴ in ὓ. Wähle ὢὯᶰὛὴὯὓ mit ὸ0 ὢὯ = Ὥ(ὴὯ) . Wähle ein ὣᶰὛὴὓ mit ὸ0 ὣ = Ὥὴ. 

Wähle ὣὯᶰὛὴὯὓ mit ὣὯᴼὣ. Es gibt eine Teilfolge der ὢὯ , die gegen ein ὢᶰὛὴὓ konvergiert. 

Nach Übergang zu dieser Teilfolge gilt: 

 

Ὥὴ ὸ0 ὢ 

=
13.7

lim ὸ0 ὢὯ
=ὭὴὯ ὸ0 ὣὯ

 

lim ὸ0 ὣὯ  

=
13.7
ὸ0 ὣ 

= Ὥὴ. 

 

Also folgt ὭὴὯ ᴼὭὴ. 
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ii)  

 

Dies folgt sofort aus i). 

 

iii)  

 

Ist ὠᶰὝὴὓ mit ᴁὠᴁ< Ὥὴ, so liefert Lemma 13.4: Ὠexpὴȿὠ ist bijektiv. Also ist expὴ ὄ᷄Ὥὴ 0ὴ
 ein 

lokaler Diffeomorphismus auf sein Bild. Also reicht es zu zeigen: expὴ ὄ᷄Ὥὴ 0ὴ
 ist injektiv : 

 

Angenommen, es existieren ὠ,ὡ mit ὠ ὡ , ᴁὠᴁ,ᴁὡᴁ< Ὥὴ  und expὴὠ = expὴὡ . Ist 

ᴁὠᴁ= ᴁὡᴁ, so gilt: 

 

a) aus Lemma 13.4 gilt. Dann ist ὸ0
ὡ

ᴁὡᴁ
ᴁὡᴁ< Ὥὴ. ᴝ  Ist z. B.: ᴁὠᴁ< ᴁὡᴁ, so ist ‎ὡ

ᴁὡᴁ

 nicht 

minimal bis ᴁὡᴁ. Also ist ὸ0
ὡ

ᴁὡᴁ
< ᴁὡᴁ< Ὥὴ. ᴝ   

 

iv) 

 

Wähle ein Љɴ Ὥὴ,ὶ und wähle ein ὢᶰὛὴὓ mit Ὥὴ= ὸ0 ὢ. Dann ist ‎ὢ 0᷄,Љ nicht minimal, 

hat Länge < ὶ. Dann existiert ein ὠᶰὝὴὓ mit ᴁὠᴁ< ὰ< ὶ und expὴЉὢ = expὴὠ. Mit Љὢ ὠ 

folgt: expὴ ὄ᷄ὶ0ὴ
 ist nicht injektiv. 

 

13.11 Satz von Kling enberg und Pogorelov  

 

Sei ήɴ ὅὴ mit Ὠὴ,ή = Ὥὴ < Њ. Dann gilt 

 

a) Es gibt genau zwei kürzeste Geodätische „ ὧ von ὴ nach ή  

 
, oder 

b) es gibt Kürzeste von ὴ nach ή, längs derer ή konjugiert zu ὴ ist. 

 

Im Fall a) gilt außerdem: „Ὥὴ = ὧὭὴ , d. h. „ 1ὧ ist eine geodätische Schleife. 

ὴ 
ή 

ὧ 

„ 

ὴ 

ὡ

ᴁὡᴁ
 

ὠ

ᴁὠᴁ
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Beweis  

 

Es gelte nicht b). Zu zeigen: a) und die Zusatzaussage gelten. Nicht b) liefert mit Lemma 13.4: Es 

gibt mindestens zwei kürzeste, normale Geodätische ὧ „ von ὴ nach ή. Nicht b) liefert: ή ist 

nicht konjugiert zu ὴ längs ὧ und nicht längs „. Schreibe ὸ0 ḧὭὴ. Dann gilt nach Proposition 

12.4: 

 

Ὠexpὴ ὸ᷄0ὧ0 ,Ὠexpὴ ὸ᷄0„0  sind beide bijektiv.  z

 

Wir werden zeigen: „ὸ0 = ὧὸ0  (dann folgt a) automatisch). Angenommen, dies gälte nicht. 

Wähle ein ὣᶰὛήὓ mit ộὧὸ0 ,ὣỚ< 0,ộ„ὸ0 ,ὣỚ< 0. 

 
 zliefert: Es gibt offene Umgebungen Ὗὧ,Ὗ„ṒὝὴὓ von ὸ0ὧ0  bzw. ὸ0„0  so, dass expὴ Ὗ᷄ὧ 

und expὴ Ὗ᷄„ Diffeomorphismen auf ihre Bilder sind. Für kleine ί> 0 seien ὠί bzw. ὡ ί die 

zugehörigen Urbilder von ‎ὣί. Betrachte die geodätischen Variationen ὧίḧ‎ὠί
ὸ0

0᷄,ὸ0  und 

„ίḧ‎ὡ ί

ὸ0

0᷄,ὸ0 . Die erste Variationsformel liefert:  

Ὠ

Ὠί ί᷄= 0 ὒὧί =
1

1
ẗộὣ,ὧὸ0 Ớ ộ0,ὧ0 Ớ 0 0 < 0, analog für „ί. Also gilt  

ὒὧί ,ὒ„ί < ὒὧ= ὒ„ = ὸ0 für kleine ί> 0. Für diese ί sind also ὧί und „ί zwei verschiede-

ne Geodätische von ὴ nach ‎ὣί, mit Länge < ὸ0 = Ὥὴ. ᴝ  zu Proposition 13.10.iii) . 

 

14 Abschätzung en des Injektivitätsradius  

Notation  

 

Sei nach wie vor ὓ,Ὣ eine zusammenhängende, vollständige Riemannsche Mannigfaltigkeit. 

14.1 Proposition  

 

Sei ὓ kompakt, und es gelte ὑ ɝ. Dann folgt: 

 

a) Es gibt eine geschlossene (d.h. glatt geschlossen) Geodätische der Länge 2ẗὭὓ , oder

b) Ὥὓ
“

Ѝɝ
ḧЊ, falls ɝ 0

. 

 

Im Fall a) ist 2ẗὭὓ  die kürzeste Länge von geschlossenen Geodätischen in ὓ. 

ὓ Ὕὴὓ 

expὴ 

Ὗὧ 

Ὗ„ 

ὸ0ὧ0  

ὴ ή 
„ 

ὣ 

ὧὸ0  

„ὸ0  ὧ 

ὸ0„0  
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Beweis 

 

Die Kompaktheit von ὓ liefert: Es existiert ein ὴ so, dass Ὥὴ= Ὥὓ  ist. Wähle ein ήɴ ὅὴ mit 

Ὠὴ,ή = Ὥὴ. Korollar 13.5 liefert: ὴɴ ὅή. Daraus folgt: Ὥή Ὠὴ,ή = Ὥὴ = Ὥὓ Ὥή, 

also auch Ὥή= Ὠή,ὴ. Es gelte nicht b). Zu zeigen: Es gilt a) (die Zusatzaussage ist dann klar, 

weil Ὥὓ
ὒ

2
 für jede geschlossene Geodätische der Länge ὒ). Wegen nicht b), ὑ ɝ und Korol-

lar 12.13.ii)  sind ὴ,ή nicht zueinander konjugiert längs kürzester Verbindungskurven. Wegen 

Satz 13.11 folgt: Es gilt dortiges a), d. h. es gibt genau zwei kürzeste normale Geodätische ὧ,„ 

von ὴ nach ή. Diese treffen in ή glatt aufeinander. Hier auch in ὴ, weil Ὥή = Ὠή,ὴ. Also gilt: 

„ 1ὧ ist eine geschlossene Geodätische der Länge 2ẗὭὓ .  

 

Im orientierbaren Fall sind noch mehr Aussagen möglich. Dazu folgende Vorbereitung: 

14.2 Lemma  

 

Ist ὓ orientierbar, so gilt für jede stückweise glatte Kurve ὧ: ὥ,ὦᴼ ὓ,Ὣ mit  

ὧὥ = ὧὦ= :ὴ: ὖὧḧὖὧ
ὥ,ὦ:ὝὴὓᴼὝὴὓ ist in SOὝὴὓ,Ὣὴ . 

Beweis 

 

Wähle ein paralleles Ὣ-Orthonormalbasenfeld Ὁ1 ,ȣ,Ὁὲ  längs ὧ. Wähle eine Riemannsche Vo-

lumenform ‫ὫὉ1 ‫Ὣ auf ὓ (siehe Definition 3.2). Dann ist ὸ,ȣ,Ὁὲὸ ᶰ ± 1 , also konstant. 

Wegen ὉὭὦ= ὖὧὉὭὥ  folgt die Behauptung. 

 

14.3 Lemma von Synge 

 

Sei ὓ geradedimensional und orientierbar und es gelte ὑ <‏ 0 für ein ‏> 0. Dann besitzt 

jede geschlossene Geodätische ὧ in ὓ,Ὣ eine Variation ὧίίɴ ‐,‐ durch glatt geschlossene 

Kurven ὧί mit ὒὧί < ὒὧ für kleine ȿίȿ 0. 
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Beweis 

 

Sei ὧ: ὥ,ὦᴼ ὓ,Ὣ eine geschlossene Geodätische, o. B. d. A. sei ὧ normal und ὴḧὧὥ= ὧὦ. 

Lemma 14.2 liefert:  ὖὧ ist in SOὝὴὓ,Ὣὴ . Aus der Linearen Algebra folgt: ὖὧ ist zusammengesetzt 

aus Drehungen in 
ὲ

2
 paarweise orthogonalen 2-dimensionalen Unterräumen. Wegen ὖὧὧὥ =

ὧὦ= ὧὥ hat ὖὧ den Eigenwert 1, dieser hat Vielfachheit 2. Also gilt: Es existiert ein ὢᶰὛὴὓ 

mit ὢṶὧὥ und ὖὧὢ= ὢ. Schreibe ὢ auch für das zugehörige parallele Vektorfeld längs ὧ. Setze 

ὧίὸḧexpὧὸ ίẗὢὸ . Dann ist 

 
Ὠ

Ὠίί᷄= 0 ὒὧί =
1

1
ẗộὧὦ

ὧὥ

,ὢὦ
ὢὥ

Ớ ộὧὥ,ὢὥỚ 0 0 = 0, 

Ὠ2

Ὠί2 ί᷄= 0 ὒὧί =
1

1
ẗ(Randterm

0, da alles
periodisch

+ ộὢᴂ,ὢᴂỚ
= 0 ὢᴂ= 0

ộὙὢὸ,ὧὸ ὧὸ,ὢὸỚ

=ὑspan ὧὸ,ὢὸ

<‏ 0

 Ὠὸ
ὦ

ὥ

 

ὦ ὥẗ‏ 

< 0. 

 

Also folgt die Behauptung. 

 

14.4 Satz von Klingenberg  

 

Sei ὓ geradedimensional, orientierbar und es gelte ɝ ὑ <‏ 0 (äquivalent zu: ὓ ist kom-

pakt und ɝ ὑ> 0). Dann gilt Ὥὓ
“

Ѝɝ
. 

 

28.06.2012 

Beweis 

 

ὓ ist kompakt wegen des Satzes von Bonnet und Myers. Angenommen, es wäre Ὥὓ <
“

Ѝɝ
. We-

gen der Proposition 14.1 gibt es eine geschlossene Geodätische ὧ in ὓ mit Länge 2ẗὭὓ . Wegen 

des Lemmas 14.3 besitzt ὧ eine Variation ὧί  durch glatt geschlossene Kurven ὧί mit 

ὒὧί < ὒὧ für alle ίɴ ‐,‐ᶺ0 . 

ὧ 

ὧί 

. ὴ= ὧ0  ή= ὧὭὓ  ήί ὴί 

„ί 
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Betrachte 0 < ί< ‐. Setze ὴίḧὧί0 . Wähle einen Punkt ήί auf ὧί mit maximalem Abstand in 

ὓ,Ὣ von ὴί. Dann gilt: Ὠὴί,ήί
1

2
ẗὒὧί <

ὒὧ

2
= Ὥὓ . Deswegen existiert genau eine kür-

zeste, normale Geodätische „ί von ήί nach ὴί und ὴί,ήί sind nicht zueinander konjugiert längs 

„ί. Betrachte die kürzesten Verbindungen von nahe ήί gelgenen Punkten auf ὧί nach ὴί. Die erste 

Variationsformel liefert nach Wahl von ήί: 

 

„ί0 Ṷὧίὸί ,  z
 

wobei ήί= ὧίὸί. Betrachte: ήḧὧὭὓ  ist der einzige zu ὴḧὧ0  fernste Punkt auf ὧ. Dar-

aus folgt: ήίᴼή für ίW 0.  

 

(Sonst gäbe es eine Teilfolge mit ήίὯᴼή
ᴂ ή mit ήᴂ auf ὧ, also ὨὴίὯ,ήίὯ ᴼὨὴ,ή < Ὥὓ . 

Wähle eine Folge von Punkten ήίὯ auf ὧίὯ mit ήίὯᴼή. Dann gilt: ὨήίὯ,ὴίὯ ᴼὨὴ,ή = Ὥὓ . 

Also gilt für große Ὧ: ὨήίὯ,ὴίὯ > ὨήίὯ,ὴίὯ . Dies ist ein Widerspruch zur Wahl der ήίὯ.) Sei 

ὣᶰὛήὓ ein Häufungswert der „ί0 ᶰὛήίὓ. Setze „ḧ‎ὣ. Dann gilt  „Ὥὓ = ὴ: (Für eine 

geeignete Folge ίὯᴼ0 gilt:  

 

„Ὥὓ = expήὭὓ
Ὠὴ,ή

ẗὣ 

= lim
ὯO Њ

expήίὯ
ὨὴίὯ,ήίὯ ẗ„ίὯ 0  

= lim
ὯO Њ

ὴίὯ
ὧίὯ

0

 

= ὴ
ὧ0

. 

) 

Außerdem gilt wegen ήίᴼή und :z 

 

„0 ṶὧὭὓ . 

 

Also gibt es mindestens drei kürzeste, normale Geodätische von ὴ nach ή. Wegen Satz 13.11 

folgt: Es gibt eine Kürzeste von ὴ nach ή längs derer ή konjugiert zu ὴ ist. Diese hätte aber die 

Länge Ὥὓ <
“

Ѝɝ
, also ist dies ein Widerspruch zu ὑ ɝ und Korollar 12.13.ii) .  
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14.5 Bemerk ung 

 

i) Die Abschätzung in Satz 14.4 ist optimal: Betrachte Ὓ2ά,Standard-Metrik : Diese hat 

ὑḳ1 und ὭὛ2ά = “=
“

Ѝ1
. 

ii)  Die Geradedimensionalität ist nötig: Betrachte ᴙὖ2ά+ 1,Standard-Metrik : Diese hat 

ὑḳ1, ist orientierbar, aber Ὥᴙὖ2ά+ 1 =
“

2
<
“

Ѝ1
. 

iii)  Die Orientierbarkeit ist nötig: Betrachte ᴙὖ2ά,Standard-Metrik : Diese hat ὑḳ1, 

ist geradedimensional und Ὥᴙὖ2ά =
“

2
<
“

Ѝ1
. 

iv) In ungerader Dimension gibt es sogar einfach zusammenhängende, orientierbare Ge-

genbeispiele, zum Beispiel die sogenannten Berger-Sphären Ὓ3,Ὣ‗  für kleine ‗> 0 

mit Ὣ‗=  linksinvariante Metrik, für die Ὅ,ὐ,ὑ  orthogonal sind und ᴁὍᴁ2 = ‗2 , 

ᴁὐᴁ2 = ᴁὑᴁ2 = 1 gilt. Siehe Übungaufgabe 35. 

 

Ohne die Orientierungsvoraussetzung gilt immerhin noch: 

14.6 Satz von Klingenberg (ohne Orientierbarkeit)  

 

Sei ὓ geradedimensional und es gelte ɝ ὑ <‏ 0  (äquivalent zu: ὓ ist kompakt und 

ɝ ὑ> 0). Dann gilt Ὥὓ
“

2ẗЍɝ
. 

Beweis 

 

ὓ ist kompakt wegen des Satzes von Bonnet und Myers. 

 

¶ Ist ὓ orientierbar so ist die Behauptung klar nach Satz 14.4 (sogar 
“

Ѝɝ
). 

¶ Sei ὓ nicht orientierbar. Angenommen, es wäre Ὥὓ <
“

2ẗЍɝ
. Wegen der Proposition 14.1 

gibt es eine geschlossene Geodätische ὧ in ὓ,Ὣ mit Länge 2ẗὭὓ . Es gibt nach Lemma 

14.8 eine 2-blättrige Überlagerung Ὢ:ὓᴼὓ mit einer orientierbaren Mannigfaltigkeit 

ὓ. Setze ὫḧὪᶻὫ. Dann ist ὓ,Ὣ wieder vollständig nach Satz 7.8. Setze ὧ periodisch 

fort zu ὧ:ᴙᴼ ὓ,Ὣ und lifte ὧ zu einer Geodätischen ὧǿ:ᴙᴼ ὓ,Ὣ. Dies liefert eine ge-

schlossene Geodätische in ὓ,Ὣ mit Länge 2ẗὭὓ  oder 4ẗὭὓ  jedenfalls mit Länge 

4ẗὭὓ <
2“

Ѝɝ
. Dann gilt: Ὥὓ <

“

Ѝɝ
. Aber ὓ ist zusammenhängend, vollständig, gera-

dedimensional und orientierbar, und erfüllt ɝ ὑ <‏ 0, weil Ὢ eine lokale Isometrie 

ist. Also gilt nach Satz 14.4: Ὥὓ
“

Ѝɝ
. ᴝ  
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14.7 Bemerkung  

 

i) Die Abschätzung in Satz 14.6 ist optimal: Betrachte ᴙὖ2ά,Standard-Metrik : Diese 

hat ὑḳ1 und Ὥὓ =
“

2ẗЍ1
. 

ii)  Die Geradedimensionalität ist nötig: Für kleine ‗> 0 sind die Berger-Sphären 

Ὓ3,Ὣ‗  aus Bemerkung 14.5 (siehe Übungsaufgabe 35) auch hier noch Gegenbeis-

piele. 

14.8 Lemma  

 

Sei ὓ irgendeine zusammenhängende, nicht orientierbare Mannigfaltigkeit. Dann existiert eine 

Überlagerung Ὢ:ὓᴼὓ mit #Ὢ 1 ὴ= 2 für alle ὴɴ ὓ, wobeiὓ eine orientierbare Mannigfal-

tigkeit  ist. 

Beweis 

 

Sei ꜝ = ὼ‌,Ὗ‌ ᷄᷄‌ᶰɚ  ein Atlas für ὓ. Setze  

 

ὢḧ Ὗ‌
1

ɇ

‌ɴ ɚ

᷾ Ὗ‌
2

ɇ

‌ɴ ɚ

 

 

mit Ὗ‌
1 ḧὟ‌

2 = Ὗ‌. Definiere eine Äqauivalenzrelation ~  auf ὢ durch: 

 

ὴ‌
1 ~ὴ‍

1 ᵾὴ‌= ὴ‍ᶰὟ‌᷊Ὗ‍ und detὨὼ‍ ὼʐ‌
1
ὼ‌ὴ‌

> 0. 

ὴ‌
2 ~ὴ‍

2 ᵾὴ‌= ὴ‍ᶰὟ‌᷊Ὗ‍ und detὨὼ‍ ὼʐ‌
1
ὼ‌ὴ‌

> 0. 

ὴ‌
1 ~ὴ‍

2 ᵾὴ‌= ὴ‍ᶰὟ‌᷊Ὗ‍ und detὨὼ‍ ὼʐ‌
1
ὼ‌ὴ‌

< 0. 

 

Betrachte die kanonische Projektion ὖ:ὢᴼὢ~ϳ = :ὓ mit Quotiententopologie. Dann gilt: 

 

ὖ Ὗ᷄‌
1 Ὗ᷾‌

2 ist injektiv.  z

 

(siehe Definition von ~ ) ὓ wird überdeckt von offenen Mengen ὖὟ‌
Ὥ , und ὼ‌

Ὥḧὼ‌ᶼ

ὖ Ὗ᷄‌
Ὥ

1
: ὖὟ‌

Ὥ ᴼὟ‌Ṓᴙ
ὲ sind Homöomorphismen. Kartenwechsel dazu sind die alten Kar-

tenwechsel, also glatt. Daraus folgt: ὼ‌
Ὥ,ὖὟ‌

Ὥ
᷄
᷄
᷄
‌ᶰɚ und Ὥɴ 1,2  ist ein ꜟ Њ-Atlas für ὓ 

und Ὢ:ὓᴼὓ mit Ὢ ὴ‌
Ὥ ḧὴ‌ ÈÁÔ ÄÉÅ %ÉÇÅÎÓÃÈÁÆÔ ÁÕÓ ÄÅÒ $ÅÆÉÎÉÔÉÏÎ ÖÏÎ ȵ­ÂÅÒÌÁÇÅÒÕÎÇȰȡ 

Ὢ 1 Ὗ‌ = ὖὟ‌
1᷾Ὗ‌

2 =
ᶻ
ὖὟ‌

1 ᷾ὖὟ‌
2

disjunkt in ὓ

 und Ὢ᷄ὖὟ‌Ὥ :ὖὟ‌
Ὥ ᴼὟ‌ ist Diffeomorphismus (ist 

Identität bezüglich der Karten ὼ‌
Ὥ,ὼ‌). 
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¶ ὓ ist orientierbar:  

 

ὼ‌
1 ,ὖὟ‌

1 ᷄᷄‌ᶰɚ ᷾ Hyperflächenspiegelungʐ ὼ‌
2 ,ὖὟ‌

2 ᷄᷄‌ᶰɚ  ist ein Atlas für 

ὓ, dessen Kartenwechsel sämtlich Differentiale mit Determinante > 0 haben. 

¶ ὓ ist zusammenhängend (also ist Ὢ tatsächlich eine Überlagerung):  

 

Für ὴɴ ὓ schreibe man Ὢ 1 ὴ= ὴ1,ὴ2 . Sei ὴɴ ὓ fest. Sind ὴ1 und ὴ2 verbindbar, so 

ist ὓ zusammenhängend. 

 

(Seien ήɴ ὓ beliebig und ήḧὪήᶰὓ. Weil ὓ zusammenhängend ist, folgt: Es exis-

tiert eine Kurve ὧ von ὴ nach ή. Lifte ὧ zu in ὴὭ mit Ὥ= 1,2 startenden Kurven ὧǿὭ in ὓ. Ei-

ne davon endet in ή, also ist ή verbindbar mit ὴ1 oder ὴ2, also nach Voraussetzung mit ὴ1 

verbindbar.)  

 

Angenommen, ὓ wäre nicht zusammenhängend. Dann gilt für alle ήɴ ὓ:  

 

ή1 ,ή2 sind nicht verbindbar. ᶻz  
 

Sei ὴɴ ὓ beliebig und ὴɴ Ὢ 1 ὴ. Sei ὡḧZusammenhangskomponente von ὴ in ὓ, ist 

offen in ὓ. Weil ὓ zusammenhängend ist und somit in ὴ startende Kurven zu in ὴ star-

tenden Kurven geliftet werden können, enthält ὡ zu jedem ήɴ ὓ mindestens ein Urbild, 

wegen (ᶻz) also: genau ein Urbild. Daher ist Ὢ᷄ὡ:ὡ ᴼὓ ein bijektiver  lokaler Diffeo-

morphismus (siehe oben), also ein Diffeomorphismus, also ist ὡ nicht orientierbar.  ᴝ  zur 

Orientierbarkeit von ὓ.  

 

04.07.2012 

15 Der Satz von Synge  

Notation  

 

Sei ὓ,Ὣ eine vollständige, zusammenhängende Riemannsche Mannigfaltigkeit. 

15.1 Satz von Synge 

 

Sei ὓ,Ὣ geraddimensional und existiere ‏ mit ὑ <‏ 0 (ᵾὓ ist kompakt und ὑ> 0). Dann 

gilt  

 

i) Ist ὓ orientierbar folgt:  

ὓ ist einfach zusammenhängend, das heißt “1 ὓ = Ὡ. 

ii)  Ist ὓ nicht orientierbar, so folgt “1 ὓ ḙᴚ2. 
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Beweis 

 

Nach dem Satz von Bonnet-Myers ist ὓ kompakt. 

 

i) 

 

Angenommen, ὓ ist nicht einfach zusammenhängend. Dann gäbe es eine stückweise glatte, ge-

schlossene, nicht zusammenziehbare Kurve „ in ὓ. Nach Proposition 15.6 (siehe unten) folgt: 

Es gibt eine geschlossene Geodätische ὧ in ὓ, die unter allen geschlossenen, zu „ frei homotopen 

Kurven minimale Länge hat. Nach Lemma von Synge (14.3) besitzt ὧ eine Variation (ὧί)  durch 

kürzere geschlossene Kurven ὧί. ᴝ  

 

ii)  

 

Sei Ὢ:ὓᴼὓ eine 2-blättrige orientierungsüberlagerung. Sei Ὣ= ὪzὫ die geliftete Metrik. Dann 

ist ὓ,Ὣ  vollständig (nach Satz 7.8), geraddimensional, hat ebenfalls ὑ <‏ 0 und ὓ ist 

orientierbar.  Nach i) ist also ὓ einfach zusammenhängend und somit die universelle Überlage-

rung von ὓ. Nun ist “1 ὓ ḙɜḧ Decktransformationen:ὓᴼὓ ḙᴚ2, weil ɜ einfach transitiv 

auf jeder Faser Ὢ 1 ὴ= ὴ1 ,ὴ2  operiert. 

 

15.2 Korollar  

 

ὓḧᴙὖ2 × ᴙὖ2 trägt keine Riemannsche Metrik mit ὑ> 0. 

Beweis 

 

Angenommen, ὓ tr üge eine solche Metrik . Weil ὓ kompakt ist, existiert dann ‏> 0  mit 

ὑ <‏ 0. ὓ ist geraddimensional, also ist nach Satz von Synge “1 ὓ = Ὡ oder “1 ὓ ḙᴚ2. 

es gilt aber “1 ᴙὖ
2 × ᴙὖ2 ḙᴚ2 × ᴚ2. ᴝ  

 

15.3 Bemerkung  

 

Eine berühmte unbewiesene Vermutung von Hopf sagt: Ὓ2 × Ὓ2 trägt keine Riemannsche Metrik 

mit ὑ> 0. 15.2 sagt: Falls doch so eine Metrik existiert ist eine solche Metrik  nicht unter beiden 

Antipodenabbildungen Id, Id , Id, Id :Ὓ2 × Ὓ2 ᴼὛ2 × Ὓ2 invariant. 
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Vorbereitung für Proposition 15.6  

15.4 Definition  (rektifizierbare Kurve , Länge einer Ku rve, frei homotop e Kurve , 

gleichgradig gleichmäßig stetig e Folge von Abbildungen  und seperabler metr i-

scher Raum ) 

 

i) Eine stetige Kurve ὧ: 0,1 ᴼ ὓ,Ὣ  heißt rektifizierbar , wenn 

sup В ὨὧὸὭ1 ,ὧὸὭ |Ὧɴ ᴓ,0 = ὸ0 < Ễ< ὸὯ= 1Ὧ
Ὥ= 1  eine Zerlegung von 0,1 < Њ 

gilt. In diesem Fall wird die Länge von ὧ, ὒ(ὧ) als dieses Supremum definiert. 

ii)  Zwei stetige geschlossene Kurven ὧ,„ heißen frei homotop, wenn es eine stetige 

Homotopie Ὄ: 0,1 × 0,1 ᴼὓ von ὧ zu „ gibtso, dass jedes ὧίḧὌί,ẗ eine ge-

schlossene Kurve ist. 

iii)  Eine Folge ὪὯ Ὧɴ ᴓ von Abbildungen ὪὯ: ὢ,Ὠ ᴼ(ὣ,Ὠ)  zwischen metrischen Räumen 

ὢ,Ὠ,(ὣ,Ὠ)  heißt gleichgradig gleichmäßig stetig genau dann, wenn  

 ᶅ‐> 0 ɱ <‏  0 ḊὪὯὄ‏ὼ Ṓὄ‐ὪὯὼ  ᶅὼɴ ὢ
gleichmäßig

Ὧᶅɴ ᴓ
(gleichgradig)

 .  

iv) Ein metrischer Raum heißt separabel genau dann, wenn es eine dichte, abzählbare 

Teilmenge ὢᴂṒὢ gibt. 

15.5 Satz von Arzelà  und Ascoli  

 

Sei ὪὯ : ὢ,Ὠ ᴼ ὣ,Ὠ
Ὧɴ ᴓ

 gleichgradig gleichmäßig stetig. Seien ὢ,Ὠ,(ὣ,Ὠ) kompakt, (ὢ,Ὠ)  

separabel. Dann gibt es eine Teilfolge ὪὯὰ ὰɴᴓ
 und ein Ὢ:ὢᴼὢ so, dass ὪὯὰ

gleichmäßig
ựựựựựự Ὢ für ὰO Њ. 

Beweis 

 

(ὢ,Ὠ)  ist separabel genau dann, wenn eine dichte Folge (ὼὭ) in ὢ existiert. Weil (ὣ,Ὠ)  kompakt 

ist, gibt es eine Teilfolge von (ὪὯ) , die auf ὼ1 konvergiert. Diese Teilfolge hat eine Teilfolge, die 

auf ὼ2 konvergiert, und so weiter. Die zugehörige Diagonalfolge konvergiert auf jedem ὼὭ. Nenne 

diese Folge wieder (ὪὯ) . Weil (ὪὯ)  gleichmäßig stetig und (ὼὭ) dicht in ὢ und ὣ,Ὠ vollständig 

(da kompakt!) ist, liefert ein 
‐

3
-Argument: (ὪὯ)  konvergiert sogar auf jedem ὼɴ ὢ. Setze 

Ὢὼḧ lim k ЊOὪὯ(ὼ) .  Dann gilt ὪὯ
gleichmäßig
ựựựựựự Ὢ: Jedes ὼὭ hat Umgebung Ὗ so, dass ᶅ‐> 0 ɱ  ὔᶰ

ᴓ:ὨὪὯὼ,Ὢὼ < ‐ ᶅ  Ὧ ὔ ᶅ ὼɴ Ὗ. (Natürlich Ὗḧὄ‏ὼὭ mit ‏ zu 
‐

3
.) 

Überdecke ὢ (beachte: ὢ ist kompakt) mit endlich vielen solchen Ὗ. Wähle größtes zugehöriges 

ὔ. (O.K.). 

 

15.6 Proposition  

 

Sei „: 0,1 ᴼ(ὓ,Ὣ)  rektifizierbar, geschlossen, nicht zusammenziehbar und (ὓ,Ὣ)  kompakt. 

Sei ꜟ ḧ ὧ: 0,1 ᷄᷄ὧ rektifizierbar , geschlossen, ὧ frei homotop zu „ . Sei ὒḧ inf{ὒὧ ὧ᷄ɴ }ꜟ . 

Dann existiert ein ὧɴ  ꜟmit ὒὧ= ὒ. Jedes solche ὧ ist eine geschlossene Geodätische (bis auf 

Parametrisierung). 
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Beweis 

 

Wähle eine Folge „1,„2,ȣ in  ꜟmit ὒ(„Ὧ) ᵂὒ.  O. B. d. A. sei jedes „Ὧ ȵÐÒÏÐÏÒÔÉÏÎÁÌ ÚÕÒ "ÏÇÅÎÌßn-

ÇÅȰ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÓÉÅÒÔȟ ÄȢ ÈȢ ὒ„Ὧ 0᷄,1 = ὸẗὒ„Ὧ  ᶅ  ὸɴ [0,1].  Wähle Ὑ> 0 mit ὒ„Ὧ Ὑ ᶅ Ὧ. Dann 

ist Ὠ„Ὧί,„Ὧὸ ὒ„Ὧ ί᷄,ὸ = ȿὸ ίȿẗὒ„Ὧ Ὑ|ὸ ί|. Also ist jedes „Ὧ Lipschitz-stetig mit 

Lipschitz-Konstante Ὑ, insbesondere ist („Ὧ)  gleichgradig gleichmäßig stetig. (ὓ,Ὣ)  ist kompakt 

und 0,1  ist kompakt und separabel und nach Satz 15.5 gilt: Nach Übergang zu einer Teilfolge 

gilt „Ὧ
gleichmäßig
ựựựựựự ὧ für ein ὧ: 0,1 ᴼὓ. Es ist ὧ0 = ὧ(1) und  

Ὠὧί,ὧὸ Ὑẗȿὸ ίȿ ᶅ ί,ὸɴ [0,1], insbesondere ist ὧ rektifizierbar und ὒὧ Ὑ.  Genauer 

gilt: ὒὧ= sup{ В ὨὧὸὭ1 ,ὧὸὭ
ά
Ὥ= 1

lim k ЊO В Ὠ„ὯὸὭ1 ,„ὯὸὭ
ά
Ὥ=1

ὒ„Ὧ ὒO

ά᷄ᶰᴓ,0 = ὸ0 < Ễ< ὸά = 1 Zerlegung von 0,1 } , 

also ὒὧ ὒ. 

 

c ist frei homotop zu „: 

 

Wähle ‐ɴ (ὕ, Ὥὓ
> 0, da ὓ kompakt 

) . Dann gibt es zu je zwei ὴ,ήɴ ὓ mit Ὠὴ,ή < ‐ genau eine kürzes-

te Geodätische ‎ὴ,ή: 0,1 ᴼὓ von ὴ nach ή und für ήὯᴼή gilt ‎ὴ,ήὯὸᴼ‎ὴ,ήὸ. Also: ‎ὴ,ή(ὸ)  

sind stetig in ή, analog auch in ὴ. Wähle ὔ so groß, dass Ὠ„ὔὸ,ὧὸ < ‐ ᶅ  ὸɴ [0,1]. Setze 

Ὄί,ὸḧ‎ὧὸ,„ὔ ὸ(ί). Dann ist Ὄ stetig und liefert eine freie Homotopie von ὧ nach „ὔ. Weil 

„ὔᶰ ,ꜟ folgt: ὧ frei  homotop zu „. Insbesondere: ὧɴ .ꜟ Daher ὒὧ= ὒ und ὒ> 0, denn ὧ ist 

keine Punktkurve, da „ nicht zusammenziehbar. 

 

05.07.2012 

 

ὧ ist geschlossene Geodätische (bis auf Parametrisierung): 

 

Setze ὧ periodisch fort zu ὧ:ᴙᴼ(ὓ,Ὣ). Sei ὸ0 ᶰᴙ. Wähle ‐ɴ 0,Ὥὓ  (Ὥὓ > 0 da ὓ kom-

pakt). Wähle –> 0 mit ὧὸ0 –, ὸ0 + – Ṓὄ‐
4
(ὴ) wobei ὴḧὧ(ὸ0). Dann gilt mit  

ὴ1 ḧὧὸ0 –,ὴ2 ḧὧὸ0 + –:Ὠὴ1,ὴ2 <
‐

4
+
‐

4
=
‐

2
. Sei ‎ḧ‎ὴ1 ,ὴ2 ɉ×ÉÅ ÏÂÅÎ ÉÍ "Å×ÅÉÓ ÚÕ ȵὧ 

frei homotop zu „Ȱȟ ÁÌÓÏȡ ‎ die auf [0,1] parametrisierte Geodätische von ὴ1 nach ὴ2.) Jetzt gilt für 

alle ὸɴ 0,1 ,†ɴ [ὸ0 –,ὸ0 + –]:  

Ὠ‎ὸ,ὧ† Ὠ‎ὸ,ὴ1
ὒ‎<

‐

2

+ Ὠὴ1 ,ὴ + Ὠὴ,ὧ† <
‐

2
+
‐

4
+
‐

4
= ‐. Dann ist  

‎ḧ(auf ὸ0 –,ὸ0 + – umparametrisiertes ‎) homotop zu ὧ᷄ ὸ0 –,ὸ0+–. Wie oben  

Ὄ: ί,ὸᵐ‎ὧ†,‎†(ί)  ist Homotopie von ὧ᷄ ὸ0 –,ὸ0+– nach ‎. Wäre nun ὧ᷄ ὸ0 –,ὸ0+– keine Geo-

dätische (bis auf Parametrisierung), dann wäre ὒὧ᷄ ὸ0 –,ὸ0+– > ὒ‎= ὒ(‎), ὧ wäre also frei 

homotop zu einer rektifizierten Kurve mit Länge < ὒ(ὧ) .ᴝ  

 

Diese Kurve entsteht durch ersetzen von von ὧ᷄ ὸ0 –,ὸ0+– durch ‎.  
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15.7 Bemerkung  

 

Analog zeigt man: Wenn (ὓ,Ὣ)  kompakt, „ḧ 0,1 ᴼ(ὓ,Ὣ)  rektifizierbar, geschlossen, nicht 

zusammenziehbar, dann gibt es ein ὧɴ [„] (wie in Definition von “1(ὓ) , d. h. mit festem An-

fangspunkt) mit minimaler Länge unter allen Kurven in [„]. Jedes solche ὧ ist eine Geodätische 

(bis auf Parametrisierung). 

Kapitel V: Lokale Symmetrie und Mannigfaltigkeiten konstanter 

Krümmung  

16 Lokale Symmetrie  

Notation  

 

Sei (ὓ,Ὣ)  eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. 

16.1 Definition (symmetrisch ) 

 

(ὓ,Ὣ)  heißt symmetrisch genau dann, wenn es zu jedem ὴɴ ὓ eine Isometrie  

„ὴ: ὓ,Ὣ ᴼ(ὓ,Ὣ) gibt mit „ὴ= ὴ und Ὠ„ὴ ὴ= IdὝὴὓ. 

16.2 Bemerkung  

 

Sei (ὓ,Ὣ)  symmetrisch. 

 

i) Wenn M zusammenhängend ist, dann sind die „ὴ eindeutig bestimmt. (siehe Übungs-

aufgabe 29) 

ii)  Es gilt ɳ Ὑ= 0. Semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit dieser Eigenschaft heißen 

lokal symmetrisch. 

Beweis zu ii) 

 

Sei ὴɴ ὓ und ὢ,ὣ,ὤ,ὡᶰὝὴὓ. Weil „ὴ Isometrie ist, gilt: 

 

Ὠ„ὴ ὴ
Id

ὢɳὙ ὣ,ὤὡ = Ὠɳ„ὴὴ
Id

ὢὙ Ὠ„ὴ ὴὣ,Ὠ„ὴ ὴὤ Ὠ„ὴ ὴὡ . 

 

Wegen 1 1 4 folgt ὢɳὙ ὣ,ὡ ὤ= 0. 

  

16.3 Bemerkung  

 

Sei (ὓ,Ὣ)  symmetrisch. dann gilt: 

 

i) (ὓ,Ὣ)  ist geodätisch vollständig. 

ii)  (ὓ,Ὣ)  ist homogen, wenn ὓ  zusammenhängend ist.
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Beweis 

 

i) 

 

Sei ὧ᷄ ὸ0 ,ὸ1
 eine maximale Geodätische (mit 0 (ɴὸ0,ὸ1)). Wir zeigen: ὸ1 = Њ. Annahme: ὸ1 < Њ. 

Sei ήḧὧ(
2

3
ὸ1). Wende „ή an, dann ist ὧ mindestens auf [0,

4

3
ὸ1] fortsetzbar. ᴝ  

 

ii)  

 

Seien ὴ,ήɴ ὓ. Wähle gebrochene Geodätische von ὴ nach ή. Seien ὴ1 ,ȣ,ὴὯ die Mittelpunkte der 

geodätische Segmente. Dann ist „ὴὯ ȣʐ „ʐὴ2
„ʐὴ1

 Isometrie mit ὴm ή.  

  

16.4 Lemma  

 

Seien ὓ,Ὣ, ὓ,Ὣ beide lokal symmetrische Mannigfaltigkeiten (ɳ Ὑ= 0,ɳ Ὑ= 0), ὴɴ ὓ, 

ὴǶɴὓ . Es gebe eine lineare Isometrie ὃ: Ὕὴὓ,Ὣὴ ᴼ(Ὕὴὓ,Ὣὴ) , die Ὑ erhält, d. h. 

Ὑὃὢ,ὃὣ ὃὤ= ὃὙὢ,ὣὤ ᶅ ὢ,ὣ,ὤᶰὝὴὓ. Dann haben ὴ,ὴǶ isometrische Umgebungen! Ge-

nauer: Wenn expὴ ὡ᷄ὴ:ὡὴᴼὟὴ mit ὴɴ Ὗὴ,0 ᶰὡὴ ein Diffeomorphismus ist und ὃὡὴ im Defini-

tionsbereich von expὴ, dann ist Ὢḧexpὴ ὃʐʐ expὴ ὡ᷄ὴ
1
 eine lokale Isometrie (auf ihr Bild). 

Insbesondere: Wenn expὴ ὃ᷄ὡὴ Diffeomorphismus ist (O. K. für ὡὴ klein), dann ist  

Ὢ:Ὗὴᴼexpὴ(ὃὡὴ)  eine Isometrie. 
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Beweis 

 

Sei ήɴ Ὗὴ, sei ὤᶰὝήὓ. Zu zeigen ist ộὨὪὴὤ,ὨὪήὤỚ= ộὤ,ὤỚ. Sei ὢḧ expὴ ὡ᷄ὴ
1
ήᶰὡὴ, sei 

ὣḧ Ὠ expὴ ὡ᷄ὴ
ή

1

ὤᶰὝὢὝὴὓ ḙὝὴὓ. Dann ist ὤ= Ὠexpὴ ὢ᷄ (ὣ) . Also  nach 5.9: 

ὤ= ὐ(1)  wobei ὐ  das Jacobifeld längs ‎ὢ  mit ὐ0 = 0 , ὐᴂ0 = ὣ  und 

ὨὪήὤ =
Kettenregel

Ὠexpὴὃὢὃὣ = ὐ(1), wobei ὐ das Jacobifeld längs ‎ὃὢ mit ὐ0 = 0, ὐ1 = ὃὣ 

ist. Zu zeigen ist also ộὐ1 ,ὐỚ= ộὐ1 ,ὐ1 Ớ.  

 

Sei {Ὁ1 ,ȣ,Ὁὲ} ein paralleles Ὣ-Orthonormalbasenfeld längs ὧḧ‎ὢ 0᷄,1 . Weil ɳ Ὑ= 0, ist  

ὶὭὮὸḧộὙὉὭὸ,ὧὸ ὧὸ,ὉὮὸỚḳconst. (Beachte nahe ὸ0: 

 
Ὀ

Ὠὸ
ὙὉὭ,ὧὧ ὸ= ὧɳὙὉὭ,ὧὧ= ὧɳὙ

= 0

ὉὭ,ὧὧ+ Ὑ ὧɳὉὭ,ὧὧ+ ὙὉὭ, ὧɳὧὧ+ ὙὉὭ,ὧ ὧɳὧ, 

 

wobei ὉὭ,ὧ fortgesetzt auf eine Umgebung von ὧὸ0  seien.) Die Jacobigleichung für  

ὐ= :В ὥὮὉὮ
ὲ
Ὦ= 1  lautet ὥὮὸ= В ‐ὮὶὭὮὥ

Ὥ(ὸ)ὲ
Ὥ= 1  (mit ‐ὮḧộὉὮ,ὉὮỚɴ {± 1} ) für Ὦ= 1,ȣ,ὲ. Setze 

ὉὭ0 ḧὃὉὭ(0)  parallel fort längs ὧǶḧ‎ὃὢ 0᷄,1 . Weil Ὑɳ= 0 , ist 

ὶǶὭὮὸḧộὙ ὉὭὸ,ὧǶὸ ὧǶὸ ,ὉὮ(ὸ)Ớḳconst . Für ὐ= :В ὥὮὸὉὮὸ
ὲ
Ὦ= 1  gilt also ὥὮὸ=

В‐ὮὶǶὭὮὥ
Ὥ(ὸ)  (beachte: ὃ erhält ộẗ,ẗỚ, also ‐ǶὮ= ‐Ὦ). Weil ὃ sowohl ộẗ,ẗỚ als auch Ὑ erhält, gilt 

ὶǶὭὮ0 = ὶὭὮ(0)! Also ist ὶǶὭὮ= ὶὭὮ. Daher erfüllen (ὥ1,ȣ ,ὥὲ)  und (ὥ1,ȣ ,ὥὲ)  dieselbe Differenti-

algleichung! Die Anfangsbedingungen sind dieselben: 

 

ὥὮ0 = 0 = ὥὮ0  und 

ὥὮ0 =  Koeffizienten von ὃὣ bei ὉὮ0  

= ‐Ὦộὃὣ,ὃὉὮ0 Ớ 

= ‐Ὦộὣ,ὉὮ0 Ớ 

= ὥὮ0 . 

 

Deswegen gilt ὥ1,ȣ  ,ὥὲ ὸ= ὥ1,ȣ  ,ὥὲ ὸ  für alle ὸɴ 0,1 .  

Insbesondere gilt: 

 

ộὐ1 ,ὐ1 Ớ= ‐Ὦὥ
Ὦ1 2

Ὦ

 

= ‐Ὦὥ
Ὦ1 2

Ὦ

 

= ộὐ1 ,ὐ1 Ớ. 
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16.5 Korollar  

 

(Wende Lemma 16.4 auf ὓ,Ὣ = ὓ,Ὣ, ὴǶ= ὴ und ὃ= IdὝὴὓ an.) Seien (ὓ,Ὣ)  lokal sym-

metrisch, ὴɴ ὓ, expὴ ὡ᷄ὴ
:ὡὴᴼὟὴ ein Diffeomorphismus und sei ɀὡὴ= ὡὴ (erreichbar durch 

Ersetzen von ὡὴ durch ὡὴ (᷊ ὡὴ)). Dann ist 

 

Ὢ:ὟὴᴼὟὴ mit  Ὢή = expὴ expὴ ὡ᷄ὴ
1
ή  

 

eine Isometrie, und Ὢὴ = ὴ,ὨὪὴ= IdὝὴὓ. Dies rechtfertigt ÄÉÅ "ÅÚÅÉÃÈÎÕÎÇ ȵÌÏËÁÌ ÓÙÍÍÅt-

ÒÉÓÃÈȰȢ 

 

11.07.2012 

16.6 Satz von Cartan  

 

Seien ὓ,Ὣ,(ὓ,Ὣ) beide lokal symmetrisch und beide geodätisch vollständig und (ὓ,Ὣ)  ein-

fach zusammenhängend. Seien ὴɴ ὓ,ὴǶɴ ὓ. Es gebe eine lineare Isometrie  

ὃ: Ὕὴὓ,Ὣὴ ᴼ(Ὕὴὓ,Ὣὴ) , die Ὑ erhält. Dann gibt es eine lokale Isometrie 

Ὢ: (ὓ,Ὣ)
(Ὢ global definiert)

ᴼ(ὓ,Ὣ) mit Ὢὴ= ὴǶ, ὨὪὴ= ὃ. 

16.7 Korollar  

 

i) Wenn in Satz 16.6 zusätzlich auch ὓ,Ὣ einfach zusammenhängend ist, dann ist die 

dortige Abbildung Ὢ: ὓ,Ὣ ᴼ ὓ,Ὣ eine Isometrie. (Denn: Ist Überlagerung nach 

Satz 8.5, also die Triviale). 

ii)  Jede geodätisch vollständige, einfach zusammenhängende, lokal symmetrische Man-

nigfaltigkeit ὓ,Ὣ ist symmetrisch. (Denn: Wende 16.6 und i) an auf  

ὓ,Ὣ = ὓ,Ὣ,ὴǶ= ὴ,ὃ= IdὝὴὓ; setze „ὴḧὪ. (O.K.)) 

Vor bereitungen zum Beweis von 16.6  

16.8 Lemma  

 

Seien ὓ,Ὣ, ὓ,Ὣ  lokal symmetrisch, ὴɴ ὓ,ὴǶɴὓ . Es gebe eine lineare Isometrie 

ὃ: Ὕὴὓ,Ὣὴ ᴼ Ὕὴὓ,Ὣὴ , die Ὑ erhält. Seien ὧ: ὥ,ὦᴼὓ,ὧǶ: ὥ,ὦᴼὓ gebrochene Geodätische 

mit ὧὥ = ὴ,ὧǶὥ= ὴǶ. Schreibe ὖὧḧὖὧ
ὥ,ὦ. Dann erhält ὖὧǶʐὃ ὖʐὧ

1:ὝὧὦὓᴼὝὧǶὦὓ sowohl 

ộẗ,ẗỚ als auch Ὑ. 
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Beweis 

 

Wähle parallele ONB-Felder Ὁ1 ,ȣ,Ὁὲ , Ὁ1 ,ȣ,Ὁὲ  längs ὧ bzw. ὧǶ mit ὉὭὥ = ὃὉὭὥ ᶅ Ὥ1,ȣ,ὲ. 

  Wegen Ὑɳ= 0, Ὑɳ= 0  sind ộὙ ὉὭὸ,ὉὮὸ ὉὯὸ,ὉὰὸỚḳkonstant  und 

ộὙὉὭὸ,ὉὮὸ ὉὯὸ,ὉὰὸỚḳkonstant. Aus der Gleichheit in ὸ= ὥ folgt also Gleichheit in  

ὸ= ὦ. Die Behauptung folgt nun aus ὉὭὦ= ὖὧǶʐὃ ὖʐὧ
1 ὉὭὦ . 

 

Beweis von Satz 16.6 

 

Sei ήɴ ὓ, wähle eine gebrochene Geodätische ὧ: 0,ὦᴼ ὓ,Ὣ von ὴ nach ή. Seien  

0 = ὸ0 < ὸ1 < Ễ< ὸὯ= ὦ so gewählt, dass ὧ| ὸὭ1 ,ὸὭ geodätische ist ᶅ Ὥ= 1,ȣ,Ὧ. Bezeichne 

ὧὭḊ= ὧ| 0,ὸὭ
. Definiere induktiv eine gebrochene Geodätische ὧǶ: 0,ὦᴼ ὓ ,Ὣ wie folgt: Be-

zeichne ὧǶὭḊ= ὧǶ| 0,ὸὭ
. Setze ὧǶ1 ὸḧ‎ὃὧ0 ὸ für ὸɴ 0,ὸ1  und setze ὧǶὭ+ 1 ὸḧ‎

ὖὧὭʐὃʐὖὧὭ
1 ὧ(ὸὭ)

 

für ὸɴ ὸὭ,ὸὭ+ 1 . Setze ὪήḧὧǶ(ὦ) . Dann ist zu zeigen: 

 

1) Ὢ ist wohldefiniert,  

2)  Ὢ ist lokale Isometrie. 

 

(Dann folgt nach Konstruktion auch Ὢὴ = ὴǶ und ὨὪὴ= ὃ.) 

 

Zu 1): 

 

Sei †: 0,ὦᴼ ὓ,Ὣ noch eine gebrochene Geodätische von ὴ nach ή. Zu zeigen ist †Ƕὦ = ὧǶ(ὦ). 

Seien auch †| ὸὭ1 ,ὸὭ
 Geodätische ᶅὭ= 1,ȣ,Ὧ (Dies ist erreichbar durch gemeinsame Verfeine-

rung der Zerlegung). "ÅÔÒÁÃÈÔÅ ÚÕÎßÃÈÓÔ ÆÏÌÇÅÎÄÅÎ 3ÐÅÚÉÁÌÆÁÌÌ ɉȵ† nahe an ὧȰɊȡ Zu jedem 

Ὥ= 1,ȣ,Ὧ gebe es eine normale Umgebung ὟὧὸὭ von ὧὸὭ, die ὧὸὭ,ὸὭ+ 1  und †ὸὭ+ 1,ὸὭ+ 2  

enthält, sowie auf ὸὭ,ὸὭ+ 1  parametrisierte Geodätische ‌Ὥ von ὧ(ὸὭ)  nach †ὸὭ+ 1  und analog 

‌Ὥ+ 1. Dabei sei ‌0 ḧ†1 und ‌Ὧ 1 ḧ†᷄ ὸὯ 1 ,ὦ. 

 

Wir zeigen induktiv: 

 

ὧὭ᷉ ‌ὭὸὭ+ 1 = †ǶὸὭ+ 1  und ὖὧὭ᷉‌Ὥʐ ὃʐ ὖὧὭ᷉‌Ὥ
1 = ὖ†Ὥ+1

ὃʐ ὖʐ†Ὥ+ 1
1   z

 

Induktionsanfang: 

 

ὧ0 ‌᷉0 = ‌0 = †1 ᵼ(O.K.) 

 

Induktionsschritt: ὭO Ὥ+ 1: 

 

Sei ὃὭḧὖὧǶὭ ὃʐ ὖʐὧὭ
1. Zur Erinnerung: Es gilt ὧǶὭ+ 1 ὸ= ‎ὃὭὧὸὭ ὸ für  ὸɴ ὸὭ,ὸὭ+ 1 . Aus Lemma 

16.8 folgt: ὃὭ erhält ộẗ,ẗỚ und Ὑ. Nach Lemma 16.4 existiert eine lokale Isometrie ὪὭ:ὟὧὸὭᴼὟὧǶ(ὸὭ) , 

wobei ὟὧǶ(ὸὭ) Ṓὓ eine Umgebung von ὧǶὸὭ ist und für ὪὭ gilt: ὪὭὧὸὭ = ὧǶὸὭ und ὨὪὭȿὧὸὭ = ὃὭ . 
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Nach Definition von ὧǶ folgt ὧǶ᷄ὸὭ,ὸὭ+1
= ὪὭʐ ὧ| [ὸὭ,ὸὭ+1 ]. Daher hat ὧὭ+ 1 ‌᷉Ὥ+ 1ȿὸὭ+1 ,ὸὭ+2

 nach Definition 

den Anfangsvektor  

 

ὃὭ+ 1 ‌Ὥ+ 1 ὸὭ+ 1 = ὨὪὭ|ὧὸὭ+1
‌Ὥ+ 1 ὸὭ+ 1 .  

 

Die Gleichheit gilt hier, da ὨὪὭ mit Parallelverschiebung längs Geodätischer und deren Bildern 

unter ὪὭ verträglich ist. Also ist  

 

ὧὭ+ 1 ‌᷉Ὥ+ 1ȿὸὭ+1 ,ὸὭ+2
= ὪὭʐ ‌Ὥ+ 1 und (leichter) ὧὭ᷉ ‌ὭȿὸὭ,ὸὭ+1

= ὪὭʐ ‌Ὥ= :‌Ὥ. 

 

Daher hat ὧὭ᷉ ‌Ὥ᷉ †| ὸὭ+1 ,ὸὭ+2
 den Anfangsvektor  

 

ὖ‌Ὥᶼ ὃὭ
ὨὪὭ|ὧὭ(ὸὭ)

ὖʐ‌Ὥ
1

ὨὪὭ|‌Ὥ(ὸὭ+1)

†ὸὭ+ 1 = ὨὪὭ|†(ὸὭ+1)
†ὸὭ+ 1 . 

 

Also ist ὧὭ᷉ ‌Ὥ᷉ †᷄ ὸὭ+ 1 ,ὸὭ+2
= ὪὭʐ †| ὸὭ+1 ,ὸὭ+2

. Die linke Seite ist nach Induktionsvoraussetzung 

und Konstruktion  von †Ƕ gleich †Ƕ᷄ὸὭ+1 ,ὸὭ+ 2
. Also ist  

 

†ǶὸὭ+ 2 = ὪὭ†ὸὭ+ 2 = ὪὭ‌Ὥ+ 1 ὸὭ+ 2 =
s. o.

 ὧὭ+ 1 ‌᷉Ὥ+ 1 ὸὭ+ 2 , 

 

womit der erste Teil von  zfür Ὥ+ 1 gezeigt ist. Außerdem gilt 

 

ὖὧὭ+1 ‌᷉Ὥ+1
ὃʐʐ ὖὧὭ+ 1 ‌᷉Ὥ+1

1 = ὖ‌Ὥ+1
ὃʐὭ+ 1 ὖʐ‌Ὥ+ 1

1  

= ὖ‌Ὥ+1
ὨʐὪὭȿὧὸὭ+1

ὖʐ‌Ὥ+1
1  

= ὨὪὭ|†(ὸὭ+2)
 

= ὖ†᷄ὸὭ+1,ὸὭ+ 2
ὨʐὪὭ᷄ ‌ὭὸὭ+1 

ὖʐ†| ὸὭ+1,ὸὭ+ 2

1  

= ὖ†᷄ὸὭ+1,ὸὭ+ 2
ᶼ ὖ‌Ὥʐ ὃὭʐ ὖ‌Ὥ

1

ὖὧὭ᷉‌ὭʐὃʐὖὧὭ᷉‌Ὥ
1 =

Induktionsvoraussetzung
ὖ†Ὥ+1

ὃʐʐὖ†Ὥ+ 1
1

ὖʐ†| ὸὭ+1,ὸὭ+2

1  

= ὖ†Ὥ+2
ὃʐʐ ὖ†Ὥ+2 

1 . 

 

Damit ist  zfür Ὥ+ 1 bewiesen. Für Ὥ= Ὧ 1  ergibt sich ὧǶὦ= †Ƕὦ, für den gewählten Spezi-

alfall ist die Wohldefiniertheit also bewiesen. Im allgemeinen Fall wähle eine stückweise glatte 

Homotopie Ὄ: 0,1 × 0,ὦᴼὓ von ὧ nach †, mit Ὄί,0 ḳὴ, Ὄί,ὦḳή ᶅ ίɴ [0,1]. Man kann 

so feine Zerlegungen von [0,1]
ίʂὮ

, [0,ὦ]
ὸʂὭ

, dass es jeweils eine normale Umgebung von Ὄ(ίὮ,ὸὭ) gibt, 

die ein geodätisches Viereck wie im Bild enthält: Wende nun obige Erkenntnis sukzessive an, 

dann folgt ὧǶὦ= †Ƕὦ. Also ist 1.) gezeigt. 
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12.07.2012 

 

Zu 2) 

 

Sei ήɴ ὓ,ή= ὧὦ wie oben, Ὢή= ὧǶ(ὦ)  wie oben. Sei expή ὡ᷄ή:ὡήᴼὟή ein Diffeomorphis-

mus, wobei ὡή bezüglich 0ή sternförmig sei. Sei ᾀɴ Ὗή. Sei ‌ᾀ: 0,1 ᴼὟή die Geodätische von ή 

nach ᾀ. Nach Definition von Ὢ gilt:  

 

Ὢᾀḧὧ᷉ ‌ᾀὦ+ 1  

= ‎ὖὧʐὃʐὖὧ1 ‌ᾀ0 1  

= expὪή ὖὧǶʐ ὃʐ ὖὧ
1 ‌ᾀ0

expή᷄ὡή

1
(ᾀ)

. 

 

Also gilt: 

 

Ὢ᷄Ὗή= expὪή ᶼὖὧǶʐ ὃʐ ὖὧ
1

erhält ộẗ,ẗỚ und Ὑ

ᶼexpή ὡ᷄ή
1
. 

 

Lemma 16.4 liefert: Ὢ᷄Ὗή ist eine lokale Isometrie. Da dies für alle ήɴ ὓ gilt, ist Ὢ eine lokale 

Isometrie. 

 

17 Mannigfaltigkeiten konstanter Krümmung  

Notation  

 

Sei (ὓ,Ὣ)  eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. 
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17.1 Vorbereitungen  

 

Schreibe Ὧὢ,ὣ ḧộὙὢ,ὣὣ,ὢỚ. 

 

i) Es gibt eine Formel, die 6ẗộὙὢ,ὣὤ,ὡỚ als eine Summe von Ausdrücken der Form 

±Ὧ(ȣ,ȣ) darstellt: Es ist 

 

Ὑὢ,ὣ+ ὤ ὣ+ ὤ Ὑὢ,ὣὣ Ὑὢ,ὤὤ 
Ὑὣ,ὢ+ ὤ ὢ+ ὤ + Ὑὣ,ὢὢ+ Ὑὣ,ὤὤ 

= Ὑὢ,ὣὤ+Ὑὢ,ὤὣ
Ὑὤ,ὢὣ

Ὑὣ,ὢὤ
+Ὑὢ,ὣὤ

Ὑὣ,ὤὢ 

= 3Ὑὢ,ὣὤ.  z
 

Und: 

 

ộὙὢ+ ὡ,ὣὣ,ὢ+ ὡỚ
Ὧὢ+ὡ,ὣ

ộὙὢ,ὣὣ,ὢỚ
Ὧὢ,ὣ

ộὙὡ,ὣὣ,ὡỚ
Ὧὡ,ὣ

 

= 2ộὙὢ,ὣὣ,ὡỚ. ᶻz  
 

Daher gilt: 

 

6ẗộὙὢ,ὣὤ,ὡỚ=
ᶻ

2ộὙὢ,ὣ+ ὤ ὣ+ ὤ,ὡỚ 

+ Ễ noch 5 solche Summanden 

=
ᶻz
Ὧὢ+ ὡ,ὣ+ ὤ Ὧὢ,ὣ+ ὤ Ὧὡ,ὣ+ ὤ 

+ Ễ noch 15 solche Summanden. 

 

ii)  Es ist Ὧὢ,ὣ = ὗὢ,ὣ
ộὢ,ὢỚộὣ,ὣỚộὢ,ὣỚ2

ẗὑspan ὢ,ὣ , falls span{ὢ,ὣ}  2-dimensional und 

nicht entartet ist. Die Menge der Paare ὢ,ὣ in Ὕὴὓ, für die span{ὢ,ὣ}  2-dimensional 

und nicht entartet ist, ist offen und dicht in Ὕὴὓ
2
. Also: Die Schnittkrümmungen 

ὑ(„) mit „ṒὝὴὓ 2-dimensional und nicht entartet bestimmen (zusammen mit Ὣὴ) 

zusammen schon Ὧ:Ὕὴὓ× Ὕὴὓᴼᴙ und daher auch Ὑὴ (nach i)). 

iii)  Wir haben im Beweis zu i) nur die Symmetrien von Ὑ benutzt. Diese gelten auch für 

Ὑ1 ὢ,ὣὤḧộὣ,ὤỚὢ ộὢ,ὤỚὣ (prüfen oder: weil das der Krümmungstensor von 

(Ὓὲ,Standard-Metrik ) ist). Also gilt analog zu i): Es gibt eine Formel, die  

6ẗộὙ1 ὢ,ὣὤ,ὡỚ als eine Summe von Ausdrücken der Form ±Ὧ1(ȣ,ȣ) darstellt. 

Schreibe Ὧ1 ὢ,ὣ = ộὙ1 ὢ,ὣὣ,ὢỚ= ὗ(ὢ,ὣ) . Daher gilt: Falls ὑ„ḳ‖ für alle 

„ṒὝὴὓ 2-dimensional und nicht entartet, also falls Ὧ= ‖ẗὗ= ‖ẗὯ1, dann folgt mit 

i): Ὑὴ= ‖ẗὙ1 ὴ, das heißt für alle ὢ,ὣ,ὤᶰὝὴὓ gilt:  

 

Ὑὢ,ὣὤ= ‖ẗộὣ,ὤỚὢ ộὢ,ὤỚὣ. 

 

iv) Falls ὑḳ‖ auf ganz ὓ ist, dann folgt, dass Ὑḳ‖ẗὙ1  auf ganz ὓ ist. 

17.2 Korollar  

 

Wenn (ὓ,Ὣ)  konstante Krümmung ὑ= ‖ hat, dann ist (ὓ,Ὣ)  lokal symmetrisch.
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Beweis 

 

Klar, weil Ὣ und Id parallel sind. Expliziter: Es reicht zu zeigen, dass das Tensorfeld  

Ὂ: ὢ,ὣ,ὤ ᵐộὢ,ὣỚὤ parallel ist. Es ist: 

 

ὡɳὊ ὢ,ὣ,ὤ = ὡɳ ộὣ,ὤỚὢ
ὡ ộὣ,ὤỚὢ+ộὣ,ὤỚɳὡὢ

ộɳὡὣ,ὤỚὢ ộὣ, ὡɳὤỚὢ ộὣ,ὤỚɳὡὢ 

= 0. 

 

17.3 Proposition  

 

Seien ὓ,Ὣ,(ὓ,Ὣ) von gleicher Dimension, gleichem Index und gleicher konstanter Schnitt-

krümmung ὑḳ‖. 

 

i) Dann gibt es zu jedem Paar ὴɴ ὓ,ὴǶɴὓ eine lineare Isometrie 

ὃ: Ὕὴὓ,Ὣὴ ᴼ(Ὕὴὓ,Ὣὴ)  (klar wegen gleicher Dimension und gleichem Index). Jedes 

solche ὃ erhält automatisch Ὑ (wegen 17.1.iv) ). 

ii)  Aus i), Korollar 17.2 und dem Satz von Cartan (16.6) folgt nun: Falls ὓ,Ὣ,(ὓ,Ὣ) 

geodätisch vollständig, ὓ einfach zusammenhängend, folgt: Es gibt eine lokale Iso-

metrie Ὢ: ὓ,Ὣ ᴼ(ὓ,Ὣ) mit Ὢὴ= ὴǶ,ὨὪὴ= ὃ. Dies für jedes Paar ὴ,ὴǶ und jede li-

neare Isometrie ὃ: Ὕὴὓ,Ὣὴ ᴼ(Ὕὴὓ,Ὣὴ). Falls außerdem ὓ einfach zusammenhän-

gend ist, folgt mit Korollar 16.7: Ὢ ist eine Isometrie. 

iii)  Aus i), Korollar 17.2 und Lemma 16.4 folgt schon: In der Situation von i) gibt es offe-

ne Umgebungen Ὗ,Ὗ von ὴ,ὴǶ und eine Isometrie Ὢ:ὟᴼὟ mit Ὢὴ= ὴǶ,ὨὪὴ= ὃ. 

17.4 Korollar  

 

Zu vorgegebener Dimension, vorgegebenem Index und vorgegebener konstanter Krümmung 

ὑḳ‖ gibt es (bis auf Isometrie) höchstens eine geodätisch vollständige, einfach zusammenhän-

gende semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit (ὓ,Ὣ) . 
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17.5 Bemerkung  

 

Für ’ɴ 0,ȣ ,ὲ+ 1  sei ᴙ’
ὲ+ 1 ḧ(ᴙὲ+ 1,ὦ’), wobei 

ὦ’ὢ,ὣ ḧ ὢ0ὣ0 Ễ ὢ’ 1ὣ’ 1 + ὢ’ὣ’+ Ễ+ ὢὲὣὲ  (z.B.: ὦ0  Standard-Skalarprodukt, ὦ1 

Minkowski-Skalarprodukt) (hat Index ’). Für jedes ὶ> 0 setze 

 

Ὓ’
ὲὶḧ ὴɴ ᴙ’

ὲ+ 1 ᷄᷄ὦ’ὴ,ὴ = ὶ2  mit ’ɴ 0,ȣ,ὲ 

 

hat Dimension ὲ, Index ’ und Krümmung ὑ„ḳ
1

ὶ2 (benutze Gauß-Gleichung, Einheitsnorma-

lenfeld ὠὴ=
1

ὶ
ẗὴ,ộὠ,ὠỚḳ1). Setze: 

 

Ὄ’
ὲὶḧ ὴɴ ᴙ’+ 1

ὲ+ 1 ᷄᷄ὦ’+ 1 ὴ,ὴ = ὶ2  mit  ’ɴ 0,ȣ,ὲ 

 

hat Dimension ὲ, Index ’ und Krümmung ὑ„ḳ
1

ὶ2 (benutze Gauß-Gleichung, Einheitsnorma-

lenfeld ὠὴ=
1

ὶ
ẗὴ,ộὠ,ὠỚḳ 1). Diese Mannigfaltigkeiten sind geodätisch vollständig. 

( 

ȵ2ÁÔÅȰ ÄÉÅ &ÏÒÍÅÌÎ ÆİÒ ÄÉÅ 'ÅÏÄßÔÉÓÃÈÅÎȡ &İÒ ὴɴ Ễ ,ὢᶰὝὴỄ und ȿὢȿ= ὶ: 

 

In Ὓ’
ὲὶ,ὢ raumartig ᵼcosὸẗὴ+ sinὸẗὢ. 

In Ὓ’
ὲὶ,ὢ zeitartig ᵼcoshὸẗὴ+ sinhὸẗὢ. 

In Ὄ’
ὲὶ,ὢ raumartig ᵼcoshὸẗὴ+ sinhὸẗὢ. 

In Ὄ’
ὲὶ,ὢ zeitartig ᵼcosὸẗὴ+ sinὸẗὢ. 

ȿὢȿ= 0ᵼὸm ὴ+ ὸẗὢ. 

) 

Es ist Ὓ’
ὲ(ὶ) diffeomorph zu ᴙ’× Ὓὲ ’, und Ὄ’

ὲ(ὶ)  diffeomorph zu Ὓ’× ᴙὲ ’. Diese sind einfach 

zusammenhängend bis auf folgende Ausnahmen: 

 

¶ Ὓὲ
ὲὶ,Ὄ0

ὲὶ Ὓ0 × ᴙὲ (Ὓ0 besteht aus 2 Punkten) sind nicht zusammenhängend, son-

dern bestehen aus jeweils zwei isometrischen, einfach zusammenhängenden Zusam-

menhangskomponenten, die diffeomorph zum ᴙὲ sind. 

¶ Ὓὲ 1
ὲ ὶ,Ὄ1

ὲὶ Ὓ1 × ᴙὲ 1 : Sind zusammenhängend, aber nicht einfach zusammenhän-

gend. Ihre universellen Überlagerungen Ὓὲ 1
ὲ ὶ,Ὄ1

ὲὶ (mit gelifteter Њꜟ-Struktur und 

Metrik wie in Satz 7.8) sind dann einfach zusammenhängend, mit Dimension n, Index wie 

gehabt und konstanter Schnittkrümmung wie gehabt. 

17.6 Korollar  

 

Die semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten Ὓ’
ὲ(ὶ) (mit ὑḳ

1

ὶ2) und Ὄ’
ὲ(ὶ) (mit ὑḳ

1

ὶ2), gege-

benenfalls ersetzt durch eine ihrer Zusammenhangskomponenten oder ihre universelle Überla-

gerung, wie oben, sind zusammen mit den ᴙὺ
ὲ (mit ὑḳ0) genau die einfach zusammenhängen-

den, geodäti sch vollständigen, semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit konstanter Schnitt-

krümmung ὑ. In der Physik heißen Ὓ1
4(ὶ) ȵÄÅ 3ÉÔÔÅÒ-2ÁÕÍÚÅÉÔȰ ÕÎÄ Ὄ1

4 ὶ ȵÕÎÉÖÅÒÓÅÌÌÅ !ÎÔÉ-de 

Sitter-2ÁÕÍÚÅÉÔȰȢ 
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