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Musterlosung

Aufgabe 1 (446 Punkte)
Sei p: A — [0, 00] ein MaB auf der o-Algebra A C P(X).

(i) Fiir ein B € A mit 0 < u(B) < oo sei ug : A — [0,00] definiert durch pp(A) = u(AN B).
Zeigen Sie, dass up wieder ein Maf} auf A ist.

(ii) Zeigen Sie, dass fir A; € A,i =1,...,nmit u(4;) < oo, sich das Mafl der Vereinigung A = UA;
durch folgende Formel berechnen lésst:

" (U Ai) =2 U > (ﬂ Az’)
i=1 k=1 JC{1,..n} \jeJ
|T|=k

Losung:

(i) Fir A =0 gilt pup(@) = u(@N B) =0. Seien A; € A,i € N disjunkte Teilmengen. Dann gilt

i=1 i=1 i=1

i=1
Also ist pup ein Maf} auf A.

(if) Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber n. Der Fall n = 1 ist klar. Angenommen die
Aussage gilt fiir n < N. Dann ist

M<UA1‘> M(AN\ U Ai>+N<U Ai)
ZM(AN)—H(U ANﬂAZ')—HL(U Ai)

i=1

e +N—1(_1)k_1 S (AN nN Aj> + > (ﬂ Aj)

k=1 JC{1,..,N—1} jeJ JC{1,...,.N—1} jeJ
|J|=k |J|=k

N—-1
= u(An) + 0F > w( A +EDEE Y v N4
k=1 JC{1,..,N} \jeJ JC{1,.,N-1} \jeJ
[J]=k41 |J|=k
NeJ

Durch Umindizierung und den Fakt, dass entweder J C {1,...,N — 1} oder N € J, ergibt sich
dann

N-1

" (U Ai> = p(An) + 3 uA) + 3 S (ﬂ Aj)

j=1 k=2 JC{1,...,.N} jeJ
|7
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k=1 JC{1,...,.N} jeJ
[7|=k

Aufgabe 2 (6+4 Punkte)

(i) Sei R C P(X) ein Ring auf X, p ein Inhalt auf R und p* das zugehorige duflere Mafl. Sei
T : X — X eine bijektive Abbildung, sodass A € R < T(A) € R und p(A) = p(T(A)) fir alle
AcR.

Zeigen Sie, dass dann auch p*(T(E)) = p*(F) fir alle E € P(X) und A ist genau dann p*-messbar,
wenn T'(A) p*-messbar ist.

(ii) Zeigen Sie, dass das Lebesgue-Maf} A, : L(R™) — [0,00] translationsinvariant ist, d.h. fiir
alle z € R" erfiillt die Abbildung T,(y) = y + = die Bedingung aus (¢). Folgern Sie, dass eine
Vitali-Menge nicht Lebesgue-messbar sein kann.

Loésung:

(i) Sei E € P(X) und € > 0. Nach Definition von u gibt es C; € R,i € N sodass
EclJC wd p(B)+e>) u(C).
i=1 i=1
Dann gilt T(E) C |J;2, T(C;) und aus den Voraussetzungen und der Definition von p* folgt:
(o)
W(E)+e= ) w(T(Cy)) = w(T(E)).
i=1

Fiir e — 0 folgt p*(E) > p*(T(F)). Die umgekehrte Umgleichung folgt analog. Also ist u*(F) =
w*(T(E)). Sei nun A € P(X) p*-messbar. Dann gilt fiir alle £ € P(X), dass
W (EOT(A) + p*(ENT(A)?) = p*(T1(E) N A) + 5" (T~1(E) 1 4°)
= p (T7H(E) = w'(B),
d.h. T(A) ist auch p*-messbar. Die Umkehrung folgt analog.

(ii) Fiir einen halboffenen Quader @ = [, [a;, b;) ist T,(Q) = [1i—,[a; + 4, b; + x;) wieder ein
Quader und das Bild einer disjunkten Vereinigung von Quadern ist wieder disjunkt. Also induziert
T, eine Bijektion auf dem Ring der Figuren R,. Fiir die Volumen von Quadern gilt dann

n n

vol(To(Q)) = [ [ (bi + i — (as + ) = [ [ (0 — ai) = vol(Q).

i=1 =1

D.h. T, erhilt den in der Ubung konstruierten o-Inhalt v,, auf dem Ring der Figuren. Nach Defi-
nition entsteht das Lebesgue-Maf \,,, durch die Caratheodory-Konstruktion aus dem o-Inhalt v,.
Aus Teil (i) folgt nun, dass A, invariant unter der Abbildung Ty, bleibt.

Sei nun V' C [0,1]" eine Vitali-Menge und B = {J,cqnn-11
gezeigt, dass die obige Vereinigung disjunkt ist und dass

o Tg(V). In der Vorlesung wurde

[0,1]" € B c[-1,2]".

Angenommen V ist Lebesgue-messbar. Dann ist B auch Lebesgue-messbar und aus der Monotonie
folgt
1< A\ (B) <3™.

Aber nach der Translationsinvarianz und der o-Additivitét folgt

qeQN[-1,1]» qeQrN[=1,1]"



Die Summe kann nur endlich sein, wenn A, (V) = 0. Dann folgt aber \,(B) = 0, im Widerspruch
zu den obigen Ungleichungen. Also kann V' nicht Lebesgue-messbar sein.

Aufgabe 3 (5+5 Punkte)
Sei p: P(X) — {0,1} ein MaB, dass nur die Werte 0 oder 1 annimmt und p(X) = 1.

(i) Zeigen Sie, dass die Menge
U= {4 €P(X)|u(A) =1}
folgende Bedingungen erfiillt:
a) AcU,ACBCX = Bel;
b) (An)nen CU = (,en An €U
c) ACX=Acloder A°cU

(ii) Sei speziell X = R. Zeigen Sie, dass es ein z € R gibt, sodass
1, reA

M(A):{O v A

Losung: (i)
a) Fir A € Y und B C A folgt aus der Monotonie, dass 1 > u(B) > pu(A4) = 1. Also ist B € U.
b) Seien zuerst Ay, As € U. Dann ist
= p(A1 U Az) = p(Ar) + p(Az) — (A1 N Ag) = 2 — p(Ar N Ag),

d.h (A; N Ag) € U. Per Induktion folgt, dass ﬂf\il A; €U fiiralle A; eU,i=1,...,N. Sei
(An)nEN g U. Dann ist

N
By =[] 4n
n=1

eine monoton fallende Folge von Mengen aus U. Da p(B1) = 1 < oo kénnen wir die Stetigkeit
von oben anwenden:

ﬂ = lim pu(B,) = lim 1=1.

TL—)OO n—oo

7;
S i38

Also ist u(N2, A,) €
¢) Esgilt 1 = pu(X) = pu(A) + u(A°). Also ist entweder pu(A) = 1 oder u(A€) =1

(ii) Sei zuerst B,, = [n,n + 1) fiir n € N. Dann bilden die B,, eine disjunkte Zerlegung von R und

es gilt
oo
R) = Z 1(Br).
n=1

Es gibt also genau ein k& € N mit u(Bg) = 1. Sei nun i € N und Al = [k + l;,l,k + %) fiir

I =1,...,2% Dann bilden die Al eine disjunkte Zerlegung von By = [k, k + 1) und es gilt

w([k, k+ 1)) ZuAl



Also gibt es wieder genau ein ; € {1,...,2"} mit u(AY) = 1. Nach Konstruktion bilden die Agﬂ
eine Verfeinerung der Uberdeckung AL, Aus der Monotonie muss dann folgen, dass

Liv1 1
Al CAY.

D.h. die Mengen A; = Ai sind fiir ¢ € N monoton fallend und aus der Stetigkeit von oben folgt

fiir A = Nien A;, dass

p(A) = lim p(4) = 1.

i—00
Insbesondere ist A nicht leer. Sei also € A. Angenommen es gibt ein weiteres Element y € A.
Dann ist |z — y| > 277 fiir ein j € N und damit y ¢ Aéj, im Widerspruch zu y € A. Also gilt

1= u(A) = p({z}).
Aus der Monotonie folgt dann fiir beliebige A € P(R),
reA=pu(d) =1

und
r¢ A=z e A= p(A) = p(R) — p(A°) =0.



