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Aufgabe 37 1 + 1 + 2 Punkte
Sei (M,ω) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Nehmen Sie an, dass ω exakt ist, d.h. dass es eine
1-Form α ∈ Ω1(M) gibt, mit ω = dλ. Zeigen Sie:

a) M ist nicht kompakt.

b) Es gibt ein eindeutiges Vektorfeld Y ∈ Γ(TM) mit ιY ω = ω(Y, ·) = λ.
(Y ist das Lioville-Vektorfeld von (M,dλ))

c) Sei φt der (lokale) Fluss von Y , d.h. φt(p) ist die eindeutige Kurve, die die Differenzial-
gleichung d

dtφ
t(p) = Y (φt(p)) und φ0(p) = p für t nahe 0 löst. Sei g ein Symplektomorphismus,

der λ erhält, d.h. g∗λ = λ. Dann kommutieren g und φ, d.h.

φt ◦ g = g ◦ φt.

Aufgabe 38 2 Punkte
Sei X eine beliebige n-dimensionale Mannigfaltigkeit und M := T ∗X. Sei (U ;x1, x2, ..., xn) eine
Koordinatenumgebung aufM und seien (x1, ..., xn, ξ1, ..., ξn) die zugehörigen Koordinaten auf T ∗U .
Sei θ die tautologische 1-Form auf M , die über U durch θ|U =

∑
ξidxi gegeben ist.

Zeigen Sie, dass das Lioville-Vektorfeld von M über U durch Y =
∑
ξi

∂
∂ξi

gegeben ist.

Sei φt der Fluss von Y . Zeigen Sie, dass für jeden Punkt p = (x, ξ) ∈M gilt:

φt(p) = (x, et · ξ).

Aufgabe 39
Sei M = T ∗X wie oben. Zeigen Sie: Ist g ein Symplektomorphismus von M , der θ erhält, so gilt:

g(x, ξ) = (y, η)⇒ g(x, λξ) = g(y, λη) ∀(x, ξ) ∈M,λ ∈ R.

Folgern Sie, dass g die Kotangenten-Faserung erhält, d.h. zeigen Sie, dass es einen Diffeomorphismus
f : X → X gibt, mit π◦g = f◦π, wobei π : M = T ∗X → X die Projektion ist. Zeigen Sie schließlich,
dass g der symplektische Lift von f ist.
(Hinweis: Für g(p) = q, zeigen und nutzen Sie die Identitäten (Dgp)

∗θq = θp und Dπq ◦ Dgp =
Dfπ(p) ◦Dπp.)
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